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^ie in bcr jtoetten Sluffage btefer ©Icmente 1867 in ©rinncrung 
gcbrad^ten neuem Unterfud^ungen bei: SJaumBegriffe l^aben ju ber ?tn* 
cricnntntö gefül^rt, ba§ bte uncnbltd^ fernen 5ßunlte einer ®eraben 
ebenfotool^t gefonbert (real ober nid^t real) fein lönnen, afö fic gema§ 
ber Suclibifd^en Slnnal^me bereint finb, unb ba§ bie ®erabc für eine 
gefd^Ioffene Sinie gel^alten njerben tonn ober mu§, tomn auf if)r ge* 
fonberte unenblid^ ferne ?ßunfte nid^t borlianben finb. @8 ift bal^er 
nid^t juläffig, bie in ber ^ßoraUelentl^eorie öorl^anbcne Unbeftimmtfieit 
burd^ ©infügung eines befonbem ÄjiomS ju öerbedEen; man l^at t)ith 
ntel^r anjuerlennen, ba§ öon jener ©teUe ab bie Oeometrie öerfd^ie^ 
bene 3Bege einfd^tagen lann. S)ie Älärung biefeä UmftanbeS unb 
bie SSereinfad^ung beg ©uclibifd^en SBegeS ift eine toefentlid^e SSer^ 
befferung, toeld^e bie vierte 2luftage biefer ®Iemente 1874 burd^ einige 
Umftettungen im jnjeiten ^aragraplien ber ?ßlanimetrie fotoie burd^ 
?ßracifierung einiger Slugbrüde erl^alten ^at 

. S)ie beigefügten l^iftorifd^en ^iotijen foHen nid^t nur ertoünfd^te 
DueHenanjeigen geben, fie bitten aud^ bie ©lemente einer ®efd^id^te 
ber ©ä^e, 3;]^eorien, ^Benennungen unb SBejeid^nungen. S)ie ®efd^id^te 
ber ©ä|e ift e8, oI)ne toeld^e bie ®efd^id^te ber matl^ematifd^en SKeifter 
nid^t genögenb gegeben toerben lann. ?luf bem ®runbe beiber 83or= 
arbeiten lann bie ©efd^id^te ber SKatliematil, il^re (Snttoidfelung in ber== 
fd^iebenen ©pod^en, if)r Anteil an ben berfd^iebenen Äutturcpod^en ju 
toörbiger ©arftellung gelangen. 



IV SSorrebe. 

3n bcr fcd^ftcn Stuflagc ftnb eine Slnjal^l SSerbcffcrungeil bc^ 
SlugbrudS unb ftemcrc 3^f% gcmad^t toorbcn. gür lorreftc §er== 
ftcllung bc8 S^ejtc^ bcr neuen ?tuflage l^at toteberum §crr Dberlel^rer 
Dr. S. ®. ®fittd^er in ßeipjig, unb in feiner SSertretung §err Dr. 
5ß. aSeinnteifter treuefte ©orge getragen, toofflr id^ beiben Ferren 
jugleid^ im Siamen ber SSerlag^l^anblung meinen beften S)an! auS- 
fpred^e. 
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§. 1. ©runbbegriffc. 

1. S)et Sftaunt ifi ol^ne Unterbte(]&unfl unb über jebe ©tettje l^ln*» 
aus Quügebel^nt. Sin Ort im 9laume, ol^ne äluSbeJ^ttung gebadet l^ei^t 
ein 5ßunft ®in SluÄgebel^ttteÄ ift enttoebet eine Sittie, ober eine 
gläd^e, ober ein Sftaurn im engern Sinne (Äötper, cxbqbov, solidum). 

Sluf einer Sinie laffen fid& unenblid^ niele 5ßunlte unterfd^eiben, auf 
einer gW^^ unenblid^ t)iele Sinien, in einem Slaume unenblid^ i)iele 
gtad^en. Sine Sinie ifi ju beiben Seiten eine« auf il^r liegenben fünfte« 
auSgebel^nt (in bie Sänge), eine gläd^e ifi ju^ beiben Seiten einer auf 
il^r liegenben Sinie au^gebel^nt (in bie Sänge unb SJreite), ein SRaum 
ift ju beiben Seiten einer in il^m liegenben ^äd^e auiSgebel^nt (in bie 
Sänge, breite unb ©idte); Sinie, g^läd&e, SRaum i^eifeen be^l^alb nad^ 
1, 2, 3 S)imenfionen auSgebel^nt. ©ine Sinie lann al« Sal^n (Drt, 
Tonog) eineiS bewegten fünfte*, eine gläd^e alg ^af)n einer bewegten 
Sinie, ein 9laum al« Sal^n einer bewegten glä(5e betrad^tet werben. 

2. Sinien werben begrenjt burd^ 5ßuntte (®nbpunlte), gläd&en 
burd^ Sinien (Umfang, nsQlimQog, mQtfpiQBia), Släume bur(| gläd^en 
(Dberffäd^e, im^aveia, superficies), uub l&abeu jwifd&en il^ren ©renjen 
beftimmte ©rö^e. S)ie ©röfee einer Sinie l&eifet i|re Sänge, bie ©rö^e 
einer gläd&e il^re gläd^e (gläd^eninl^alt, area, i^ißadov, httq>aveta\ bie 
©röfee eine« 9laumeÄ fein SBolum (Äörperinl^alt, volumen, capacitas, 
otsqsov)) biefe ©röfeen werben ejtenfine genannt im ©egenfa| ju 
nid^t auggebel&nten (intenfiüen) ©rögen. 

8. 2)ie einfad^fte unter ben Sinien ifi bie ©erabe, weld&e eine 
t)on einem 5punlte auägel^enbe Sftid&tung (unb bie entgegengefe^te) an^ 
giebt unb nad& biefer Slid^tung unbegrenzt fid^ weiter erftredtt. Swei ®t' 
rabe finb fongruent, b.^.fie fönnen fo vereint werben, bafe alle ^punfte 
ber einen mit fünften ber anbern jufammenfaHen, ober wie man filrjer 
fagt, bafe fiefid^ beden (longruieren, coinctbieren). Sffienn jwei ©erabe 
2 ^Punfte gemein l^aben, fo bedEen fie fid& (2lfiom von ber ®e= 
raben); eine ©erabe ift alfo burd^ 2 fünfte befiimmt S)urdö einen 
^unft Wnnen unenblid^ oiel ©erabe in oerfd^iebenen Slid^tungen gejogen 
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werben; je jroei berfelben fd^neiben fid^ in bem 9emeinfd5aftli(|en 
5PunIte b. I&. jebe erftredft ftd^ auf einer biefe Sinten entl^altenben gläd^e 
von bem gemeinfd^aftlid^en 5Punfte natl^ beiben Seiten ber anbem. 

@ine Sinie J^eigt frumnt (curva), wenn irgenb 3 ^Punlte berfelben, 
bie einanber beliebig na^e finb, im allgemeinen nid^t auf einer ©eraben 
liegen. 6in begrenjte« ©tftdf oon einer ©eraben l^eifet eine ©tredfe, 
t)on einer Ruxvt ein SB o gen (arcus); bie ©tredfe jmifd^en ben ®nb^ 
puniten eine« SJogen« wirb bie ©ei^ne (chorda) be« SBogen« genannt. 

©inb A, B, C 5ßunlte einer Sinie, A unb C burd& B getrennt, unb 
wirb ber jmifd&en A unb b entl^altene S3ogen (©tredEe) burd^ ab be«* 
jeid^net, fo erfd^einen ab unb bc al& SCeile t)on AC, unb man l^at 

AC = AB-}- BC 

AB = AC — BC, BC = AC-- AB 

AB < AC, BC < AC 

2)er S3eatiff ber ©eraben entjprid^t ber Vnfd^auung eineg aefi^annten gfabend, 
einer ^r^ftaulante, be§ 3)urd^fd^mtteg t)on 2 ®5enen (rul^enber OberP(pen fd^toerer 
Siquibe), ttnb ift t)erntöge feiner (Sinfad^^eit nid^i nietter befinierbar, SHd^tuna ol^ne 
bie ©erabe ttnoerftänblid^. S)ie a(te Definition (Eacl. I.) ,,®ine ©erabe ift bie« 
ieniae £inie, n)e(d^e amifd^en ü^ren %un!ten gleid^mft^ig (ef iaov) liegf ' ift an ftd^ 
bunfel, unb gewinnt erft ^(arl^eit burd^ bad SC^iom „ixozx ©erabe fc^Uegen feinen 
^oMxa ein'', nad^ n^eld^em bel^au^tet rotrb, ba( jwei @erabe fid^ bedten, wenn fie 
awei fünfte gemein l^oben, unb bafi eine ©erabe il^re Sage nid^t änbern !ann, 
wenn fte in ixotx $un!ten feftgel^alten ift. ^ud^ ber alte @a^: ,,(Sine ©erabe ift 
bie lür^efte :Sinie awifd^en jwei $un!ten'' ift al3 Definition oorangefteHt worben. 

4. ®ine gläd^e l^ei^t gerablinig (3legelf(äd^e, snrface reglee), 
wenn burd^ jeben ^unft berfelben eine ©erabe fld^ jiel&n lä|t, bie auf 
ber gläd&e liegt.*) ®ie Sal^n einer irgenbroie bewegten ©eraben ift 
eine gerablinige gläd^e. S)ie einfad&fte unter ben gerablinigen gläd^en 
ift bie ®bene {lid-möov, planum), auf ber bie ©eraben liegen, bie 
burd^ einen gegebenen 5ßunlt gel^n unb mit einer gegebenen ©eraben 
einen 5punlt gemein l^aben. SBenn eine ©erabe mit einer ebene 
2 5ßun!te gemein l^at, fo liegt fie auf ber @bene (Slfiom uon 
ber ebene). 

Smei ebenen finb fongruent SBenn jmei ebenen 3 5ßunfte 
gemein l&aben, bie nid^t auf einer ©eraben liegen, fobedfen 
fie fid^; eine ebene ift burd^ 3 fünfte, bie nid&t auf einer ©eraben 
liegen, befiimmt. ©inb nämlid^ A, B, C fold&e gemeinfd^aftlid^e 5ßunfte 
ber ebenen a, ß, fo liegen bie ©eraben ab, ac, bc auf beiben ebe^ 
nen. S)iefe ©eraben teilen jebe ber ebenen in 7 gelber, oon benen 
eine« einen gefd^lojfenen Umfang l^at 3ft nun D ein 5ßunft mn « 
in bem gefd^loff enen gelbe, fo ift ad eine ©erabe von «, unb biefe 
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©etabe fd^nelbet bie ©erabe bc in ly, toeil B unb c auf t)etfd&iebenen 
©eiten t)on iäz> liegen, »er $unft D' liegt aber auf ß, alfo liegt aud^ 
bie ©erabe AD' mit bem 5ßunft D auf /?. 3ji femer £ ein $unft oon 
« in einem anbern gelbe, fo ba^ j. SB. e unb -ä auf tJerfd^iebenen 
Seiten ber ©eraben bc liegen, fo f(^neiben fid^ bie ©eraben ae unb 
BG ber ebene « in £'. S)er 5ßunft e* liegt aber auf /?, alfo liegt 
au($ bie ©erabe ae* mit bem ^unft e auf ß. 

Eucl. I. crHärt \>xt ©Benc afö bie gläd^e, toeldje jtoifcl^ett ben auf tl^t gcaogcs 
ncn ©eraben gleid^mä^ig liegt, um (XI, l) ju fd^Uefien, baß eine ©etabc auf ber 
@Bene liegt, wenn fie 2 fünfte mit il^r gemein l^at. ©tmaö bcutUd^er l^at Seiönis 
bie ®5ene unb bie ©erabe baburdj erflärt, baß jene ben unbegrenzten Slaum, biefe 
eine unBegrcnjte @bene in jroei !ongruente ^eite jerfcgneibet (Srief an ©iorbano, 
ed. Gerhardt I p. 196). S)efinitionen ber ©bene, weld^e baä Slgiom ,,äBenn eine 
©erabe mit einer ®5ene 2 fünfte gemein l^at, fo liegt fie auf ber @5ene", ©erpUt 
ober unoerBüUt entl^alten, ftnb unjuläfftg. 

Semerlengwerte SSerfud^e, jjeneä Sljiom jum ^l^eorem ju erl^eben, finb in neue* 
fter 3^it gemad^t n)orben. ^eal^ na (Demonstr. theorematis, esse superficiem 
planam. Dissert. inaug. Marburg 1837) !onftruiert bie @5ene burd^ SRotation eineS 
2Bin!el§ um einen feiner ©d^en!el, mit ber SBebingung, baß eine concentrifdje Äugele 

!lö0e in «oei fongruente SJeile 8erf(Jnitten merbe. ©auß ift ber SÄeinung gerne* 
en, baß S)eal^naS S)arftellung oon einigen SÄängeln, bie in il^r anzutreffen finb, 
fid^ befreien laffe; in feinem *Jlad^laß befinbet fidj ein biefen ©egenftanb betreffenber 
2luffa|. 2luf öl^nlidje 2lrt baben ©relle (3oum. 45 p. 15), ©erling (©rette 3. 
20 p. 332), @rb (bie «Probleme ber ©eraben u. f. m. §eibelberg 1846) bag Sljiom 
oon ber (§!btxvt ju befeitigen gefud^t. Unter ben geometrifd^en Dbjeften finb junäd^ft 
nid^t bie ©erabe unb bie ^ii^m, fonbem bie Kugel unb ber Äreiä fo befinierbar, bafe 
beren aÄöglid^feit einem S^^^if^^^ «it^^t unterliegt; man brandet nur ftarre SBerbin= 
bungen oon fünften oorauSjufe^en. 3)urd^ jroei !ongruente ©d^aren oon concen« 
trif(|en ^geln entftel^t bie @bene alg bag ©emeinfc^aftlid^e von \t swei gleid^en 
Äugeln. 2)ie ©erabe cntfte^t burd^ jwei fongruente ©d^aren »on concentrifc^en 
Greifen einer (^h^t alä baS ©emeinfd^aftlid^e oon je jmei gleiten Reifen. (So bat* 
fd^eroäf^ unb SSolgai in ben unter §. 2 angeführten ©d^riften.) 

©ine gläd^e l^eifet Irumm, unb eine Sinie Reifet uneben (boppelt 
gefrümmt), wenn irgenb 4 5ßunfte berfelben, bie einanber beliebig nal^e 
finb, im allgemeinen nid^t auf einer Ebene liegen. 

©inb AB, BCf CA Sinien auf einer Släij^e, mirb bie jmifd^en bie^ 
fen Sinien entl&altene gläd^e burd^ ABC Bejeid&net, finb enblid^ bie 
Sinien berfelben gläd^e ad, bd, cd von beren Umfang abc ein* 
gefd^loffen, fo l^at man 

ABC = ABD + BCD + CAD, u. f. U). (3). 

5. ^int (^Unt wirb von 2 auf il^r ft(ä& f($neibenben'©eraben in 
4 gelber geteilt, meld&e SBinlel {y^vla, angulus) l^eifeen. 3)ie ©tüde 
ber ©eraben, meldte von bem gemeinfd^aftlid^en 5ßunfte fid^ erftredEen 
unb einen SBinfel einf daliegen, ^ei^en bie ©d^enlel be« SBinfelS; ber 
gimeinfd^aftlid^e 5ßun!t ber ©d^enfel l^eifet ber ©d^ eitel be«2Binfel8 

(vertex, sommet, ßentrum). 

©in aSinJel mirb burd^ einen ^unf t be8 einen ©d&entel«, ben ©d^ei^ 
tel unb einen $unft be« anbern ©d^enfel« (in biefer Drbnung) unsmei*' 
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beutig bejei(]&ttet nad^bem bet ©tnn gegeben ift, in xodä)tm bet erfte 
©d^enfel um ben ©d&ettel gebrel^t werben foll, um ben Sffitnfel jutfitf«* 

julegen. 3- ^- i^i^ i^omiel -^^^ ober ^^fB für ben t)on bem ©d&en^ 
lel SB mit bem ©d^enfel ä^ gebilbeten SBinlel bebeutet ben SBinlel, 
xodä)in ber erfie ©d^enfel SA jurüdlegt, inbem er um ben ©(j^eitel S 
in bestimmtem ©inne (entweber linfäum ober rec^t^um für einen auf 
einer befiimmten Seite ber ßbene ftel^enben ^u^äfautt) gebrel&t mirb, 
h\& er mit bem jraeiten ©d^enlel SB jufammenfättt Sei entgegenge^ 
festem ©inne ber S)rel^ung mürbe bie gormel äsb ben SBinfel bebeu^ 
ten, ber t)on ber ®bene nad^ Sffiegnal^me be« vorigen SBinfel« übrig 
bleibt 

Überl^aupt iji ber von jmei ©eraben a unb b gebilbete SBinfel, 
ben man burd^ ab ober a^b bejeid^net, unjmeibeutig beftimmt, menn t)on 
jeber ©eraben angegeben mirb, meldte Slid^tung ber auf i^r Uegenbe 
©d&enf el l^at, unb menn jugleid^ ber ©inn ber 2)rel^ung angegeben mirb, 
burd^ melcbe ber erfte ©d^enfel mit bem jmeiten vereint werben foH. 

Sei ber S3ejei($nung von allen gleid^jeitig in Setrad^t fommenben 
Sffiinfeln einer ebene fe|t man oorau«, ba^ bie SBinfel burd& S)re^ 
l^ungen von einerlei ©inn befd^rieben finb. §iernad^ l^aben bie 
Formeln asb unb bsa, ab unb ba t)erfd^iebene Sebeutung.*) 

ein SBinfel fann als bie ©umme uon anbern SBinfeln betrad&tet 
werben. SBenn nämlid^ ber ©d&enfel SB von bem SBinfel ASC ein*» 
gefi^loffen ift, fo l^at man (unter ber aSorau3feftung beSfelben ©inne« 
ber S)re]^ung bei allen SBinfeln) 

ASC = ASB + BSC 

ASB = ASC — BSC, BSC = ASC — ASB 

ASB < ASC, BSC < ASC 

infofern ber ©d&enfel SA bei ber gurüdElegung be« SBinfel« ASCbit 
SBinfel ASB, BSC naä) einanber jurüdElegt. Um jmei gegebene SBinfel 
ju t)ergleid^en, t)ereint man ben ©d^eitel be« einen mit bem ©d^eitel be« 
anbern, einen ©döenfel be« einen mit einem ©d^enfel be« anbern, bie 
ebene be« einen mit ber ebene be« anbern, fo bafe beibe SBinfel auf 
eine ©eite be« gemeinfd&aftlii^en ©d^enfel« fatten; je nad^bem nun ber 
eine SBinfel ben anbern bedft ober nid^t bedEt, fo finb bie SBinfel glei(^ 
ober ungleid^. ©leid^e SBinfel finb fongruent 

ein SBinfel l^eifet geftredft (ftad&), wenn feine ©d^enfel entgegen^ 
gefegte Slid^tung l^aben unb bemnad^ auf einer ©eraben liegen. Sitte 
geftrectten SBinfel finb einanber gleid^, weil fie fongruent finb (3). ein 



*) S)iefe naiveren SBeftimmungen unb Unterf (Reibungen oerbanü man Tlohxn^ 
anal, ©pPtt! 1, ÄreiSuerroanbtf^aft 8, unb anbermärtä. 
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SBinfel l^eifet lonfao (^ol^l) obet fottt>ef (etl^aben, überftutnpf), je 
nad^bem er fleinet ober gröfeer ifi dl^ ein geftredter. 

SltiÄ ber ©röfee be« tjon jroel ©d^enleln eingefd^lofferten SBinfelÄ 
beurteilt man bie Slbtoeid^uttg (declinatio) ber Sltd^tung be« einen 
©(^enfelä oon ber Stiiä^tung be« anbem, fowie ble fd^einbare Sänge 
einer in bem SQäinlel enthaltenen unb buxS) bie ©(Jenfel begrenzten 
Äinie, wenn biefe vom ©d^eitel auS betrad^tet wirb. 

^e Definitionen: ,,äßin!el ift bie 9leigung Don 3n>ei jginien aegen einanber" 
(Eucl. L), ober „ber Unterfd^ieb i^rer SHc^tungen" ober „bie @röfe ber 3)re§ung, 
n)obttr(| bie eine in bie Stid^tuna ber anbern gebrad^t wirb'^ mad^en ben SBin!el 
SU einer intenfioen ©rö^e, unb mmmen nid^t ^u ben übKAen Stebeweifen ). 8. ein 
$UYtiEt liegt in ober au^er bem 2ßin!el, eine ©erabe fd^neioet oon bem 9ßin!e( ein 
^reied ab, u. bgL 

6. Sluf einer ®bene lönnen t)on einem gegebenen 5ßunlte berfelben 
unenblid^ t)iel ©tred en anggel^n, bie einer gegebenen ©trede glei($ jtnb ; 
bie ©nbpunfte berfelben liegen auf einer Sinie, bie ein Ar ei« (xtJjaog, 
circulus) genannt wirb. S)er gegebene 5punlt l^eifet ba* ©entrum («iv- 
TQov, 3RittelpunIt) be« fireife«, bie ©trede t)om Sentrum bi« ju einem 
5ßunft be«ÄreifeÄ l^eifet ein Sftabiu« (^albmeffer) be« Äreife«. 5£)er 
Ärei« ift eine gefd^loffene (in fid& jurftdfel^renbe) Sinie; ber t)on bem 
Äreife (5ßeripl^erie) eingefd^lojfene %txl ber ßbene l^eifet bie gläd^e 
be« Äreife«, ber anbere ieil ber ®bene wirb t)on bem Äreife au8ge- 
fd^loffen. Greife, meldte boS Zentrum gemein l^aben, feigen concen^ 
trif d^. Soncentrifd^e ^eife einer ®bene l^aben entmeber leinen ton^ 
firuierbaren 5ßunft gemein, ober fte beden fid^. ©in Ar et« ifl burd^ 
einen 5ßunft unb bo« Sentrum beftimmt 

@ine ®erabe auf ber @bene be« ^eife«, bie burd^ haä Sentrum 
gel&t, fd^neibet ben Ärei« in 2 5ßunlten, weld&e ©egenpunlte l^eifeen; 
bie jmifd^en Oegenpunften entl^altene ©trede l^eigt ein ©iameter 
(S)urd^meffer) be« ^eife«. Sllle 3)iameter be« Äreife« ftnb einanber 
gleid^, meil jeber ffiiameter au* jwei Sftabien befielet. S)ie ^Peripl^erie 
unb bie gläd^e be«flreife8 werben von einem ©iameter in 2 longruente 
Steile geteilt, bie fid^ beden, fomol^l w)^ttn man ben einen S^eil in 
ber @bene umbrel^t, h\& bie ©nbpuntte be« ii^n begrenjenben S)iameter« 
mit ii^ren ©egenpunften jufammenfallen, al* aud^ wenn man ben einen 
%txl im 9taume um ben gemeinfd^aftUd^en ^ameter umbrel^t, h\i feine 
@bene mit ber @bene be« anbern mieberum^ gufammenfäSt. S(ud^ bie 
burd^ Derfd^iebene S)iameter wn htm Greife abgefd^nittenen 3:eile finb 
in ber angegebenen SlBeife longruent unb l^eifeen ^albf reife. 

®in am Zentrum von jroei ©eraben gebilbeter SBinlel l^eifet ein 
©entriwinfel, oon bem gefagt wirb, ba^ er auf bem in i^m ent^ 
l^altenen Sogen jiel&t. ®ine von iwei Slabien unb bem 95ogen, ber in 
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• 

tJ^tetn aSBittlel liegt, eingefd&loffette "^ää^t l^elfet ein ©eftor be^ ÄteifeiS. 
2lu(^ bte ju gleid^en eentritoinleln gehörigen Sogen unb @e!toten be^ 
ÄteifeS finb fongruent unb fönnen auf boppelte 2ltt fo gelegt werben, 
bafe fie fid^ beden. 6tn von ber gläd^e beg fireifeS burd^ eine ober 
burdö jroei ©el&nen abgefd^nittene^ ©tüdf l^eifet ein Segment be^ 
ÄreifeS. S)ie Sluäbrüde ©eftor, ©egment werben in dl^nlid^er ©eben«' 
tung bei frummen Sinien überl^aupt angewenbet. 

7. Unter Figuren (im weitern ©inne) werben ©#eme oon 
5Pun!ten ober Sinien ober gläd^en oerftanben. S)ie giguren l^eifeen 
Sinearfiguren, ober gläd&enfiguren, ober Slaumfiguren, ie 
nad&bem il^re fünfte auf einer gegebenen Sinie, ober auf einer gege^ 
benen g^läd^e, ober im 3flaume überl^aupt liegen. S)ie matl^ematifd^e 
SBiffenfd^aft, weld&e oon ben giguren l^anbelt, l^eifet ©eometrie. 2)er 
2;eil ber ©eometrie, in weld^em nur erft Sinearfiguren unb 5pian^ 
ftguren betrad^tet werben, bie in einer ©bene entlialten finb, l^eifet 
^Planimetrie (©pipebometrie). S)ie Seigre oon ben 3laumfiguren f o^ 
wo||l, atö au($ t)on ben giguren überhaupt ol^ne bie S3efd^ränlung auf 
ben SRaum einer @bene wirb burd^ ben Flamen ©tereometrie be^ 
jeid^net. 3^^ ©tereometrie gel^ört bie Setrad^tung ber gläi^enfiguren, 
weld&e nid^t plan finb.*) 

8. ©erablinige giguren ober ^ßolpgone inoXvyawov , aSieledE, 
7tokvyQafi(iov, Sielfeit) werben burd^ eine Sleil^e t)on ©eraben gebilbet, 
beren jebe oon ber folgenben, bie le^te t)on ber erften gefd^nitten wirb; 
ober burd^ eine SReil^e von 5ßunlten, beren jeber mit bem folgenben, 
ber leite mit bem erften burc^ eine ©erabe oerbunben ifl. S)ie gemein^ 
fd^aftlid&en ^ßunfte ber aufeinanber folgenben ©eraben l^eilsen bie 
©dEpunlte (©d^eitel) be« ^ßolpgon^; bie ©tredten jwifd&en ben auf*» 
einanber folgenben ©dEpunften l^eifeen bie ©eiten beiS ^ßol^gon^; bie 
©umme ber ©eiten bilbet ben ^Perimeter beg ^ßolpgon^, eine ge** 
brod^ene Sinie; bie von ben aufeinanber folgenben ©eiten einge^ 
fd&loffenen Sffiinfel liei^en bie äBinf el be« 5ßolt)gon^; bie jwifd^en nid^t 
aufeinanber folgenben ©dfpunf ten entl^altenen ©tredEen l^eiften S)iago^ 
nalen be^ 5ßolpgon3. SBenn bie ©eiten ober bie SBinfel be« ^ßolpgonÄ 
einanber gleid^ finb, fo l&eifet ba^^jSol^gon gleid^feitig obergleid^* 
winfelig. @in5ßolpgon, ha& fowol^l gleid&feitig al« aud^ gleid^winlelig 
ift, wirb regulär genannt. ®ie ^ßol^gone werben nad^ ber Slnjal&l 
ti^rer ©dfpunlte (ober ©eiten) 3edte, 4edEe, . . , wedte genannt unb burd^ 



*) $ienta(§ toirb bie S3ef d^ränlung auf eine ©Bette in ben folgenben ^aragtopl^en 
biefeS ^ud^eS nid^t wieberl^olt angegeben werben. 
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bie 9ieil&e il^tet ©cfpunlte Bejetd^net. 3- S- bei« Steied (tQlYcavöv, tri- 
angulum) ^50 l^at bie (SdEputtfte A, B, C, bie Seiten ab, bc, CA, 
bieSöinlel CBA, acb, baC; ha& ^txtd ab cd ^at bie Mpmttt 
A, B, c, D, bie ©eitert ab, bc, cd, da, bieSffiinlel CBA, dcb, 
ADC, BAD, bie JDiagonalen AC, BD; baä ^ßol^goti abcd . . mn 
l^at bie etfpunite A, B, , , , n, bie Seiten AB, bc, . ., mn, na, 
bieaSinlel CBA, DCB, . . , anm, ban, unb bie S)iagonalen AC, 
AD, . . , BD, ...... aSon einem ©dpunlt eine« ntd& gel^n n — 3 

diagonalen au«, alfo l^at ba« wecf iw(n— 3) S)iagonÄlen. S)ie Oe^ 
rabe einet ©eite l^at mit ben ©etaben t)on ^ — 3 Seiten nod^ einen 
^Punft gemein, e« giebt alfo | n (n — 3) S)urd^f d^nitt«punf te bet Seiten, 
meldte nic^t ©dEpunfte finb. 

3n einem SDreiecf liegt jebe Seite einem SBinfel (Sd^eitel) gegen* 
übet; in einem SSieted liegt jebe Seite einet Seite, jebet SQ3intel einem 
aSinfel gegenübet. 3n einem SDteiedE fann jebe Seite al« ©afi« {ßi(stg, 
©tunblinie), bet gegenübetliegenbe ®dfpun!t al« Spifee betta$tet 
wetben. 

@in5ßolt)gon ift entwebet plan obet ni($t(gauche, uneben), je nad^* 
bem feine ©dEpunfte auf einet ©bene liegen obet 
nid^t. 3ebe8 (getablinige) 5DteiedE ift eine 5pian^ 
ftflut (4), bet von feinem 5ßerimetet eingefd&loffene 
%txl bet aUnt l^eifet feine gläd^e. SSon planen 
aSietedEen giebt e« 3 Sitten, batuntet fold&e, beten 
^Petimetet fid& felbji einmal fd^neiben. IXntet ben 
planen günfedten giebt e« foli^e, beten 5ßetimetet 
fid^ felbft ömal unb n)eniget oft (nid^t 4mal) fd^neiben. U. f. m. 

®ie Sßietedfe ab CD, abdc, acbd finb t)etfd^ieben, obgleid^ pe 
biefelben @dEpunIte l^aben. 3^ einem S^fiem t)on 4 ©etaben einet 
Wbtm*) gepten im attgemeinen 6 ^Punlte, in benen 
bie ©etaben fid^ fd^neiben. S)iefe 5J}unfte, t)on benen 
3mal 2 einanbet gegenübet liegen, finb bie @dEpunIte 
t)on 3 asietedfen, ju benen 3 Detfd^iebene diagonalen 
gel^öten. 3^ ^toem Stiftern x)on 4 ^JJunften einet 
ebene gelten 6 SttedEen, weld^e bie 5punfte Detbin^ A 
ben. S)iefe SttedEen, t)on benen 3mal 2 einanbet 
gegenüberliegen, finb bie Seiten t)on 3 SHetedEen, ju benen 3 S)utd^- 
fd&nitt«punlte gegenübetliegenbet Seiten gel^öten. 





*) „Quadrilat^re complef' nacb (Sarnot gäom. de pos. 103. SSergt. ^on- 
cclct propr. proj. 554. ©t ein er fgftem. ©ntw. 19. 
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§. 2. aSon bcn SBinfcln ber gerablinigen Figuren. 

1. Su iebcm f onlaoen SBinf el gei^ötett jweiSRebentoinlel, toeld&e 
von je einem ©d^enfel mit ber SSerlängetung be* anbem in ber ent* 
gegengefe|ten 9lid^tung (aber ben ©d^eitel l^tnattö) gebilbet n)erben, unb 
ein ©d^eitelwinfel, ben bie Verlängerungen beiber ©d^enfel ein^ 
fiä&Uefeen. S)ie Summe blefer 4 SBlntel ifi bie (Sbene. S)ie Summe 
t)on 2 SBinfeltv beren einer alÄ be« anbem Slebenminfel erfd&eint, ifl 
ein geftredter aßinlel. 

Stt>^i SBinlel, beren einer beS anbem ©d^ei^ 
^ ^^^- telroinfel ift, finb einanber gleiti^, j. ». -4 /Sf^ = 

Ci5i>. ^tmASB + BSC = BSC+CSD, 

als gejlredte SBintel (§. l, 5); nad^ Subtra!^ 
tion be« SQSinlelÄ BSC von ben gleid^en ®um^ 
men bleibt asb = CSD. 

3. 6in Ion!at)er SBinlel l^eifet fpife, red&t, ftumpf, je naiä^bem 
er Heiner, ebenfo grofe, größer ijl alä fein ^lebenminfel SlUe redeten 
SEBinfel finb einanber glei(S, afö Hälften von geftredten SfiSinleln. 6in- 
fpifeer aSinJel ift Heiner, ein ftumpfer größer al« ein red^ter. SBBenn 
jmei ©erabe redete SBintel bilben, fo lieifeen fie normal ^[»«^«rot) p 
einanber.*) 

Swei IonIat)e SQBinfel l^eigen fupplementär (einer be5 anbem 
Supplement), wenn il^re Summe ein geftredfter SEßinfel ift 3wei fpi|e 
SBiniel l&eifeen lomplementär (einer beä anbem Äomplement), wenn 
il^re Summe ein red^ter SBinfel ijl. SBBenn pei SBintel gleid^e Sup*» 
plemente ober Äomplemente l&aben, fo finb fte einanber gleid6. 3^ bem 
großem SBinlel gel^ört ba« Heinere Supplement unb ba« Heinere 
Äomplement. 3- ^- ^lebenwinfel finb fupplementär; Sd^eitelminfel 
finb einanber gleid^, weil fie ba^felbe Supplement l^aben (l). 

3. ®in gegebener äöinfel l^at jur ebene, auf ber er liegt (ju 4 
red&ten äöinleln), ein enblid^e^ SSer^filtni«. SWan bilbe bie Summe 
von mel^reren SEBinfeln, bie bem gegebenen SBinlel gleid^ finb, unb einen 
Ärei« t)on beliebigem 9labiu8 um ben gemeinfd^aftlic^en Sd^eitel; iu 
ben gleid^en SBinfeln am Kentmm gel&ören gleid^e Sogen be« Äreifeö 
(§. 1, 6). SBeil nun eine enblid&e Slnjal^l fold&er Sogen eine ganje 



*) 95on norma SWobett beS redeten SQöinfelS. S)ie in berfelBcn S3ebeutun9 oor^ 
fommenben ^udbrüd(e perpenbi!u(ör, lotred^t, fenfrec^t finb ^eograpl^ifd^ 
unb be^eid^nen eigentlid^ bie oertilale 9fli(^tung b. f), bie Stid^tung etneS rul^en: 
ben $enbe(d, n)e(d^e nonnal ^um $ori§ont ift. 
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§. 2. 9Sott ben SSßinfcIn bet gerablinigcn Siguren. H 

^ßertpl^etie avßvxa^t ober llftetttifft, fo mu§ aud^ bie glei(]&e Slnjal^l 
t)on jugel^örtgen ©enttiwinfeln eine (Sbene auSmad^en ober übertreffen.. 
Um ba« SBerpItnt« be8 SOSinfete jur ebene anjugeben, teilt man 
bie &tnt in 360 gleid&e 2Bin!eI, weld^e Orabe (360^ (loiQat) l^eifeen, 
ben ®rab in 60 gleid^e SBinlel, bie SUlinuten (60', minutum primum) 
l^eifeen, unb bie 5I»inute in 60 gleid^e SBinlel, bie ©elunben (60", 

minutum secundum) l^eijsen.*) 

4. 3n)ei aosinlel, beren S)ifferenj 360 <> beträgt, finb in »ejug auf 
bie gegenfeitige Sage il^rer ©d^enlel Doneinanber nid&t unterf(^eibbar. 
SEBenn jwei ©d^enlel einen SBinfel von a @rab bilben, fo fann man 
t)on il^nen au(ä& fagen, bajä fie SBinJel t)on a + 360, a + 2 . 360, . . , 
a + fe.360 ®rab bilben, mobei k eine pofitit)e ober negative ganje 
3a]^l bebeutet. 3fnSbefonbere finb bie SJBinfel 360<> unb gleid&be^ 
beutenb. 

SßJenn bie ©d^enfel SA, SB, SC auf einer ebene in beliebiger 
Drbnung liegen, fo l^at man (§. i, 5) 

ASB + BSC+CSA = 

unter ber üblid^en aSorauÄfe^ung, bafe aUe Sffitniel burdö S)rel&ung in 
einerlei ©inn bef($rieben finb. 

SQBenn bie fünfte A, b, C au^ einer ©eraben liegen, fo ip ber 
SJBinfel ABC entweber ober l80^ folglid^ 2ABC = 0. SOSenn aber 
bie genannten 5ßuntte nid^t auf einer ©eraben liegen, fo ift ber SBBinlel 
ABC toeber nod& l80^ folglid& 2 ABC t)on t^erfd^ieben. Unter 
ber Sebingung 2ABC == o liegen alfo bie ?punfte A, b, c auf einer 
©eraben in unbeflimmter Drbnung.**) 

5, aaSenn jroei ©erabe mit einer britten ©eraben aoäinlel bilben, 
bie gleid^ ober um 180^ oerfd^ieben finb — jebe ©erabe in einer be«* 
ftimmten 3lid^tung, bie SÖBinfel in einerlei ©inn genommen nad^ §. l, 5 
— fo f(§neiben fie fid^ nid&t. 

Sem ei«, S)ie beiben ©eraben ab unb cd bilben mit ber ©e«' 
raben ef bie gleid&en SBinlel fgb unb fhd, ober bie um 180^ fid^ 
unterfd6eibenben äBinfel fgb unb fhc. S)ann pnb bie SEBinlel FGB 



*) SSergf. ?ptoIemäuS 2C(mageft (b. i. i} fieyCoxri für fisyaXij avvraS^Q). 
S)te <^esagefitnalteUun0 ftammt au3 ^ab^lon: man teilte in 60 gleid^e ^eile 
frül^er ben ganzen Äreig, wie nod^ l^eute auf bem Hiff^J^^^^ött ber Ul^r, fpäter ben 
6ten Xeil beS Äreife§; ber RobiafuS war entfpremenb ben SRonoten beS ^aljred 
in 12 ^Iber t)on j|e 30 ^bf^nttten geteilt ^a§ äßort @rab ift bie Überfe^ung 
eines arabifd^en ÄunftworteS, auä welkem degrä gebilbet morben. Ääftner ®efd^. 
b. 3»at§. 1 p. 528. Älügel matl^. SB. 2 p. 623. 

**) SCuf Die SWel^rbeutigfeit eineä SöinfelS (ober einc§ concentrifdjen ÄreiSbogenö) 
!6at SReroton Arithm. univ. ed. 1732 p. 180 l^ingeroiefen. Xie übrigen SJemer- 
tungen finb Don ä^öbiuS ^reiSDern). §. 8 gemad^t roorben. 




12 Viertes 8ud^. Planimetrie. 

uttb EHC gletd^, weil beibe bem SQäinfcl fhd gleitl finb, unb ble 

mntd DHE unb ägf fmb gleldö, weil i^te 
3lebenn)infel gleid^ finb. S)emna(5 finb ble offe*» 
nett giguten ßöjffi> unb chga fongruent, unb 
^ bedfen fi(|, nad^betn matt bie eitte itt il^ret @bette 
gebrel)t uttb fortgetüdt f)at, btö ö^-B uttb HC ju»* 
fattitttenfaHett. §attett bie ©d^ettlel OB uttb -ffi> 
einett erteii^barett ^puttft gettieitt, fo toürbett ju«* 
folge bet Äottgtuettj auc^ bie ©d^ettfel GA uttb HC eittett erreid^batett 
$uttft geitieitt l&abett. Sllfo l^fitteti bie ©erabett ^li? uttb CD jtoei ^uttfte 
gettteitt uttb fielett jufatttttien (§. l, 3), gegett bie SBotauäfefeuttg. Salier 
§abett bie ©erabett AB uttb CD teittett etreid^baren 5ßuttft gettteitt uttb 
f(§tteibett fid& nid&t 

©et von bett fid& nid^t fd^tteibettbett ©etabett ab uttb CD eittge*» 
fd^loffette Streifen (bände) l^at jut ®bene boÄfelbe aSerl&ältni«, wie 
bie ©ttedEe (?^ ju bet ©etaben, non bet bie ©ttedfe ein Xeil ift. 
Sffienn butd^ . eine enblid^e Slnjal^I von ©ttedfen bie ©etabe aufgefüllt 
witb obet nid&t, fo witb buxä) biefelbe Slnjal^I von Streifen bie ©bene 
aufgefüllt ober nid&t. 

^er @d^(u^, bo^ ein ^in!e( non einem Streifen nid^t oanj eingefd^loffen fein 
Unnt, n)eit von ben S3er6ä(tniffen beS äBinfelS unb bed Streifend ^ur unenb- 
lid^en @6ene bad tim nimt i)er|cl^n)inbet, bag anbere t)erfcl^n)inbet, ift nid^t 5ere4< 
twt. 2luf biefem mangelhaften ^^nbament war bie $arattcIent|^eorie oon 93 er tr an b 
(Developpement nouyeau de la partie el^m. des Mathem. Gren^ye 1778 II 
p. 19) errid^tet. 

6. aSenn in einem 3)reiedE ABC ein 333inlel bac unb eine an 
bemfelben liegenbe Seite CA unt)eränbert bleibt, unb bie anbere baran^ 
liegenbe Seite ab ju road^fen beginnt, fo beginnt ber il^r gegenüber*» 
liegenbe 2Bin!el ACB ju wad^fen. 2Benn e« nun einen beftimmten 
SBinlel A CD giebt, toeld^em ber aOBinf el A Cb bei l^inreid^enber ©rö^e 
ber Seite ab VxS auf eine beliebig tltint S)ifferenj f{(^ nähert, fo 
l^eifet ber Sc^enlel CD, toeld^er nad^ einem unenblid^ fernen ?ßunft*) 
be« Sd&en!el3 ab gerid^tet ift unb ben le|tern nid^t fd^neibet, toä^^ 
renb atte von C auSgel^enben unb in bem SSBinJel A CD entl^altenen 
Sd^enfel il^n fd^neiben, parallel {nag-akkriXog) mit ab. 

S)er aSinlel acd tann ia& Supple^ 
ment be« SBinlel« BAC erreid^en, aber nid^t 
überfd^reiten (5). SBenn NC normal ju 

AB ift, wenn nb unb nb' entgegengefefete 

A' JT A ^ Slid^tungen ^^ob^n unb wenn ber SBinfel 




^) tiefer ^uSbrudC ift t>on ^egargueg 1630, unb in weiterem Umfang oon 
^lewton 1687 gebraucht toorben. 



§. 2. SSort ben Söinfeln hex gerabUnigcn giguren. 13 

lyCN = NCD %% fo folgt au8 ber fiongtuenj her iJfguten bncd 
unb B'NCiy, ba§ oud^ CD' parallel mit iV5'. aßenn litöbefonbere ber 
3BinfeI NCD ted^t ift, fo ift D^CN+NCD = 180», unb ble belben 
^Parallelen CD unb CD' liegen auf ein^r ©eraben. 

aSBenn aber eine fold&e ©renje äCD be« SBinfetö acb nid^t ejfi«* 
fliert, wenn bie ©erabe eine gefd^lojfene iSinie ijl, auf ber man oon A 
über B in berfelben Slic^tung roeitergel&enb naä) A gelangt, fo finb bie 
^Parallelen nid^t fonjlruierbar. 

S)en parallelen entfprec^enb werben einer ©eraben entweber gwel 
getrennte unenblid^ ferne ?Punfte (real ober nid&t real), ober ein un^ 
enbliiä^ femer 5ßunft jugefd^rieben. 

98el(§er von ben brei ntöglid^en %&Utn flattflnbet, lann roeber em^ 
pirif d^ (bur(^ Beobachtung) nod^ tl^eoretif d& (fpefulatio) entf d^ieben werben. 
2luf bie aSorauÄfefeung eine« unenblid^ fernen fünfte« ber ©eraben, 
roeld^er feiner ©rfci^rung wiberfprid&t, ift bie gern eine, @uf libifd^e 
©eometrie gegrünbet, bie imgolgenben enttoidtelt wirb; auf bieSBor^ 
au«fe|ung eine« 5ßaare« unenblid^ femer ?ßunfte ber ©eraben fönnen 
jwei folgerid^tige SRid^t^ßuflibifc^e ©eometrien gegrünbet werben. 

©ucltbcä nannte bie ® eraben AB, CD einer @5ene, meldte unter ber Sebin^ 
gung BAC-\- ACD = 180« ftdj nid^t f djneiben, pataUü, inbem er oljne »ewei« 
annahm, ba^ unter ber )öebingung BAC -{- ACD < ISO ^ hie ©d^enlel AB unb 
CD fidj fd^neiben (UteS Sljiom, ®rem. I, 27 ff.). Xa^ bie aSerfuc^e, jeneä SCjiom 
(ober ein äquivalent begfelben) su bemeifen^ audfld^tiSlog finb, btefe von ®au^ 
(feit 1792) gel^egte Überzeugung ftnbet il^re S3eft(ittgung burd^ bie @£iftens einer 
roiberfpruc^gfreien Geometrie, roeld^e ®au|, 3. ^ol^ai, Sobatfd^erag!^ exhaut 
l^aben, inbem fie bie 99{öglid^!eit aerabUniger ^reiedEe mit oerfd^ebenen äBinlel« 
[ummen (unter 180 o) ^ulie^en. 2)tefe Geometrie, oeld^e in gemiffen Seigren mit 
oer gemetnen ©eometrie unbebingt übereinfHmmt, übrigens aber eine bur^ ©rfal^« 
ntng au beftimmenbe ^onftante entl^ält, ift S^ic^t^^unibifc^e (imaginäre) @eo^ 
metrie, 9lftra(geometrie, $angeometrie genannt n)orben. ä^ergl. @(au|' 9lm 
feigen oon Schwab commentatio in primum elementorum finclidis libram unb 
SDletternic^ i:^eorie ber ^araaellinien, ®ött. gel. ^n). 1816 p. 617, unb oon (S. % 
SRiUler Sl^eorte ber ^araUelen, @ött. gel. ^m. 1822 p. 1725. i^au^' »riefe an 
©d^umad^er (feit 18311 11. p. 268 unb 431, V. p. 246. ©artoriuS t). aßalter«« 
baufen, ©auf; ^um ^bäd^tnid p. 81. 3(uggearbeitet nmrbe bie ©eometrie unter 
^orauSfe^ung von imex realen unenblid^ fernen $un!ten ber ©eraben gleid^seitig 
Don 3. »ol^ai (^ppenbic in htm äßerfe äß. »olpai'g Tentamen in elementa 
matheseos etc. SGRaroS ^afarl^el^ 1832, in franj. Überfe^ung La science absolue 
de Tespace etc. ^oriä, ©outJ^ier^^äSiUarS 1868) unb non Sobatf Aewäfp 9teue 
^nfanaggrünbe ber ©eometrie mit einer ooUftänbigen Xl^eorie ber parallelen (im 
ßafan'f^en Soten 1829 unb in ben geleierten Sd^rtften ber Unioerfttät Jlafan 1836 
big 1838), G^m^trie imaginaire 1837 (in (^reUed 3. 17 p. 295), ©eometrifc^e 
Unterfud^ungen jur Sl^eorie ber JSarallellinien: 93erlin 1840 (in fran}. Überfettung 
Etudes g^om^triques etc. p. Hoüel. $ariS, ©aut§ier=9SiuarS 1866), Pangäo- 
m^trie: ^afan 1855. f^r ifd^ au f abfolute ©eometrie, fiebrig 1872. S)ie a^löglid^^ 
leit einer ©eometrie bei nic^t realen, unenblid^ fernen fünften ber ©eraben ift oon 
SRiemann 1854 crfannt morbcn: Über bie ^öpoti^efen ber ©eometrie, ©öttinger 
^b^. 1867. ä^ergl. $elm^ol( über bie ^j^atfad^en ber ©eometrie, ©ött. ffta^^ 
Vitien 1868 unb S^er^. be§ ^etbelb. naturi^ift. SSereind 1868 unb 69, ^. n^iffenf^. 
SSorträge 3. $eft 1876. Beltrami Saggio di interpretazione delia geometria 
Non-Euclidea, Näpoli 1868. Teoria degli spazii di curvatura costante, Milano 
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1868 (in frans, ül^erfe^ung Ann. de r^cole normale 1869). Genocchi dei primi 
princ. della meccanica e della ffeometria, Firenze 1869. Tillv etudes de mecani- 
que abstraite (M^m. de Tac. de Belgique 1870). ^anle^ rhilos. Trans. 1859. 
äRatl^. 9(nn. 5 p. 630. Jllein Übet bie ^^U®väm\^e Geometrie ®5tt. iRad^rid^ten 
1871 no 17. äRotl^. Slmtalen 4 p. 573. 6 p. 112. $a{4 3lmett O^eometrie 1882 § 20. 

7. aSJenn bie ©d&enlel CD mit nb, cjy mit nb" patattel finb 
(6), toenn bie SBinfel ncd, d'Cn ted&t finb, unb bal&et CD unb cn 
auf bet ©etaben du Uegett (3lyiom ber gemeinett ©eomettie), fo finb 
bie ©etaben bb*, du parattel unb ^aben folgenbe ®iflenfd&aften. 

L ®ine®etttbe, weld&e eine bet beiben5ßatattelen fd^neibet, fd^neibet 
au($ bie anbete, ©in in bem SQBinfel ncd entl^altenet ©d&enlel f(j^neibet 
NB, ein in bem aBinfeli>'aiv^entl^aUenet ©d&enfel f d&neibet iv^ J5' gemäfe 
bet Definition (6). SBenn B ein 5Punft beä @(j^en!el8 CD unb bet SBinlel 

^ FED < iV£i) ift, fo jiel^e man einen ben 
©d^enfel ef fd^neibenben ©d^enlel CQ, roet 
6 d&et NB in H fd^neibet; bet ©d^enlel BF 
^ f^neibet bie Seite HC be« ©teiedfö CNH, 
^ bie ©eite CN nid^t, alfo fd^neibet et bie 
B ©eite iV^Ä asenn bagegen fbd > ivrEZ), 
fo jiel^e man einen ben ©d&enlel ff nid^t fd^neibenben ©d^enlel CG, 
TOeld&et NB^ in Jsr fd^neibet; bet ©d&enfel EF fd&neibet bie ©eite CN 
be« ©teiedt« Cnh, bie ©eite HC nid^t, alfo f d^neibet et bie ©eite nh 
S)ie giguten bncd, dcnb finb fongtuent; alfo roitb t)on iebet ®e** 
taben, meldte iViS fd^neibet, aud& Dl> gefd&nitten. 

II. aSenn bie ^atattelen ab, cd non bet Oetaben HO in E, f 
gefd&nitten roetben, fo ift bie ©umme bet innetn WxnUlBEF + 

EFD = 180<>. aßenn bie ©umme mel&t al8 180« 

bettüge, b. 1^. efd gtöfeet mäte atö baS ©upple^ 

-? ment t)on -B-EF, fo raäte bet ©d^enfel fd nid&t 

patattel mit eb (6). SSenn bie Summe meniget 

aI8 180» bettilge, fo wate cfe + fea > 180^ 

unb FC nid&t pataUel mit ea. Sllfo ift bie ©umme 

bet innetn SBinlel t)on 180® nid^t oetfd^ieben. 

S)ie ©e^enminfel (correspondants) bef unb dfo unb bie 

aSed^felminfel (aitemes-intemes) BEF unb CJ'E finb einanbet 

gleid^, weil beibe baÄfelbe Supplement l^aben. 

m. 2Benn jmei ©etabe mit einet btitten ©etaben fupplementäte 
innete SBinfel bilben, obet gleid&e ©egenroinJel, obet gleid&e 2Bed^fe^ 
minfel, fo finb fte patatteL Untet bet SSotau8fe|ung bef + efd 
= 180<> fann nid^t FU ftatt fd mit eb patattel fein, benn bef 
+ EFU bettüge 180<> (II), alfo mäte bef + fed nid^t l80^ gegen 
bie aSotau«fe|ung. 
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®etabe einet ®Unt, weld&e fid^ nid^t fd^neiben, finb pataM. 
SBenn jwei ©erabe mit einet btitten ©etaben patallel finb, fo finb fie 
patatteL ^ßatallele ©etabe l^aben einetlei obet bie entgegengefelte 
Sftid^tung, i^t SBinlel mit unenblid^ fetnem ©d^eitel ifi obet 180^ 

IV. mnn bie ©(i^enfel eine« 3Bin!el8 mit ben @d&enleln eine« 
anbetn SBinlel« patallel finb unb einetlei SRid^tung l&aben, fo pnb bie 
SBinlel einanbet gleid^. SBenn ED unb ba, ef unb BC pataHel 
(in einetlei 3li<$tunfl) finb, fo ifl bet SOBinfel deg = 
ÄBG, FEG = CBG, folglid& butd& ©ubttaftion «^ 
(obet abbition) def = abc. 

^tnn bie ©d^enfel eine« SBinlel« bet Sleil^e nad& 
mit ben ©d^enfeln eine« anbetn SBinfel« in einetlei 
Sinn gleid^e SEBinlel bilben, fo finb bie SBinlel einanbet 
gleid^. SBJenn bie SBinfel BA^EU unb BCEI (in 
einetlei ©inn) einanbet gleid^ finb, fo finb aud^ bie 
SBBinlel DEH unb fei einanbet gleid&, weld^e t)on 
jenen SBinfeln fid& nid&t untetfd^eiben. S)utd^ ©ubttaftion bet gleid^en 
ggSinlel DEH unb fei t)on bem SBin!el dei etl&ält man hei 
«= def, meil abet def = abc, fo ifi aud& hei = abc, 

8. SDie Summe bet SBinfel eine« 2)teiedE« bettägt 180 ». 
Euch 1, 32. aSenn cd pataHel mit AB, fo ifl bet SBinfel CBA = bcd, 

BAC+ ACB+ CBA = BAC + ACD = 180» (7, II). 

S)ie ©umme t)on jwei SBinleln eine« S)reiedt« bettägt meniget al« 
180®. S)utd^ jwei SBinfel eine« 3)teiedE« ifi bet btitte befiimmt; xotnxi 
jwei SBinlel bie Söette «, ß ^aben, fo ifl bet btitte 180« — (« + 18). 
S)a« ©teiedt ^at iroei fpi^e äBinlel; je nad&bem bet btitte äBinlel 
fpife/ ted^t, fhimpf ifi, l^eifet ba« 3)teiedt fpifewinfelig, ted^tmin- 
lelig, fiumpfwin feiig. S)ie in einem ted^troinleligen S)teiedt ben 
ted^ten SBinlel einfd&liefeenben ©eiten l^ei^en Äatl^eten (2), bie bem 
ted^t^n SBinfel gegenübetliegenbe ©eite l&eifet bie ^ppotenufe (i5wo- 
Tüvovaa, subtendens, im Stltettum aud& bie einem beliebigen aSinfel 
gegenübetliegenbe ©eite). S)ie SBinlel an bet iß^potenufe eine« ted^t«* 
roinfeligen S)teiedt« finb fomplementät (2). 

SDet üon einet ©eite eine« ^ol^gon« mit bet SSetlängetung bet 
lootl^etgel^enben ©eite gebilbete SBinfel l^eifet ein 2lu6enn)inlel be« 
^Pol^gon«. Sin aiufeenioinfel be« S)teied« ift bie ©umme bet an ben 
beiben anbetn ©dEpunften liegenben SBinfel be« S)teiedt«, benn bet 
btitte äBinlel be« S)reiedE« ift ba« ©upplement fomol^l biefet ©umme 
al« aud^ jene« äluBenminlel«. 
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9. S)ie ©umme ber ©tttfel eine« wed«, beffen ^Perimeter fid& 
felbfl nid&t fd^nelbet, beträgt (w — 2) . 180». mm nämliö) au3 bem 
fced ÄBCD .. ba« (fc + i)e(f äbmcd . . ober abncd . . wirb, 

fo wäd&p bie ©umme feinet SBlnfel um 180^ 3n 

bem erften gaUe iji ble ©Iffetenj 

MBA + CMB + DCM— {CBA + Z>CjB) 
= MBC+ CMB + BCM = 180^ (8). 

3n bem jtDelten gatte finbet man füt ble ©Iffetenj 

NBA + CNB + jDCiV^ — (CBA + DCB) 

ben aosert 360» — o^ivr -^ bnc — iv^C^ = ISO«, 
nad^bem mar ben lonoefen SBlnlel cnb burd^ 360^ 
— BNC erfe|t l^at. 3lun tft ble Qnmmt ber SBlnfel eine« 3e(f« l80^ 
folgll(3^ beträgt ble ©umme ber SEBlnlel In einem 4e(I 2. 180^ In einem 
öed 3. 180^ u. f. xo., t)orau«gefefet, bafe ble 5ßerlmeter fl(| felbjt nld&t 
f(^nelben. 

S)le ©umme ber Slufeenwlnfel eine« ned«, ba« nur fonface 
Sffilnlel l^at, beträgt 360^, unabpnglg von ber Slnjal&l ber ©dpunfte. 
'S>^>nn ble ©umme eine« 2Blnfel« unb be« baranllegenben Slußenrolnfel« 
Ift 1800, aljo ble ©umme aBer SBlnlel unb 3lu|enu)lnlel n . 180^. 
3llun beträgt ble ©umme ber SBlnfel be« «ed« (n — 2).l80^ folg^ 
lld^ ble ©umme ber Slufeenrolnfel 2.180<>. 

SBenn ber 5ßerlmeter be« 5polt;gon« fl(ä& felbft fd^nelbet, fo betragt 
ble ©umme ber SBlnfel gerabmal ober ungerabmal 180^ je nad^bem 
ble SKnjal^I ber ©dtpunlte gerabe ober ungerabe Ift. 3- 35. ble ©umme 

ber SBlnlel be« 5edE« ABC DE, 
ble auf ber bejeld^neten ©elte be« 
5ßertmeter« liegen, mlrb gefunben, 
Inbem man burd^ einen beliebigen 
5ßunft ble ©d^enlel OP^, OP^, 
OP^, OP^, OP^, op^ paraUel 
mit ben ©elten ab, bc, cd, 
DE, EA, AB jle^t unb ixoax abraed&felnb In ber entgegengefefeten unb 
In berfelben 9lld&tung.*) S)ann Ift CBA = P2OPU dcb = p^op^, 
u. f. xo. (7, IV), folglld^ 

CBA + DCB +EDC + AED + BAE 
= P^OP, + P3OP2 + ^40^3 + ^50^4 + PßOP,. 

3)lefe ©umme glebt ben SBlnfel P%OP^, ber ungerabmal 180® (In ber 
gegebenen glgur 3 . 180 <*) beträgt well ber le|te ©d^en!el bem erften 
entgegengefeit Ift. Sei ber ©ummlerung ber SBlnf el eine« ^JJolpgon« oon 





♦) aScrgl. 3. $. %rm^iUx Sc^rb. b. ©eom. 1844 I p. 84. 



§. 2. fßon ben SQSinMn ber getablinigen Figuren. 17 

getaber ©eitenjal^I finbet man etneti SBtnlel, beffen lefeter ©(ä^enlel wtt 
bem erpen einerlei SHid^tung ^at, beffen SBert alfo 0, 360^ . . ift. 
iQiemaiJ^ finbet man atö @umme ber äBinfel eineiS itdi enttoeber 2^ 
ober 4mai 180^ als Summe ber SBinfel eine« 5ed« entweber U ober 
3* ober 5** ober 7mal 180^ u. f. m. 

10. SSerfttd^e, bie 5ßaraIIelentl^eorie ber gemeinen ®eometrie ol^ne 
ein bef onbere« Slyiom auftubauen, flnb in oerfii^iebenen ®pod&en gewaiä&t 
morben, im Slnfang biefe« ^al^rl^unbertö t)on Segen bre, ber ju ber 
SPleinung gelangte, ba| burd& Definition ber ©eraben bie bemerlte 
£üde fi(^ merbe ausfüllen laffen (Geom. Note 2). Sluf weitere SSer* 
fud^e l^atte man ju üerjid^ten feit ber SSeröffentlid^ung (1860--65) ber 
Sriefe ®aufe an ©d^uma(3^er, nad&bem Sobatfd^eto«!?« unb 
SBolpai« arbeiten nebftSliemann« Unterfud&ungen in Erinnerung 
gebrad^t morben maren. Segenbre« le|te Unterfud^ungen l^abenbie 
folgenben Sä|e I unb II ergeben (M6m. de Paris 1833). 

I. 2)ie ©umme ber SQBinfel eine« ffireiedfö lann 180<^ nid^t über«' 
fteigen. 

asemei«. SBenn man burd^ bie SRltte D von BC bie ©tredte äe 
= 2AZ> jiel^t, fo ift fomol^l ba« ©reiedt CDE mit BDA, a\& aud^ 
EDB mit ÄDC fongruent (l), bal&er in bem »reiedt ^JSCber SBinlel 

CEA^BAD, ÄCE = ACB + CBAfmb 

in bem 2)reiedt ABE ber SBBinlel aeb = 

DAC, EBA = ACB + CBA. 3Kan lann 

alfo, inbem man ben Ileinern unter ben 

SBinfeln BAD unb DAC burd^ A^ bejeid^net, "^ 

au8 bem S)reiedE ABC mit ben SBinfeln A, B, Cein 3)reiedt oon ber^ 

felben gläd^e mit ben SBinfeln ^i, 5,, C^i ableiten, fo ba^ 

A, ^\A, A^^G, ^ A, B, = B + C 
A^+B^+C^ = A + B+C 

®&enfo fann au8 bem abgdeiteten ©reiedt ein ©reiedf mit ben SBinfeln 
A^, B^, Cj abgeleitet werben, fo ba§ A^ < \A^ < i^, ^i^+Gj = -4,, 
^2 + ^2 + 02 = -4j + 5, + Cj. U. f. m. 9lad&bem nun in 
einem abgeleiteten S)reiedt ber SBinfel -4^1 fleiner ald ein gegebener 
SBinfel w geworben ift, l^at man in bem folgenben abgeleiteten S)reiedf 
^k4- Ck = ^k-i < ö) unb, fofern ^k < 180® oorauiSgefefet werben 
barf, ^k + ^k 4- Ck < 180<^ + ©. Sllfo fnn aud^ bie ©umme 
ber SBinfel be« gegebenen S)reiedf« 180® + co nid^t erreid&en. 

Slnmerfung. 2)er gegebene Sewei« oerliert feine ©eltung, wenn 
ber auf ber SSerlängerung t)on ad Uegenbe 5ßunft E nid^t mel^r in 
bem t)on BC mit ber SSerlangerung ber ©eite AB gebilbeten SBinfel 

spaltet n. 6. Suff. 2 




jf 




18 Sietted fdu^. Planimetrie. 

liegt fo bafe ber SBinlel EBA nid&t toenlget ol« 180^ beträgt; alfo 
unter ber SSorauÄfefeung, bafe ble ©erabe reale unenblid^ ferne 5ßunfte 
nid^t l^at. ®benfo ber SBenieiiS beiS ®a%t&, ba^ ein 9[uBenn)tnfe( beS 
S)reie(fi5 größer ifl al& ein ntd^t anliegenber innerer SQSinlel (8), weld^en 
Eucl. I, 16 mittelft ber obigen Äonfiruftion gefül^rt l^atte. 

II. aaäenn bei einem ©reied bie ©umme ber SGBintel 180^ beträgt, 
fo beträgt bei iebem ©reiedE bie ©umme ber SBinlel 180<>. 

SSemei«. 6^ f ei in bem 2)reie(f ABC bie ©umme ber 3Binfel 
= 180®, AB eine ©eite, an weld^er fpi|e SBinfel liegen, CD normal 
ju AB, fo liegt CD in bem SBinfel AGB (t)ergl. I). Sebe ber ©ummen 

^ j^ DAC + ACD, DCB+ CBD fann nid&t me^r ate 

90® betragen (l), aber aud& nld^t mehiger ala 90®, 

weil bann BAC-^ ACB +CBA weniger al« 180® 

A JD n betrüge ; alfo giebt e« ein reiä^tminf elige« ©reied BCD, 

bei meld^em bie ©umme ber SBinfel an ber ißppotenufe 90® beträgt, 
aßad^t man ba^ S)reie(! CBE mit BCD fongruent, fo erplt man ein 
aSiered CDBE, beffen SBinfel red&t unb beffen nid^tfolgenbe ©eiten 
elnanber gleid^ finb. S)urd& SSeroielf ältigung biefe« SSiered^ finbet man 
ein aSiered berfelben Slrt oon beliebiger ©röfee, meld^eiS burd^ eine S)ia*^ 
gonale in jmei fongruente red^tminfelige J)reiede geteilt mirb t)on ber 
Slrt, \>Qi^ bie ©umme ber SBinfel an ber $9potenufe 90® beträgt 
ür^ SBenn nvin in bem beliebig großen red^tmin-^ 

feiigen S)reied FQH bie BnnmtFHG+HGF 
= 90® ifi, fo fann in bem fleinem red^twin^ 
feiigen ©reied fih bie ®mxm^ fhi + hif 

nid^t mel^r al8 90® betragen, ober aud^ nid^t 

F r a weniger alÄ 90®, weil bann fhi + IHQ + 

HGI+ GIH + HIF weniger afö 270®, b. I&. FHG + HGi meni^ 
ger al2 90® betrüge. @benfo fd&ließt man, baß in bem fleinem red^t»* 
minfeligen S)reied FIK bie ©umme fki + kif = 90® ifl. U. f. m. 

SebeS 5Dreied fann in jmei red&tminfelige S)retede jerlegt werben, 
alfo beträgt unter ber obigen SSorau^fefeung aud& bei il^m bie ©umme 
ber SBinfel 180®. 

in. S)aß bie ©umme ber SBinfel eine« ©reiedtö nid^t weniger 
a\& 180® beträgt läßt fid^ beweifen, wenn man annimmt baß burd^ 
einen innerl^alb eineiS SBinfel« gelegenen 5ßunft eine ©erabe gejogen 
werben fann, weld^e beibe ©d^enfel fd^neibet*) 




*) SergL ben Sluffa^ beS Sctf. in ben Seipsiger SBeridJten 1870 (©tcIlcS 
3. 78 p. 372). 




§. 3. SSon ben leiten eines S)teie(!g. 19 

3Ran fe|e an ba« ©teiedt ^ 50 ha& mit 
ü&m fongtuente SJteied obd unb jlel^e butd^ 
i) eine ©etabe, weld^e bie gortfe|ungen ©on 
AB unb .40 in e unb i^ fd&neibet. ®efe|t 
bie SBinlelfummen in ABC, beb, CDF, 
bettagen 

180<> — 5, 180^ — 5', 1800 — ö" 

fo beträgt bie SOBinfelfumme in aef 

1800 — d + 180« — Ä + 180« — Ä' + 1800 — 6'' — 3 . 180« 

b. i. weniger al8 180« — 2d, in einem anbem SDreied 180^ — 4d, 
tnblxä) in einem SJreied weniger ate eine gegebene ©röfee, wäl^renb 
bod^ ba& ©reied ben gegebenen SBinlel A entplt. 

§. 3. aSon ben ©eiten eineg 3)tcie(IS.*) 

1. L ein 3)reied l&eifet glei(]&fd^enlelig (teoöx«^eV), wenn pei 
Seiten be^felben einanber glei<i& finb. S)ie britte Seite l^eifet t)orjug«' 
weife bie Sa ji8, ber gegenüberliegenbe 6dpun!t bie ,b 

@pi|e beS gleid^fd^enfeligen S)reied^. 

©leid^en Seiten eine^ S)reied^ liegen gleite 
SBinfel gegenüber. Ober: bie SBinfel an ber SBaftö 
eine^ gleid&fd^enteligen 3)reied^ finb einanber gleid^. 
SBenn bie Seite BQ = CA, fo ijl ber SBinlel A = B 
S)a^ aJreied ABC bedt fi(^ felbft aud& bann, wenn 
man e^ umwenbet unb O mit 0, O^i mit 05, 05 mit CA vereint. 
S)abei bedt ber Sd&enfel ab ben Sd&enfel BA (§. i, 3), alfo finb bie 
(xn ber Seite ab Uegenben SBinlel einanber glei(§. 

ein SBinlel an ber Safi^ beÄ gleid^fd&enfeligen Dreied« ijl fpi| 
(§. % 8) unb bie §alfte be« Slufeenwinfete an ber Spifte, weil DCA 

rr. S)er großem Seite eine^ S)reied8 liegt ber größere SBinfel 
gegenüber. SBJenn bc > CA, f o ifi ^ > b. 

»ewei«. 2;rägt man CA auf 05, fo bafe 2>0 
= O^, fo tft ber Söinfel bac^ dac. gerner ift 
DAC = CDA gegenüber ben gleid^en Seiten dc, CA 
be« S)reied« ADC (l). gnblid& ijl CDA > 05^, 
atö Sttufeenwinfel be« SDreied« il5i) (§. % 8). 2tu8 
ben ^pramiffen bac > i)^0, z>40 = CDA, ^ 

CDA > CBA folgt 5^0 > 05^. 





") SJergl. Eucl. I, 5. 6. 18. 19. 20. unb III. 
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m. ©leid^en SGBinfeln eine« S)reie(fö ttegen gleid^e Selten gegett^ 
über. SBenn a = b,\o ifl BC = CA. gDBoten BC unb C4 ungleü^, 
fo Töütben A unb -B ungletd^ fein (11). S)lei8 ift gegen bie ^ütanS^ 
fe|ung, alfo lönnen BC unb C.4 nid&t ungleid^ fein. 

IV. 3)em großem SBinfel elne^S S)tele(f« liegt bie größere ©eite 
gegenübet. SBenn a:>b, fo iji BC > C4. SBore JSC = C^, fo 
TOürbe ^ = 5 fein (I); wäre 5C < CA, fo roürbe i4< ^ fein (H). 
Säeibe^ ift gegen bie aSorauÄfefeung, alfo fann BC roeber ebenfo grofe, 
nod^ Heiner fein atö CA. 

gm ted^twinleligen S)reie(f ifl bet redete SSHnfel, im fhimpfioin^ 
leligen ©reied ift bet jhintpfe SBinfel gtöfeet ate jebet oon ben beiben 
anbetn SBinleln (§. % 8). Sllfo ijl bie ^ppotenufe gtöfeet ate jebe oon 
beiben Äatl^eten; bie bem ftumpfen SBinlel gegenfibetliegenbe ©eite ift 
gtö^et aW jebe t)on ben beiben anbetn ©elten. 

3. I. 3ebe ©eite eine« S)teiecl8 ijl fleinet ate bie ©umme bet 
beiben anbetn ©eiten, gtöfeet ate bie SDiffetenj betfelben. 

AB — BC < CA < AB + BC. 

SeweiiS. aSetlängett man AB unb mad^t 

^ BD = BC, fo ift AD = AB + BC unb 

^,^^\ bet SQäinfel CDB = BCD (i); fetnet 
^y^ / \ BCD < ACD, mitl&in CDB < ACD^, enblid^ 

^''^^- -^ "i> C^ < ^D gegenübet ben ungleid^en 

SBinleln be« S)teie(l5 ADC (i, IV), b. 1^. 
C^ < ^5 + 5C. gbenfo ift ^5 < 5C + CA, rootau« but^ 
©ubttaftion t)on BC gefd&loffen n)itb, bafe AB — BC < CA ^ 

aSon ben ©tteden, roüS^t jum 5ßetlmetet eine« JDteied^ »eteint 
wetben foHen, flnb 2 wittftltlid^ ; bie 3te lann nut jwifd^en bet ©umme 
unb bet 3)iffetenj bet beiben etjien gewal^lt roetben. 

n. S)ie getabe Sinie jwifd^en 2 ^punlten ift Hltjet ate jebe anbete 
jwifd^en benfelben 5ßunlten enti^altene Sinie, unb giebt ben Slbftanb 
bet 5ßunfte an. 3. 8. AB < BC+ CA, CA < CD-^-DA, 

DA < DE + EA, . . (I). golglidö ift 

jp AB fütjet ate bie gebto(^ene ßinie BCA, 

^^..^;^7>s^ Hltjet ate bie gebtod^ene Sinie BCDA, füt^ 

-^^.^.^^r^rr^;... -V jet ate bie gebtod^ene Sinie bCDEA, . ., 

'^'' ^B lütjet ate eine Sinie, bie, in unenblid^ t)ielen 

jTOifd^en B unb ^ unenblid^ nal^e aufein^ 
anbet folgenben 5ßunlten gebtod^cn, t)on itgenb einet ftummen Sinie 
fid^ nid^t untetfd^eibet. 
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aaSenn bet 5ßuttft D t)on beut ^ertnietet be« 
SDteiedtö AßC etngefd&loffen i% fo iji bie 8ebro= 
(^ene Sittte äd + db türjer atö ^c+ C^. 
S)enn bie ©etabe ^i) fd^netbet bc in e, fo bafe 
DB < DE + EB, folglid^ ^ 

AD + DB < ^E+E^ < ^C + Cä 

ni. Unter ben ©ttedett, wel^e auf einer (Seroben anfonfien 
unb in einem gegebenen 5ßunK enbigen, ifl bie normale bie lürjefle, 
unb giebt ben Slbjianb be5 ^Punlte^ t)on ber ©eraben an. 
3Benn ab normal iuMN, unb^Cetne beliebige a 

anbere ©trede ift, bie einen ^punft ber ©eraben 
MN mit A t)erbinbet, fo ift in bem rei^troin^ 
feiigen ©reietf ABC bie Äatl^ete 5 ii Heiner m^ 
als bie ^ppotenufe GA (i). 




if 
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3. SBenn ber Slbftanb ber Sentren vtm jwet Äreifen größer ift 
atö bie Summe ber Sftabien, fo f(%lie§en bie ftreife einanber au^. 
SBenn ber Slbftanb ber Zentren ber ©umme ber Slabien gleid^ ift, fo 
berill^ren fid^ bie Äreife au^tn in einem 5punft ^tnn ber Slbftanb 
ber ©entren Heiner ate bie ©umme unb gräfeer atö bie ©ifferenj ber 
Sftabien ift, fo fd^neiben ftd^ bie Äreife in jmei fünften. SBenn ber 
Slbftanb ber ©entren ber S)ifferenj ber Sftabien gleid^ ift, fo berüi^ren 
ftd^ bie Äreife innen in einem ^nfte. SBenn ber Slbftanb ber ©entren 
Heiner ift, als bie S)ifferen} ber Sftabien, fo f(|liefet ber größere ffireis 
ben Heinern ein. 

SBemei«. S)ie 5Pun!te beS ÄreifeS B ^aben von bem ©entrum A 
t)erfd&iebene Slbftänbe. S)er 5punft O, roeld^er in ber Sftid^tung BA liegt, 
ift bem 5ßunft A am näd^ften ; ber 5punft D, meld&er in ber entgegen* 
gefegten Sftid^tung liegt, ift bem ^PunH A am femften; b. I&. AC < ae 
< AD, meil (2) 

AB—BE <, AE < AB + BE 

@in 5punf t liegt aber außer, auf, in bem Äreife A, 
je nac^bem fein Slbftanb von bem ©entrum A 
größer, ebenfo groß, Heiner ift ate ber 3labiu8 bes 
Äreife« A, meld&er burc^ r bejeid&net mirb. 

Unter ber Sebingung^i? > r + 5£ ^at man 
AB— BE > r, ^O > r. Sllfo ftub atte ^ßuttlte 
be« Äreife« B vom Äreife A auägefd^loffen. 

Unter ber Sebingung ab = r + BE i^at 

man AB — BE = r, AC => r, AE> r. Sllfo 

liegt C auf bem Äreife a, alle übrigen "^xiiXt be« 
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StttViti B flnb t)on bem Jtteife A atüSgefd^Ioffen^ b. 1^. bet Jttetö ^ 
roitb t)on bem Äreife B inC aufen betül^rt 

Utttet ber SBeblttgung r — be < .i^ < r + BE iji 

ilB — 5E < r, ^C< r unb r < AB + 5E, r < AD. 3llfo lleflt 

c in, D aufeet bem flreif e ^, unb bet Ätei« ^ tottb tjou bem Äreife 5, 
bet eine gefci&Ioffene Stnie ip, itt jwei ^Punlten (beim ©in*' unb Stu«^ 
gattfl) flefd^nitten. 

SCuf einet Seite bet ©etoben AB lönnen bie Äteife nid&t neben 
bem gemeinfd&aftli(3&en 5ßunft F einen 5ßunft G gemein l^aben. 3)et 
^Punlt G fann nid^t in bem ©teied ABF liegen (2, n). Siegt et 

in bem SSinlel baf, fo ift bet SBinfel afg^^bfg, 

BFG = FGB, FGB > FGA, folglid^ ^Fö > FGA 

unb -4 ö > F^, gegen bie SSotauÄfe^ung. (Sbenfomenig 
fann G in bem SBinf el fba obet in bem ju -4 F5 ge*^ 
Ptigen ©d&eitelminlel liegen. 

Untet betSebingung^5=r— JBEifii4^+5£=r, 
ÄD = r, AE < r. 2llfo liegt D auf bem Äteife A, 
alle übtigen ^punfte be« Äteije« B finb t)on bem Äteife A eingefd^loffen, 
b. 1^. bet Ätei« A mxb x)on bem Äteife ^ in z> innen betül^tt. 

Untet bet »ebingung AB<r—BEi^AB+BE<r, AD<r. 
Sllfo finb alle ^Punlte be^ Äteife« B vom Äteife A eingefd^loffen. 

4. ^tm bet Slbfianb einet ©etaben r>om ßenttum einciS Äteife« 
gtöfeet ift alÄ bet 9labin«, fo ip bie ©etabe vtm Äteife auSgefci^loffen. 
aßenn betfelbe 3lbfianb bem Sftabiu« gletd^ ift, fo betül^ten fid& bie 
©etabe unb bet Ätei« in einem 5Punfte. aOßenn betfelbe 3ö)ftanb 
tteinet ijl als bet SRabiu«, fo fd&neiben fi(§ bie ©etabe unb bet Ätei« 
in jmei ^JJunften. 

SSemei«. Sejeid^net man ben ä(bfianb bet ©etaben von bem 
©enttum A butd& ab, -einen beliebigen anbetn 5ßunft bet ©etaben 

butdö C, fo ifi AB<AC (2, HI). 

Untet bet Sebingung ab > r, motin r ben 
aHabiu« be« Äteife« A bebeutet, finb atte 5ßunlte 
bet ©etaben vom Äteife A au«gefd&loffen. 

Untet bet Sebingung AB=^r i^AC>r. 
Sllfo liegt b auf bem Äteife A, aUe übtigen 
5ßunlte bet ©etaben flnb t)on bem Äteife a\x&^ 
gefd^loffen, b. 1^. bet Ätei« A mitb üon bet ©etaben in b betill^tt. 

Untet bet Sebingung ^j5 < r ift 5 t)on bem Äteife A einge«^ 
fd^loffen, unb bie ©etabe, meldte t)on b avß nad^ beiben ©eiten in« 
Unenblid&e fid6 etfttedtt, fd^neibet ben.Ätei« A in smei 5ßunften D, e. 
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S)te it6tigett ^uxtttt bet ®etaben ftnb 

t)on bem Ärelfe ein* ober au^gefci^loffen, 

je nad&betn fie jtöifd&eti i> unb E IxtQtn 

ober nid^t. Siegt F jtoifd&en i> unb E, 

fo iji bet SBinfel fdä = äef gegeti^ 

übet bett gleid^en Seiten ea unb -4Z) be^ 

3)reie(f« ill>£(l), ^£/^ < AFD als äufeenwinfel be« SDteiecfö äfe 

(§. 2. 8), mithin FDA < ^FZ), alfo ilF< ^D. Siegt G auf bet 

Setlängetung t)on i)E jenfeit JS, fo ifl bet SBinlel GDA = aed 

AED> AGD, mithin GDA > AGD, alfo ^ö > ilD. 

SBeil bemnad^ 3 beliebig nal&e 5ßunfte be« Äteife« ni(ä&t auf einet 
®etaben liegen, fo iji bet Ätei« eine ftumme Sinie (§ l, 3). 

5. @ine ©etabe l^at in atten 5punften biefelbe Slid^tung; eineÄutoe 
l^at im aDgemeinen in jebem ^punfte eine beftimmte 9li(%tung, in t)et* 
fd!)iebenen fünften t)etf (^iebene Sftid&tungen. ttntet ben ©etaben, weld^e 
butd^ einen gegebenen ^unlt einet Äutoe fid^ jiel^n laffen, fäHt im 
attgemeinen eine mit bet Äutpe in bet 3l&f)t beiS gegebenen Sßunlted 
am genaueften }ufammen, fo ba^ ^toifd^en i^t unb bet ßutt)e eine 
©etabe fid^ nid&t jiel^n läfet. 3)iefe bet Äutt)e in bem gegebenen ^Punlte 
am engjien fid^ anfd^miegenbe ©etabe l^eifet eine 2;angente (^etill^^ 
tenbe) bet Äutoe ; bet gemeinf d^af tUd&e ^unf t bet Slangente unb Äutoe 
l&eiBt bet SJetill^tung^punft. S)ie Tangente giebt bie Sftid&tung 
bet Äutx)e in bem SetöJ^tungÄpunlte an. 

Um bie Siangente bet Äutoe mn in A ju finben, jiel^t man bie 
©etabe AB nad^ einem in bet 5Wdl^e oon A auf bet ftutwe liegenben 
5ßunfte B. SBenn nun bet gJunft B ben SSogen ba jutildlegt, fo btel^t 
fld& bie nad^ B getid&tete ©etabe AB 
um A, unb mitb jut Slangente AC, in^ 
bem B mit A jufammenfäat.*) SBeil 
bie ©ei&ne ab bie Siid&tung bet a;an** 
gente A C etl^ält, totntt il^te Sänge oet* 
fd&minbet, fo fagt man, bajs bie Zan<^ 
gente mit bet Äutoe 2 unenblid& 
nal^e fünfte gemein l^at, bie in bem 
Setül^tungapunft oeteint ftnb. ©et 
l^inteid&enb Heine ©ogen ab liegt in N:;.^o 

bem SBinlel bac, fo bafe jwifd^en "" 

*) ^icfc „aWet^obc ber Tangenten" würbe im 17. gal^rj^unbert »on gcrmat, 
a)cScartc8, §«99cnS, 9len)ton, Scibnia aitägebUbet. 3m «Itcrtum waren 
oujer ben Tangenten beS ÄreifeS unb ber Äegelfd^nitte bie von StrAimebeg an 
feiner ©pirale gezogenen Tangenten Mannt. %ergl. ülügel motl^. SB. L p. 2S0. 
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bent Sogen ab unb feiner Slangente AC eineOetabe ntd&t gebogen 
werben lann. 

SBenn tnSbefonbere ber Sogen AB einem Äreife ange^rt, beffen 
©entrumOiji, fo ifl boS ©reied 0^15 gleid^fi^enf elig, alfo(l)berSffitnfel 

OAB = ^(180<> — J50-4) = W — ^BOA 

göHt nun -B mit^ jufammen, fo oerfd^roinbet^O^^, unb O^-Bwirb 
red^t, wäl&renb fein ©d^enfel ab jur Siangente ;be^ Sogen« wirb. Sllfo 
ifi bie Sangente eine« Äreifeä normal jum StabiuS be« SeriH^runga«* 
punfte«; ü^ 2lbftanb oom ©entrum ift einem Sftabiuä glei(ä^ (4). 

Slu« bem B^fammenfallen oon 2 gemeinfd&aftUi^en 5punften mirb 
nad^ berfelben 3Wetl^obe bie Serül&rung non 2 gegebenen Äuroen ab^ 
geleitet. S)ie £urt)en l^aben in bem Serül^runggpunfte eine gemein*» 
fd^aftlid&e gerabe Sangente, unb liegen enttoeber einerfeit« berfelben 
ober beiberfeit«. 

6. Unter bem SBinf el einer Äuroe mit einer fie fd^neibenben 
geraben ober frummen Sinie Derjiel^t man ben SBinlel il^rer Sangente 
in bem gemeinfi^aftlid^en 5ßunfte mit ber ©eraben ober mit ber S;an*' 
gente ber anbem Äuroe in bemfelBen 5ßunfte. @ine ©erabe, mel(3^e 
bie Äurue red^tminfelig fd^neibet, ^ei^t eine Sflormale ber Äurt)e. 
S)er SBinfel ber Äuroe mit il^rer eignen S^angente (angulus contactue) 
ift nutt, obrool&l jwifd^en ber Äuroe unb il^rer Sangente burd^ ben Se^ 
rül&rung«punft berft^renbe Surfen gel^n fönnen, meldte ber erfiem 
mel^r ober minber ftd^ anfd^miegen unb mit i^r fojufagen t)er* 
fd&iebene unenblid^ f leine SBinf el einfd&liefeen. Sergl. §. 13, 10. 

3)er Ärei« bilbet mit feinen Sftabien redete SDBinlel (5), mit einer 

©e^ne in ben beiben ßnbpunften berfelben gleid&e fpi|e SSBinfel, bie 

Äomplemente ber SBinfel an ber Saft« be« gleid^fd&enteligen 3)reiedE«, 

beffen @pi|e ba« ©entrum ifi. S)ie ©egmente eine« Äreife« werben 

^^.^^^^^.^^^^ mit SftüdCfid&t auf ben SBinf el be« Sogen« 

y^^'^^ ^^^nT^^X mit ber ©e^ne fpilwinfelig, red^tminf elig, 

/ j \ \ fiumpfwinfelig genannt, je nad^bem fie 

/ I \ ] fletner, ebenfo grog, größer finb al« 

bU==^^^^-..^ ] ein §albfrei«.*) 
\ r/\. \«A J '^^^^ Äreife, meldte fid& in 2 5JJunften 
\ u^ ^^---j^/^ f($neiben, Bilben miteinanber in beiben 
\JU__^^^^^ / ^Punften gleid^e SBinfel. mm 3 Äreife 

\ZI^^^^^ / *^ ^*^^^ ^punfte fid^ fd^neiben, fo bilben 
'"^-- fie ein Sogenbreiedt, beffen SBinfel bie 



") ©teiltet (SreKe % 24 p. 108. 
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Summe 180<> l^aben. 3. S5. in bem »ogenbteied ^J5C ifl>bet SBittfel 

^ = a, B = ß, C = y, A + B+C = cc + ß + y :^ iSO^. 

SBenn in bem »ogettbteted ABC bie ©umme bet SBinlel 180^ 
bettägt fo fc^ttetbett fid& bie Sogen ^ß, BG, CA in einem ^unft S)enn 
fobalb bet Sogen aeb nid^t butd^ ben gemeinfd^aftUd&en ^unft D bet 
Sogen BC, CA ge|t, fo ift bie ^vmvxt bet SBinfel oetfd^teben t)on bet 
©umme bet SBinlel begSogenbtetedi^l-SC, beffen Sogen butd^i>gel&n.*) 

§. 4. SSon ben Figuren, weld^e einem Äreifc ein- 

übet umgefd^rieben finb. 

1. ®in ^polpgon l^eifet einem anbetn ^ßolpgon eingefd&tieben 
(inscripium), wenn feine ©dEpunfte bet Steige na($ auf ben ©eiten be« 
anbetn ^polggon* liegen; umgefiä^tieben (circumscriptam), toenn feine 
Seiten bet Sfteil^e nad^ but(§ bie ©dpunfte be« anbetn gel^n. ®in 
^ßolpgon Reifet einet Äutoe eingef(5tieben, menn feine iSdtpunfte auf bet 
Äutoe liegen; umgefd^tieben, wenn feine ©eiten 3:;an9enten bet Äutoe 
finb. Übetl^aupt, wenn eine gigut einet anbetn eingefd^tieben ijt, fo 
ift bie anbete bet etftetn umgefd^tieben, unb umgelel^tt (Eucl. rv). 

ein SBinlel, bet einem Steife eingefd^tieben iji, b. l^. beffen ©d^eitel 
auf bem Äteife liegt, l^eifet ein^ßetipl^etiewinfel, bet auf bem Sogen 
fle^t meldten et einfd^liefet. ©eine ©d^enfel finb ©el&nen, oon benen 
eine ein S)iametet, obet oetfd^winbenb flein 
b. 1^. S:angente be^ Äteife« fein !ann. (Sin 
SBinfel ifl bem Äteife umgefd^tieben, xotxvx ,/^^/\\ \ ^ 
feine beiben ©d&enfel t^^Xi Ätetö betül&ten. 




3. ®in gJetip^etieminlel ift bie Hälfte beä 
®enttin)infetö auf bem eingefd&loifenen Sogen.**) 

3. S. ASB = \AMB, ASC = ^AMC, ASD 
= ^AMD, AST = iAMS, mm SC ein 

S)iametet, st eine 2;angente be« Äreife« ijl. 

Semei«. ASC=^ \AMC, meil ba« 3)teiedf sam gleid^fd^enfelig 
ijl (§. 3, 1). (Sbenfo tfl BSC = \bmc, CSD = ^CMD. g^etnet 
ift CST :=:^\CMS, weil bie Tangente notmal jum Sftabiu« be^ Se** 
tül^tungapunfte« (§. 3, 5). S)a^et ifi 

ASC — BSC = ^{AMC — BMC), ASB = ^AMB 
ASC + CSD = i{AMC + CMD), ASD = ^AMD 
ASC + CST = 1{AMC + CMS), AST = ^AMS 

*) ^iüdex, ©rette 3. 11 p. 222. 2Riquel ßioumtte 3. 9 p. 24 3Rö6iu8 
ÄreiSüerw. 47. 

**) Eucl. m. 20. 
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wobei bie butd^ ie 3 ©ud^flaben bejeid^neteti SBSitilel einetlet ©Inne« 
finb (§. 1, 5). 

attttierfuttg. ßltt^ertpl^etiewinlel ift fpl|, ted&t, ftumpf, je itad&=^ 
bem bet elngefd^lojfene Sogen Heiner, ebenf o groß, gtöfeet ifi afö ein 
§albfteia. 3toei 5petipl&etien)in!el finb fomplementät ober fupplemen^ 
tat, je nad&bem bie t)on il^nen eingef^loffenen Sogen ju einem ^aVb^ 
Iteia ober iu einem ÄreüS fid^ ergänjen. 

8. Ätte $ertpl^erien)inlel auf bemfelben Sogen ober auf gleid^en 
Sogen eine« iJreife« finb einanber glei^ meil fie^alften be«felben ©en«* 
triminlelÄ ober gleid^er ßentriroinfel finb (§. 1, 6). 2luä allen 5ßunften 
eine« Äretöbogen« ^at bie Seltne beSfelben gleid&e fd^einbare ©röge. 

Umgelel^rt: bie @pi|en ber ©reiede auf einer gemeinfd^aftlid^en 
Safi«, roeld^e gleid&e SBinfel an ben @pi|en l^aben, ober glei(^e @um=- 

men ber SBinfel an ber Safi«, ober gleid&e 
3)ifferenj jwifd^en bem SBinlel an ber ©pi^e 
unb ber Summe ber SBinfel an ber Safi«, 
liegen auf bem Äreiäbogen, ber mit ber Safi« 
ein Segment bilbet, beffen SOBinlel ba« Supple^ 
ment ber SBinlel an ben @pi|en ifi. 2Benn 
WmxiUl ÄCB, ÄDB, ^E5 einanber gleidö 
finb, fo liegen B, C, D, E, A auf einem Ärei«* 
bogen. Säge D in bem Segment AB CD* auf 
ber ©eraben AD*, fo märe ber Sffiinlel adb > ad*b ober acb 
(§. % 8). Säge E außer bem Segment ABCE', auf ber ©eraben ae\ 
fo märe ber SSBinlel aeb < ae*b ober ACB. Sffienn CBA + bac 
ober CBA + BAC~ACB unoeränbert bleibt, fo bleibt ACB un^ 
oeränbert, folglidö u. f. m. 

aOBenn bie 4 5ßuttlte A, b, c, d auf einem ßreife liegen, fo l^at 
bie aOäittfelbifferenj ACB — AD B ben S95ert ober 180^ je nad^^ 
bem C unb d auf einer Seite ber ©eraben ab liegen ober nid&t. 
aifo tonn überl&aupt 2{ACB—adb) =. o gefegt merben (§.2,4). 
SGBenn bagegen D nidftt auf bem Ärelfe liegt, ber burd^ A, b, c gel^t, 
fo Iji 2{ACB^ADB) wxi oerfd^iebeu. Unter ber Sebtngung 
2(ACB—ADB) = liegen benmaiä^ bie 5Punfte A, B, C, D auf 
einem Äreife in unbeftimmter Drbnung.*) 

SBenn bie Jpunfte A, b, c, d auf einem Äreife liegen, unb bie 
anormalen da^, db^, dc^ auf bie Seiten BC, CA, ab bt& ^ttu 
edS ABC gefällt werben, fo liegen bie gußpunfte A^, B^, C^ auf 




*) äKölbiuS Itcetdoetm. 8. 
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einer ©etobett.*) 2)a ^, , C, b^, D unb 
^1, 5, Oj, z> je auf etnemÄteife liegen, fo 

l^at WOtt 2D^,5i = IDCB^ = 2DG4 = 
22)5^ = 2Z>J5Ci = 2D.ä,0i. Sflfo ift 

2DA^B^ == 22)^1 Ol b. 1^. ^i, 5|, Ci liegen 
auf einer ©eraben. S)ie fireife, beren S)ta- 
meter i>^, 2>-B, dc jtnb, f($neiben einanbcr 
in A^, B^, C^ auf einer ®eraben. 

4. Sei einem bem Ärelfe eingefii&riebenen SSiered ift bie Summe 
btS iten unb 3ten SBinleliS gletd^ ber @umme be2 2ten unb 4ten 
SBinfelÄ. 3ft M baS Zentrum be« bem asiered ab cd umgefd&riebe'» 
neu Äreife«, fo ijl bam = mba, cbm = mcb, u. f. f., bal&er 
für alle befonbern Sagen be« ^ßunlteiS D 

BAM+MAD+DCM+MCB = CBM+MBA+ADM+MDC, 
BAD + DCB = CBA + ^DC. 

©benfo**) ift bei einem bem Äreife etngefti^riebenen ©cd&iSed bie ©umme 
ht& iten, 3ten, 5ten SBinfeld gleid^ ber @umme beiS 2ten, 4ten, 6ten 
SBinfel« u. f. m. Um ben entfpred&enben Safe für ein bem Äreife ein^ 
gef(]&riebene8 günfed aufiuftetten, betrad^te man boäfelbe al« ein einge*» 
f d^riebeneä Seti^Äed, beffen 6ter ©dpunlt mit bem iten jufammenf äHt, fo 
bajB bie le|te Seite ben ÄreiÄ in bem erjten ©ipunite beröl^rt (§. 3, 5). 
äBenn einem Äreife bo« SSiered ab CD eingcfd^rieben ift beffen 
Seiten Sogen t)on beliebigen Äreifen finb, fo ift bie Summe von jmei 
nld^tfolgenben aSBin!eIn ber Summe ber beibenanbemgleid^.***) Mandat 

ßBa + öDy — {aAö + Y^ß) 
= CBß + ßBa + aBA + ADS + 8Dy + yDC 
— {BAtt + aA8 + iAD + DCy + yCß + ßCB) 
= CBA + ADC — {ABD+ DCB) 

meil bie Äreisbogen mit il^ren Seltnen beiberfeits 
gleid&e SBinlel bilben (§. 3, 6). SRun iji 

CBA+DCB+ADC+BAD = 360« ober 0, folglid^ 

ßBa ■+- SDy — {aA8 + yCß) 

= 2{CBA + ADC) = 2{CBA — CDA). 

SDiefe ©ifferenj ift null ober nid^t nutt, je nac^bem 
A, B, Cf D auf einem Äreife liegen ober nid&t (3). 




*) liefet ^a% wirb 3i. @imfon jugefd^rieben t)on ©ctooiS ©erg. ^xm. 4 
p. 250. äSergl. ©erg. 9(nn. 14 p. 28 unb 280, ^onceUt propr. proj. 468. 
**) 6)arnot g^om. de pos. 304. 

***) Seseri Acta Petrop. 1782. I. p. 58 IJat biefen @a| an bem fpBärifdJen 
SSiered bemerlt. SSergl ©u^nau b'Slumont ©erg. Sinn. 12 p. 279. ä^iquet 
£i0U9. 3. 10 p. 347. 
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Umgelel^rt f daliegt man: ^&tnn in einem oon 9ogen beliebiger 
jtreife gebilbeten SSiered bie @umme von sioei nid^tfolgenben 3BinIeln 
ber Summe bet beiben anbern gleid^ x% fo ifl ba& SSiered einem Äreife 
eingefd&tieben. 

5. ®in SBittlel, beffen ©d&eitel von einem Äreife eingefd^Iojfen i% 
tft bie l^albe Summe ber ©entriroinfel auf ben Sogen, wdö)t ber SBinlel 
unb fein ©c^eitelminfel einfdölieBen. @in SBinfel, beffen ©d^eitel von 
bem Äreife auÄgefd^Ioffen x% ift bie l^albe SJifferenj ber ®entrin)infel; 
auf ben von bem SBinfel eingefilbffenen Sogen.*) ®ie jmifd^en par* 
aUelen Seltnen entl^altenen Sogen bei$ Äreifed finb einanber gleid^. 
SBenn eine S^angente unb eine ©el^ne be« Äreife^ parattel finb, fo ifl 
ber Serfll^rungi^puntt bie SKitte be^ eingefd^loffenen Sogenig. 

Sem ei«. S)er SffiinleUÄC ifi ein Slufeen^ 

y^^F^^ & tüinfel be« JDreied« A'bc, folglid^ abc^ 

PMlL \e ba'C + A'CB (§. % 8) ober ab c == aa*c 

^ V^v^^ 'J e S)er mtd^XADE ifl ein SJBinfel be« SDrei^ 

\J\V edtö A'DE, folfllidö ADE = .4.4'E — DEA* 

— ober ii-ä'-E — E'EA', 

"S&tnn bie ©e^nen CC, ££' parattel flnb, fo bilben fie mit ber 
©el^ne e*c gleid^e ober um 180^ oerfd^iebene SBinlel, unb bie auf ben 
Sogen CE unb EfC flel^enben 6entriu)in!el fmb gleid^; gleid^e ©entri*» 
minlel fd&ttefeen gleid&e Sogen ein. 

S)ie oon ben parallelen ©e^nen CC\ ee* eingefd&loffenen Sogen 
bleiben einanber gleid&, möi^renb E mit E* in F jufammenfättt unb 
EE' jur a;angente FG mirb. 3n ber a:^at ip ber SlabiuS be« 5punlte« 
F normal nii^t nur §u FG, fonbern aud{i ju CC, unb l^albiert ben 
aSBinfel an ber ©pi|e be« gleiti^fd^enfeligen ©reied«, meiere« C, G* unb 
ba« ©entrum be« Äreife« befiimmen. ©in ©entriroinfel unb fein 
Sogen werben burd^ biefelbe ©erabe l&albiert 

6. ein burd^ feinen 2lnfang«punlt unb feinen ©nbpunft (in bie^ 
fer Drbnung) bejeid^neter Ärei«bogen läßt 2 fid^ auÄfd&liefeenbe S)eu=^ 
tungen ju, fo lange nid^t ber ©inn gegeben ifi, in meld&em ber Äret« 
burd^laufen werben foH. Sei ber Sejcid&nung oon atten glei(%jeitig 
in Setra(^t lommenben Sogen mirb oorau^gefefet, bafe ber Ärei« in 
bemfelben ©inne burd&laufen werbe, übereinftimmenb mit bem ©inne 
ber ©rel&ung, ber bei ber Se^eid^nung ber ßentriminfel, meldte auf 
ben Sogen jiel^n, angenommen wirb (§. l, 5). 

*) ^iefe e% werben von SSitello Opt. I, 55 nad^ %.l\^aizn mitgel^ili 
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Bwel Sogen, betctt Slnfang^punfte t)eteittt finb unb beten S)lffe^ 
tenj eine^ßetipl^ette tji, l^aben bief elften ®nbpunfte; Bejeic^net man einen 
SBert be2 Sogen« AB butd& a, ben SSBett bet ^ßeripl^erie bux^ p, fo 
finb aud^ ct+p, a + 2p, . ., a + kp SSSette be« Sogen« AB, wobei 
fc eine pofttit)e ober negattoe ganje gctljl bebentet (§. 2, 4). Salbet ifl 

AB + BA = 

ober eine beliebige pofitioe ober negatioe ganje Slnjal&l oon^ßeripl&erien; 
unb für jebe Sage ber 5ßunlte A, B, C auf bem Äreife l^at man 

AB + BC =- AC 

SBenn jwei ©e|ncn parallel finb, fo ijl ber Sogen vom Slnfang 
ber erften jutn Slnfang ber jweiten bem Sogen gleich, ber t)om ®nbe 
ber jtoeiten jum ®nbe ber erften ©el^ne fid& erflredt (5). ©inb bie 
©eignen ab, a*b* parallel, fo finb 
bie Sogen AA\ B'B ober AB', A'B 
einanber gleid&. 

Umgefel^rt fd^liefet man au8 ber 
©leid^l^eit ber Sogen AA", b'b, bafe 
bie vom Slnfang be« einen nad& bem 
@nbe be« anbern Sogen« gel^enben 
©eignen ab, a*b* parattel finb. 

3iel^t man mittfürlwä^ bie par^ 
attelen ©eignen ab unb a*b\ bc 
unb B'C\ CD unb C'iy, de unb 
D'E', . . , fo fmb bie Sogen aa\ b*b, CC\ D'D, ee\ . . einanber 
glei($. golglid^ finb bie ©eignen 

c*A unb CA\ D*A* unb da, e'a unb ea\ . . . 

D'B unb DB\ E*B* unb eb, ,,. 

E*C unb EC\ . . . 
paraQel. 

S)ie Seinen ab, bc, ca* bilben mit ben parallelen ©eignen 
A'B", B'C*, CA ein bem Äreife eingefd^riebene« ©ed&ged. 3)ie ©eignen 
AB, BC, CD, ÖA bilben mit ben parallelen ©eignen A'b\ rc\ CD", 
D'A* jroei bem Äreife eingefd^riebene Sierede. 3)ie ©el&nen ^ß, BC, 
CD, DE, EA* bilben mit ben paraßelen ©eignen a*b*, b'C\ C*d\ 
D*E\ E*A ein bem Äreife eingefi^riebene« S^^tted u. f. m. Überl&aupt 
finb bei einem bem Äreife eingef^riebenen (4n + 2)ed bie leftte unb 
bie (2n + i)te ©eite parallel, xotnn bie auf bie (2n + i)te folgen^ 
ben ©eiten ber Sfteil&e nad^ mit ben erften 2n ©eiten parallel finb. 
Sei jmci bem Äreife eingefd&riebenen 2neden finb bie leiten ©eiten 
parallel, menn bie erjlen 2n — i ©eiten be« einen ^Polpgon« mit 
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ben erfiett 2n — i ©eiten be« aitbem ^ßolggott» bet Stetige nad^ pat^ 
attel flnb.*) 

7. SBenn stoei Äreife fid^ in ä utib S fd^nelben, unb burd^ ä 
©erabe gejogen werben, bie ben einen Ätei3 in A, B, C, . . , ben an«' 
bem in A', b\ c\ . . fd&neiben, fo ^aben bie in einerlei Sinn genommen 
nenSJogen SA unb SA\ SB unb SB\ . . , ^5 unb A'b\ . . gleidöeeen-» 
triwinfel S)ie SDreied e SAB unb SA'B\ SACmh SA'C\ , . I&aben ber 
SReil&e mä) gleiche aBinfel; bie SBinlel ASA\ bsb\ .., ab''A*b\ 

AC^A'C, bc^B'C', . . finb einanber gleid& 
unb gleid^ bem SBinfel ber beiben Äreife.**) 
»eroei«. SSBeil B, A, A' auf einer 
\^ ©eraben liegen, fo ift (§. 2, 4) 2SRA = 
2SRA\ ®g finb aber 2SMA, 2SRA' ben 
6entrin)in!eln gleid^, bie auf ben Sogen 
SA, SA', fielen, aifo fielen auf ben S3ogen 
SA unb SA\ SB unb sb\ . ., ab unb 
A'B\ . . gleid&e eentriwinleL S)ie ?Punlte 
s, A, B, C,.. liegen auf bem einen Äretfe in berfelben Sftei^enfolge, 
wie bie 5ßunfte s, a\ b\ c, . . auf bem anbern Äreife; folgli(ä^ finb 
bie 5ßertpl&erieioin!el asb unb A'SB\ bas unb b'a% sba unb 
SB'A' gleid^. gemer ift ASB+bSA' = BSA'+A'S&, b. I&. ASA' 
= BSB\ u. f. xo. (gnblid^, meil bas = B'A*S, fo ifi AB'^A'B' + 

^'5'M/Sf = A'B'^'AS + AS'A'S, b.l^. ^5M'5' = ASA\ u. f. U). 

5Der Sffiinfel -4^.4' ijl aber ber SBinfel ber beiben Äreife, xotm ber 
Sogen SA unb bamit ber Sogen sa* t)erf<3&n)inbet (§. 3, 6). 

ainmerfung. S)er ©urd^fd^nitt ber ©eraben ab unb A'B' werbe 
burd^ Q bejeid^net; nun ift 2AQA' = 2ASA\ 2BQB* = 2BSB\ 
folglid^ liegt s auf ben Äreifen AQA\ bqb' (3), unb man fd^liefet***): 

SßJenn jmei gegenilberliegenbe ©eiten eine« aSieredt« ab, A'B* in 
Q, bie beiben anbem bb\ a'a in R fid& fd^netben, fo gel^n bie Äreife 
ABB, BB'Q, B'A'R, A'ACL burd^ einen 5ßunft s, 

8. S)ie SCangenten an ©egenpunften eine« Äreife« finb parallel, 
weil fie normal ju bem S)iameter finb, ber bie Serül^rungäpunJte 
»erbinbet (§. 3, 5. §. 2, 7). 

S)ie iangenten an ben ßnbpunften einer ©el^ne bilben mit ber 



*) 3»öBiuS ©reffe 3. 36 p. 216. SSetgl. ©reffe 3. 6 p. 310. S^en ©a^ t)om 
©ed^Sed, einen Befonbem fjau beä ^JaScalfdJen Xl^eoremS (^rigon. §. 7), §atte 
©ergonne betrad^tet Sinn. 4 p. 78. 

**) SSergt. bie t)on aWö5iuä ©tatif 118 angeftefften SBetrad^tungen. 
***) ©teiner in @ergonne0 ^xm, 18 p. 802. 
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©el&ne ein gleii^^fd^enleliße« ©reied, weil jie mit tl^r gleiche fpl|e 
aOSinfel einfd^Iie|en (§. 3, 6. 1). 

S)ut(§ ieben t)on bem Ärelfe auagefd^loffenen ^nft gel^n 2 Sian-» 
genten be« Äretfe«. S)ie SSetfiJ^tttitggputtfte 
liegen auf bem Ärelfe, t)on weld^em ber ge^ 
gebene ^Punlt unb bcuS ßenttum be« gegeben 
nett Äreife« ©egenpunlte fxnb, toell biefe 
5PunIte mit einem bet geju($ten SSerü^^ 
rung^punfte ein ted^ttDinlelige« Steied bi^ 
ben (3). S)ie SJetü^tungSpunfte l^aben von 
bem gegebenen 5Punft Qhx^t Slbftänbe. 

9. S)ie S)teie(fe, weld^e einen SQäinfel gemein l&aben unb bem«^ 
fetten Greife umgefd^tieben finb, l^aben, toenn fie ben fttei* au** 
f daließen, biefelbe Summe ber Seiten; xotnn fie ben Ätei« einf($Ue§en, 
fo l&aben fte biefelbe 2)ifferen} jmifd^en bet Summe ber ben gemein« 
f(]^aftlid&en 2Binfel einfd^liefeenben Seiten unb bet btitten Seite.*) 

Semeiä. Seseid&net man bie a;angenten, meldte von A, B,C,,, 
bi^ an ben Ätei« teid^en, bet Sfteil^e nad^ butd& a,bfC,.,, fo l^at man 

CA + AB + BG = a-^c + a — 5 + b+c = 2a 
EA + AD — DE = e+a + a+d—{d+e)=^ 2a 

Umgefel^tt fd^liefet man: S)ie SJteiedCe, toeld&e einen SBinlel gemein 
l^aben uttb gleid^e Summe bet Seiten, obet glei($eS)iffetenj jroifd^en bet 
Summe bet ben gemeinfd^aftlid^en SBinfel einfc^ilie^enben Seiten unb 
bet btitten Seite, finb bemfelben Äteife umgefd&tieben. SEBenn FO nid^t, 
TOol^l abet FH eine a;an'' 
gente be« von ab, bc, CA 
betü^tten Äteife« ip, fo ift 

FG+GR> FH{%.3,2\ 
alfo GA + AF + FO > 
EA+AF+FH. gflun ift 
ffA+AF + FH= CA+ 
AB + BC, folglidö GA + 
AF + FG>CA + AB + 
BC, U. f. m. 

10. 89ei einem bem lh:eife umgefd^tiebenen S3ieted( ifi bie Summe 
Don jmei nid^tfolgenben Seiten bet Summe bet beiben anbetn Seiten 
gleid^.**) Sffienn ba« aSietedt ben Ätei« nid&t einfd^liefet, fo nimmt man 

*) 2)er entfpted^enbe @a4 bet ^pf^Mt ift bem 2e%ell^^m 6ate jugeorbnet. 
@tereom. §. 4, 13. 

**) ^iefe @igenfd^aft bet einem ^eife umgef d^tiebenen S^etfe unb bie ftl^nlid^ 
@igenf4aft ber 6e(l^3e(fe, u. f. f. ift Don $itot M^m. de Paris 1725 p. 45 ange« 





32 Sieried 9ttd^. ^(animetde. 

We Selten mit ben entgegettgefeltett 3et(ä&ett, in bejug auf weld^ bet 

Ätei^ bie etttflegengefe|te Sage l^at. 

SJetoel«. 3la(^ bet in (9) angenommenen SJejeid&nung ift in bem 

Sieredt ABCD foroo^UJ? -|- CD, al« ou* BC -f- Z>il = a + 6 + c + d. 

@benfo ifi in bem SSiered 
EBFG f omol^I EB + Fö alÄ 
aud^ BF + OE «= Ä + J + 

3>agegen i{l in bem ä^ieretf 
JSÄ/D fowol&l EH—JD als 

aud^ —JIJ+DE = e — h 

— i — df n)%enb ber Ätei* 
in bepg auf bie Seiten eh, 
DE (D. I&. in bejug auf einen 
biefe Seiten jurüdEIegenben 
Sufd^auer) linfö, in bejug auf 
bie Seiten hj, jd red^t« liegt, ebenfo ifi in bem SSietedE eajk 

EA — JK = — ÄJ + KE, 

unb in bem SSieredE ajtkd 

AH—KD = —HK+DA. 

Umgefel&tt fd^liefet man: SBenn in einem aSietedf bie Summe t)on 
%mx Seiten ber Summe bet beiben anbetn Seiten gleid^ iji, fo ift ba« 
aSietedf einem Äteife umgefd^tieben. @8 fei j. 8. EA+AJ = JK+ KE, 
obet EA — JK=—AJ + KE,^o betß^tt KE ben Ätei«, meldtet 
in bejug auf feine 2;angenten AE (nid&t EA), JK, AJ einetlei Sage 
l&at, unb bet in bet obigen gigut füt biefelben ted&tS liegt. SBütbe 
AE von bet butd^ K gel^enben Tangente be« etm&l^nten Äteife« in 
■&" gefd&nitten, fo mäte JK+ke* = e'A + AJ, KE t)etfd^ieben 
t)on KE*± E*E (§. 3, 2), alfo JK+ KE t)etfd&ieben t)on JK + KE' 
± E*E, alfo aud^ JK+ KE oetfd^ieben t)on e*a + AJ± E'E unb 
t)on EA -j- AJ, roibet bie aSotau^fe^ung. 

§. 5. aSon ben gleid^en unb äJ^nlid^en 3!)rciedEcn. 

1. SBenn jn)ei'S)teiedte imei Seiten unb ben eingefd^loffenen SBin- 
fei bet Sfteil^e nad^ gleid^ l^aben, fo finb fte gleid^ unb äl^nlid^*), 
b. 1^. t& finb bie Seiten bet S)teiedfe einanbet gleid^, bie ben gleid^en 

oeBen toorben. 9(uf bie notmenbige SRobiftfation berfelben l^at )uerft steinet 
Grelle 3. 32 p. 805 l^ingeiQiefen. 

*) 2)iefer SluSbrud ift ©on ®uclibe8 erft in ber ©tereomettie (Eiern. XI) 
gebvaud^t toorben. 92ad^ Segen bre (£)l^m. de g^om. Note 1) brandet man aud^ 
gteid^ in ber iBebeuiung oon gleid^ unb äl^nlid^. 



§. 5. SSott ben glcid^cn unb äl^nlldjcn Xtmden, 
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aOBinfeltt flegenitbet liegen; e« fittb bie aßinlel gleid^, bie ben gleid^en 
Seiten gegenüber liegen; e« finb bie glad^en gleid^. Eucl. I, 4. 

SBenn bie Seiten AB = de, bc = EF, unb ber SBKnfel 
CBÄ = F£Z>, fo finb 
CA = FD gegenüber ben gleid^en aSBinfeln Cba unb fed, 
ACB = DFE ^ ^ ^ Seiten AB ^ DE, 

BAC = EDF * ^ ^ ^ BC ^ EF, 

unb bie 3)reiede ^^C, z>EF l^aben gleiche glad^en. 

SSewei^. SSereint nion bie glei(^en SBinfel, fo 
bafe BA auf JBD, ßC auf ef fättt, fo fäUt ^1 auf A 
C auf F, bie ©erabe CA auf Fi) (§. 1, 3), bie 
ebene ABC auf JOJSF (§. i, 4). ®ie fongruenten 
Seiten, SBSinfel, gläd&en pnb einanber gleid^. 

Slnmerfung. S)reie(Ie, xotXi^t gleid^ unb äl^nlid^ 
finb, finb longruent unb werben baburd^ t)ereint, ba| 
man ba^ eine entroeber in feiner ebene brel^t unb fortbewegt, ober 
erft im Sftaume umwenbet unb bann in feiner ebene brel^t unb fort- 
bewegt. 3- S5. ba^ ©reied ABC !ann in feiner ebene fo fortbewegt 
werben, baß e« baiS Sreied DEF bedt; bagegen vxu^ ba« SJreied 
^-BC im SRaume umgewenbet werben, bet)or eS baiS Sireiedf heo 
beden tann, in weld^em he = AB, EQ = BC unb ber SBinlel 
HEG = CBA iji. Sftaumflguren, weld^e gleid^ unb äl^nlid^ finb, 
finb entweber fongcuent ober inlongruent. 

3)a6 bie S)reiede ABC unb DEF gleid^ unb ä^nlid^ finb, wirb nad& 
Seibnij (Opp.3p.416)burd^.45C^i>£Fbeieid^net. S)a« 3eid&en über 
bem®leid^l^eit^jeid&en ift au^ bem SlnfangSbud^ftaben oon similis gebilbet 

3. aSenn jwei ©reiede bie brei Seiten ber Sleil^e na(§ gleid^ 
l&aben, fo finb fie gleid^ unb äl^nlid^. Eucl. I, 8. 

SBenn bie Seiten ab = de, BC= EF, CA = FD, fo ift ber 
aOBinfeUGß = DFE gegenüber ben gleid^en Seiten A B unb DE, u. f. w. 

S3?wei^. SSereint man bie gleid^en Seiten ab unb de, fo bafe 
C unb F auf oerfd^iebene Seiten ber gemeinfiä^aftUd^en ©eraben fallen, 
fo ijl in ben S)reieden ACF, BCF ber SaSinfel 
ACF = CFA gegenüber ben gleid^en Seiten af,AC c 

FCB^BFC - ^ ^ BF,BC 

(§. 3, 1), folglid^ ACF + ECB = CFA + BFC, A 

b. IAGB= BFA, 3)ie ®leid&ung biefer SQäinfel 
in aSerbinbung mit ben ©leid^ungen ber Seiten, ^ 
weld^e bie gleid^en aSJinfel eittfd&liejjen, leiert, bafe 
bie JDreiede gleid^ unb fi§nli<i& finb (1). 

»al^et II. 6. KUH. 
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3. 3Benn jtDei S)reiede stoei 3BinIel unb eine baju fileid^liegenbe 
Seite bet 9leil^e na($ dleid^ l^aben, fo finb fte gleid^ uttb ä^lid^. 
Eucl. I, 26. 

SBeritt bie SBinfel bac, CBA unb bie an il^nen liegenbe ©eite AB 
ber Sleii^e nad& edf, fed unb bet an il^nen Uegenben ©eite de 
glei(§ finb, fo ip bie ©eite CA = FD gegenüber ben gleid^en SBinleln 

CBA unb FED, u. f. VD. Seteint man bie 
gleid&en ©eiten AB, de unb bie gleid&en SSBinfel 
BAC, EDF, fo fdttt bet ^Punlt C auf F; too 
*» nid^t, fo waten bie SQ8in!el CBA, FED ungleid^. 
aifo ift bie ©eite CA = FD, u. f. U). 

SBenn bie SBinlel BAC, CBA unb bie bem 
etften SBinlel gegenilbetliegenbe ©eite BC bet 
^ Sflei^e nad& EDF, FED, EF gleid^ finb, fo finb 
aud^ bie ben gleid&en SQBinfeln CBA unb FED gegenilbetliegenben 
©eiten CA unb fd einanbet gleid^, u. f. vo. SSeteint man bie ©eite 
BC mit EF unb ben SOBinM CBA mit fed, fo fattt CA auf FD: 
fonji mäten in bem oon CA unb FD auf ED gebilbeten ©teied ein 
SBinfel unb bet 5Webenn)infel eine« anbetn ungleid^ (§. 2, 8), mitl^in 
BAC unb EDF unglei(ä^, gegen bie S5otauSfe|ung. 3)ie ©leid&l^eit bet 
btitten aOBinleM C5 unb dfe tann aud^ batau« gefd&loffen wetben, 
bafe in beiben S)teieden bie ©ummen bet SBinlel ilbeteinflimmen. 

4. aOBenn jtoei ©teiede pei Seiten unb ben bet gtöfeetn ©eite 
gegenübetUegenben Sffiinfel bet 3ftei^e nad^ gleid& l^aben, fo finb fie 
gleid^ unb ä^nlid^. 

SBenn AB > BC, AB = de, bc = EF^ 

ACB = DFE, fo ifi CA = FD, U. f. m. 

Sern ei«. SBeteint man bie gleid^en saKtt*» 
fei unb bie gleid^en ©eiten BC, EF, fo fann 
bet $unlt A nid^t neben D faHen. giele A 
auf O, fo wate bet SBinlel DFE <DOE 

(§. 2, 8), DOE = EDO (§. 3, 1), alfo 

DFE < EDF, mithin z>E < EF gegen bieSSotauÄfefeung AB > 50. 
giele A auf ^ fo mäte bet SBinfel DFE <hde, HDE = ehd, 
folglid^ HFE-^EHF, mitl^in HE^EF, gegen bie SSotauSfeftung. 
mfo muj5 A auf z> faOen. 

Slnmetfung. SBenn in«befonbete jmei tedfetminlelige S)teiedEe bie 
^9potenufe unb eine fiatl^ete bet Steige nad^ gleid^ l^aben, fo finb fie 
gleid^ unb äl^nlidö; benn bie ^ppotenufe ijl gt5|et aW eine ^atl^te 
(§. 3, 1), unb ben §t)potenufen liegen gleid^e (ted^te) SBinlel gegenübet. 




§. 5. fßon ben gteid^en unb äl^nßd^en 3)reie(fen. 
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®tt JDteiedf ifi unjtoeibeuttg bejHwmt butd^ 2 Seiten unb ben 
elngefd^loRenen aaSinfel, butd& bie 3 ©eiten, burii^ 2 aOBinfel unb bie 
©eite, n)el(i^e an ben beiben SBinfeln liegt ober einem von ü^nen 
gegenübet liegt, ,burd& 2 ©eiten unb ben SBinfel, ber ber gtöfeern gegen:* 
flbet liegt. 3roei 3)reie<fe lönnen ungleid^ fein, obgleid^ fie jwei ©eiten 
unb ben ber lleinern ©eite gegenüberliegenben SBinlel ber SleÜde nad) 
gleid^ l^oben. 

5. SBenn in einem ©reied pei ©eiten unaeränbert bleiben, roäl^^ 
renb ber von il^nen eingefd^loffene SBinfel toäd&ji, fo wäd^ft ttU(ä& bie 
bemfelben gegenüberliegenbe ©eite. Eucl. 1, 24. 

©inb bie ©treden AD, äe, äf \o lang 
afö AC, bie SBinfel BAD.BAE, BAF größer 
al« i5^C, fo finb bie ©treden i5i>, be, bf 
länger atö BC. X ^* 

SBewei«. 5£)ie ©trede ^C wirb oon BD aufeen, oon äe in C, 
von BF innen in O gefd^nitten. S)ann ift 

^C + ^C<5Z) + ^/) (§. 3,2), folglid^ iBC<ÄZ>; 

BC ein Xeil oon be, folglid^ BC<BE; 

BC<BG+GC, AF<GF+AG, folglid^ 

5C + ^F<5/^+ulC, BC<BF, 

SBenn C ben ^albfrei« C'C" burd&läuft, unb 5 auf bem S)ia- 
meter CO" rul^t, fo tjerftnbert \i^ BC entweber road&fenb ober ab«* 
ne^menb oon BC bi« BC'. EucL m, 7. Umgefe^rt f daließt man: 
äBenn in einem S>reied 2n>ei ©eiten unt>eränbert bleiben unb bie britte 
©eite n)äd^fl, fo n)äd^fi autif ber il^ gegenüberliegenbe SBinfel 

6. L SBenn in einem redötminfeligen S)reied eine flatl^ete un^ 
peränbert bleibt, unb ein anliegenber aSUnlel roctd^jl, fo wäd^p forool^l 
bie anbete Ratf)ttt als aud^ bie JQ^potenufe. S)ie 
red^twinfeligen S)reiede^J5C, ABD l^oben bieftatl^ete 
AB gemein, ben Sffiinfel bad^bac 3)ann ift 
BD > BC, unb AD';>AC gegenüber bem ftumpfen 
aOSinfel DCA be« S)reied8 ACD. 

IL SSenn bie ip^potenufe unoer änbert bleibt unb ^ 
ein anliegenber SBinfel wäd^fl, fo roäd^ft bie il^m gegenüberliegenbe Äa« 
tl^ete unb bie anbereAatl^ete nimmt ab. "SÜttt^U 
TOinfeligen ©reiede ABC, ABD l^aben bie ^ypo* 
tenufe ab gemein, ben SBKnfel bad> bac 
»ann ifl ber SBinlel dba < CBA, toeil ber 
$unlt G nid^t auf bie ©eite BD ober in ba« 
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S)teied ABB faEen fantt, ol^ne ba^ bet SBäittfel ACB^ adb wate 
(§. % 8). SDie SßJinfel Z)C5 unb ^DC finb ftumpf, well fltöfeet ate 
^05 unb 4Z>^. »al^er ift fowol&l db^bc, als an^ ad <Aa 

§. 6. 2)ic befonberen SSieretfe. 

1. 6itt SJieted, bejfen gegenübetliegenbe ©eiteti pataBcl finb, 
l^eifet ein Parallelogramm (noQalkriioYQaiiiiov). S)a8 5ßarattelo^ 
gramm wirb von einer diagonale in jwei gleid^e unb äJ^nlid^e ©reiede 
geteilt, von benen eine^ ba« anbere ol^ne vox\)mQt Umwenbung bedEt 
S)ie gegenüberliegenben Seiten finb gleid^. 2)te diagonalen l^albteren 
einanber. Ql^r ©urd&fd^nittÄpunlt l&eifet ba2 ©entrum be« ^ßaraDelo«^ 
gramm^; eine burd^ ba& ©entrum gezogene ©erabe fd^neibet bie gegen^ 
Überliegenben ©etten in ®egenpun!ten; bie jroifd^en ©egenpunften 
entl^altene ©tretfe ift ein S)iameter beiS 5ßaraDelogramm^, weil fie ba« 
5ßaraBelogramm in jroei gleid^e unb äl^nlid^e Gleite jerfd^neibet, von 
benen einer ben anbem ol^ne Umroenbung bed t. SHe SWitten aller S)ia^ 
meter finb im ßentrum be^ ^Parallelogramm^ vereint. Eucl. I, 34. 

SBemei^. S)ie S)reiedte ABC, CDA finb gleid^ unb öl^nlid^ 
(§. 5, 3), meil bie Seite CA = ^C unb bie SQBinlel BAC ^ DCA, 
AGB ^ CAD al8 aöed&felroinfel ber ^Parattelen mit AC (§. 2, 7). 
SSereint man bie gleichen SEBinlel bac unb DCA, \o beden fid& bie 
S)reie(Ie ABC unb CD± SHe gegenüberliegenben Seiten ab unb 

CD, BC unb DA finb einanber glei4 g^g^tt^ 
^ über ben gleld^en SBinleln ber SDreiede. 

ferner finb bie ©reiede abm, CDM gleld& 

unb äbnlid^ (§. 5, 3), meil bie Seite ab = CD 

unb bie SBinfel bam = dcm, mba = mdc 

al3 SBed^felminf el ber parallelen mit A C unb 

BD*, alfo finb bm = md, am=^ mc, gegenüber ben glei(Jen 

SBinfeln ber ©reiede. 

@nbli(3& finb bie SDreiede äem, CFM gleid& unb ä^nlid^ (§. 5. 3), 
weil bie Seite ^if = 03f u. f. m., bal^er ae = CF, em = MF. 
S)ie aSierede EBCF, FDAE beden fid^, menn man eine« berfelben 
in feiner ®bene um m gebrel&t |at, h\S ef mit FE jufammenfättt 

3. 3e jwei aufeinanber folgenbe SSBinfel be« 5ßarattelogramm^ 
finb fupplementär , ie jroei gegenüberliegenbe 2Binfel finb einanber 
gleidö (§.2, 7). 3ft ein SEBinfel red^t, fo finb aud& bie übrigen SBBinfel 
red^t, unb ba& ^Parallelogramm l^eifst ein SReltangel ((J^^oy»viov, 
rectangulum, oblongum). 3)ie S)iagonale ber fpifcen SBinlel Ift größer 
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als bie SDiagonale ber jlumpfett aOSinlel; bie SJiaöonaleti be« Sleft* 
angete ftnb einanber gleid^. SJenn in beti S^reiedEen^^c; bäd x^ 
Bö ^ AD, folßl^ AG grölser, ebenfo gtofe, ^ ^ 

fleincr ate -Bi>, je nad^bem bet SBinfel C^^ 
größer, ebcnfo gto^, Keiner afö BAD (§. 5, 5). 
SBentt jroei folgenbe ©eiten eine« ^ßaraUeb»' 
fltamniÄ gleid^ finb, fo ift ba« $arattelogramm 
glei^feitig (1) unb wirb ein SH^ombu« (^oV ^ ^ 

ßog, losange, SHaute) genannt. S)er red^toinlelige SW^ombuS ift ein 
reguläre« SSiered (§. l, 8) unb l^eifet ein öuabrat {rsTQdycovov, qua- 
dratum). @ine S)iagonaIe be8 ^ßarattelogramm« bilbet mit ben größeren 
Seiten bie Heineren SBinfel, auf ben größeren 
©eiten jiel^en bie größeren SBinfel am Zentrum; 
bie S)iagonalen be« ai^ombu« l^albieren bie SBinfel 
be« Sftl^ombu« unb finb normal ju einanber. SBenn 
bie Seite BC größer, ebenfo groß, f leiner ift atö 
bie Seite ab, fo ift ber SBinfel BAC größer, 
ebenfo groß, fleiner al« acb ober CAD (§. 3, 1), unb ber SBinfel 
BMC größer, ebenfo groß, fleiner alg amb (§. 5, 5). 

3. SBenn in einem SSieredE, beffen Perimeter fid& felbft nid^t fd&nei** 
bet, ein $aar gegenüberliegenbe Seiten paraQel unb gleid^ finb, ober 
wenn bie gegenüberliegenben Seiten einanber gleid^ finb, ober rotnn bie 
3)iagonalen einanber l^albieren, fo ijl bo« SSiered ein Parallelogramm. 

SemeiS. SBenn AB unb CD parattel unb gleid^, miti^in bie 
SBinfel BACmbDCA einanber gleich pnb, fo finb bie SJreiede ABC, 
CDA gleid^ unb al^nlidö (§. 5, 1), b. ^. ber SBinfel ACB = CAD, 
gegenüber ben gleid^en Seiten ab, cd. a)ie Oeraben BC, DA, meldte 
mit A C gleid^e SBed^felwinfel bilben, pnb parallel (§. 2, 7). 

SBenn ab = CD, BC= da, fo pnb bie »reiedte ABC, CDA 
gleid^ unb al^nlid^ (§. 5, 2). Slu« ber ©leid&l^eit ber SBinfel bac, 
DCA f daließt man, baß AB unb CD parattel finb, u. f. m. 

SBenn am = MC, bm = md, fo pnb bie S)reiedte abm, 
CDM gleidö unb äJ^nlid^ (§. 5, 1). Slu« ber ©leid&^eit ber SBinfel 
bam, DCM f daließt man, baß AB unb CD parallel pnb, u. f. m. 

4. ®ie ©erabe, meldte bie Spifeen t)on jmei gleid^fd^enfeligen 
JDreiedten auf einer gemeinfd^aftlid&en S3afi« oerbinbet, l^albiert bie 
SBinfel an ben Spieen, l^albiert bie gemeinfd^aftlid^e 85afü5 unb ift 
normal ju berfelben. 

SBenn 24C = Äc; ad = bd, fo ift ber SBinfel acd — dcb. 
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CDA ^ BDC, unb AB TOttb von cd in e fo gefd^ttttten, bofe 
c »ewei«. 3tt ben ^txtdtn acd, bcd x^ 

CA = BC, Aß = DB, CD = CD, folgUi]^ (§. 5, 2) 

\ ACD = D(75 gegcnittet ben gletd&en Seiten -4 z> 
;'\.4 unb z>^, cz>i4 = BDC gegenüber ben glel(]&en ©ei^ 
^-y^^'^ ttn CA unb äc. 3n ben »teleden -4Ec; 5£C Ifl 
/ EC= EC, CA = (75, ber SBinlel ACE = ECB, 
/ folgltd^ (§. 5, 1) AE=^EB gegenüber ben gleid&en 
gßinfeln ACE unb ECB, ber Sffiinlel ce^ = bec 
-^ gegenüber ben glei(ä&en Seiten CA unb -ßC S)ie 

gleld^en SHebenwinlel cea unb 5EC finb redete 2Bin!el (§. 2, 2). 

Slnmer lung. S)a« SStered ^ CBD, in bem atoeintal jtoei folgenbe 
Seiten gleid^ finb, t)erbient ben 3llamen Sll^omboib (^ftßosMs), bur(ä^ 
weld^en f onfi ein ^Parattelogramm bejeid^net wirb , ba« weber gleid^* 
winlelig nod^ gleid&feitig ift 

S)a3 SSiered nmop, in bem jwei ni(i^tfolgenbe 

/\ Seiten paraEel (nid&t gleid^), bie beiben anbem gleid^ 

/ \ (nid^t paraDel) finb, oerbient ben Sflamen Xrapej 

^^ — 4ö {TQcatitiov), buxä) ben fonft ein aSiered b^ei(^net wirb, 

/ /\ wenn e3 fein 5ßarattelogramm ift, ober rotnn t& ein 

j^^ ' — ^jsf 5ßaar parattele Seiten l^at. Süefe* SSiered wirb aud^ 

älntiparallelograntm genannt. 
SRl^omboib unb Xrap^ beden fid^ felbp nad^ t)orl&eriger Uwwen^ 
bung im 3laume unb gel^ören jur klaffe ber f^mmetrifd^en gigu* 
ten (§. 7, 7). 

5. 2)er oorflel^ettbe Sa| leiert bie Äonflrultion ber ^albierenben 
eine« SBinlel«, ber aRitte einer .Strede, ber SRormale einer ©eraben. 
Eucl. I, 9 ff. 

a. Um ben SBinfel A cb ju l&albieren, fd^neibet man üon il^m ein 
gleid^fd&enteligeS S)reicd ab, beffen SafiÄ ab bem gegebenen SBinfel 
gegenüber liegt. Sluf biefelbe »afi« ftettt man ein anbere« gleid^«' 
fd&en!elige8 S)reied abd unb jie^t bie ©erabe CD burd^ bie S?rt|en. 
2)ie ioalbierenben von SRebenminteln pnb normal ju einanber. 

Sie ^albierenbe eineiS ßentriwinfel« trifft bie 3Jlitte beä einge^ 
fd^loffenen 8ogen£. 

b. Um bie Strede AB ju l^albieren, ftettt man auf biefelbe jwet 
gleid^fd^enlelige ©reiede ABC, abd, unb jiel&t bie ©erabe cd bun§ 
bie Spifeen. 

Um ben Streifen a^abb" ju i^albieren, lonftruiert man bie SKitte 
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C bct ©trede ab, unb jiel^t bie ©etabe cc patattel mit aa*. SJann 
fittb bie ©treifen A'ACC\ C'Cbb' fongtuent (§. 2, 7). 

c. Um bie Slortnale bet ©etaben ab butd^ e 

jtt jiel^ (etrid^ten), wäl^U matt ^ uttb ä itt gleid^ett /x' /^' ^' 
«bftdttbeti von E, jleUt auf AB eitt gleid&fd^etilelifle^ 
SDteied -45 c, uttb jiel^t bie ®erabe CE butd^ bie 
©pi|e. 

d. Um bie Slotmale bet ©etabett AB butd& C 
ju jiel^tt (fällett), toäl^lt matt A uttb b itt gleii^ett 
SübPatibeti von C, ftellt auf ab eitt attbete« gleii^fd&ettfeUflea S)teiedt 
iij?i>, uttb jiel&t bie ©etabe CD. 

6. 3m gleid&fd&ettfeUgen S)teie(I 

ifl bie ißalbietenbe beö SBin!ete att bet ©pi|e ttotmal jut ©aflÄ 
uttb l^albiett bicfelbe, 

tjl bie ©etabe von bet ©pi^e ttad& bet SRitte bet Safi« ttotmal 
jut »afbs uttb l^albiett beti SBitifel att bet @pi|e, 

gel^t bie S^otmale bet ^aftiS auS bet WXit betfelbett butd^ bie 
©pi^e, 

gel^t bie 9lotmaIe bet ^\\& aud bet ©pi^e but($ bie SRitte bet 
»afid. 

»etoei«. SQäentt AC ^ CB, bet SBittlel ACE = ECB, fo ift 

ACE ^ BCE (§. 5, 1). aSJetttt AC = CB, AE => EB, fo ifi ACE 

^BCE (§. 5, 2). (Sitte ©etabe au8 bet SDlitte bet S5afiÄ, toeld^e 
tti^t butd^ bie ©pi|e qt^t, ifl nid^t notmal }ut SafiiS. (Sitte ©etabe 
au£ bet ©pi|e, toel($e nid^t butd^ bie ÜRitte bet ^afiiS gel^t, ift nid^t 
ttotmal pt ^afüS. 

7. @itt 5ßutitt, bet von 2 gegcbetiett SJJutittett gleid^e älbftättbe l^at, 
liegt auf bet ©etabett, toeld^e bie ©ttedEe bet gegebenen fünfte notmal 
f)oXbxtxt SBenn AC = CB, ^0 Vjt AD ebenfo gtofe 
obet gtöfeet aia BD, je nad^bem SBinlel DCA ebenfo 
gto§ obet gtöfeet als bcd (§. 5, 1. 5). Dbet: bie 
Sentten bet Äteife, meld&e eine gemeinfd^aftlid^e Seltne 
l^aben (butd& 2 gegebene 5ßunfte gei^n), liegen auf bet 
©etaben, meldte bie gemeinfd^aftlid^e ©ei^ne notmal 
l^albiett 

X)ie ©etabett, meldte bie ©eiten eines S)teiedS notmal l^albieten, 
l^aben einen $unlt gemein, bet von ben (SdEpunlten gleid^e ^bflönbe l^at, 
boÄ eenttum be* bem S)teiedt umgefd&tieibenen Äteife* (Eucl. IV, 5). 
ggjenn AD = BD, BD = CD, f ift AD == CD, unb bie ©etabe, meld&e 
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A C notmal l&albiert, ge|t butd^ D (6). S)et eettttl* 
rolnfel ADB tjl jn)etmal fo gtoi alÄ ber 5ßert«^ 
pJ^erietDinfel ^ CB, alfo gleid& 180<^ ober tue^t al^ 
180^ toenn ^ CB ted^t ober ftumpf ifi. ©in Äretö 
ifl burd^ 3 ^ßuttfte befümmt; toenn bie flegebenen 
5Bun!te auf einer ©eraben liegen, fo ift ba^ ©en«^ 
trum unenblid^ fem (§. 2, 7) unb ber Ärei^ untere 
fd^eibet fid^ nid^t von ber (Seraben, auf ber bie 
gegebenen ^unttt liegen. 




D' 



C 



a 



8. 6in 5Punft, ber oon 2 gegebenen ©eraben gleid^e Slbflänbe 
l^at, liegt auf ben ©eraben, weld^e bie SEBinlel ber ©eraben l^albieren. 

S)ie SRormale B C ift ebenfo gro§ ober größer atö 

bie anormale BD, je nadibem ber SBinfel Cäb 

^^""^" ebenfo groß ober größer als bad (§. 5, 6). 

Dber : S)ie Zentren ber Äreif e, loeld^e einem ge^ 
gebenen SBinfel eingefd&rieben finb (2 ©erabe berül^ren), liegen auf 
ber ^albierenben beS SBinfete. 

SBenn inSbefonbere bie ©eraben parallel finb, fo liegt ein 5Punft, 
ber oon il^nen gleid^e SKbftanbe l^at, auf ber ©eraben, meldte ben 

Streifen l^albiert. S)ie 9lormale BO ift ebenfo 
groß ober größer afe bie 5ftormale BD^ je na($^ 
bem ber Streifen C*CBB* ebenfo gro§ ober 
gröjser al« ber Streifen B'BDiy. 

S)ie ©eraben, roeld&e bie SBinfel eine« S)rei^ 
edtS l^albieren, l^aben einen 5ßunf t gemein, ber oon 
ben Seiten beS 3)reiedES gleid^e Slbftänbe l&at, baS ©entrum be« bem 
S)reiedt eingefd^riebenen ÄreifeS (Eucl. IV, 4). SBenn D auf ber 
^albierenben be« SBinfetö^ß^Cunb auf ber ^albierenben beS SBinfetö 
CBA liegt, fo l^at D fomol^l t)on CA unb ab, als aud^ t)on AB 

unb B C gleid^e Slbftänbe ; alfo l^at D vonBC unb 
CA gleid^e Slbjiänbe unb liegt auf ber ^albierenben 
beS SBinfelS ACB, ebenfo l^aben bie ©eraben, 
meldte einen SBinlel beS S)reiedfS unb bie an ber 
gegenüberliegenben Seite liegenben Slufeenminf el l^al* 
^ bieren, je einen 5ßunft gemein, ber oon ben Seiten 
beS 2)reiedfS gleid^e Slbftänbe l&at; biefe 5punfte finb bie ©entren ber 
bem S)reiedE im meitem Sinne eingefd&riebenen Äreife. ©in ÄreiS ift 
burd^ 3 ©erabe, bie i|n berül^ren, 4beutig bejiimmt; wenn bie ©e* 
raben einen enblid^ ober unenblid^ fernen 5Punft gemein l^aben, fo 
fallen bie berührten Äreife in ben gemeinfd&aftlid^en 5ßunft jufammen- 
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9. S)ie ^öf)tn einejJ- ©reiedt« b. 1^. bie Sflotmalen aui5 ben 
©pi|en auf bte gegenttberliegenben Selten l&aben einen gemeinfi]^aft=' 
li^m ^unlt (^ö^enpuntt). Dbet: SBenn in einem Sietedt bie 
fleflenilberliegenben Seiten normal ju einanbet finb, fo ftnb aud^ bie 
diagonalen normal ju einanbet.*) 

»eroei« l. S)ie ^öl^en be, cf fd^neiben fid^ in H. <E)ann liegen 
B, C, E, F unb A, E, F, H auf ie einem Äteife (§. 4, 3), unb e« ift 

2 OBA — *LCBF = 2CEF 
IBAB = 1FAH = 1FEH 
ballet %CBA + 5^£r) = 2(lS(EF+F^i7) 
= 2>?J5£f == 2^£^ «« 180^ alfo ift ber 
britte SBinfel be« Don ab, BC, ha gebil^ 
beten 3)teiedf« ted^t 6ine butd^ A unb^^ 
nid&t butd^ B gel^enbe ®etabe ift nid&t 
normal ju BC. 

SemeiiS 2. Biel^t man £/> unb FD fo, bafe JJ t)on ben ©era«* 
ben DE, EF^ FD gleid&e Slbftanbe l^at (8), fo l^aben aud& A, B, C Don 
benfelben ©eraben gleiche SCbflänbe, mell A F unb ae^uHF unb he 
normal finb. JDal^er liegt A auf ber ©eraben HD, unb HD Ifl nor* 
mal fomol^l ju DB o\& aud^ ju l> C, fo ba^ D auf ber ©eraben BC 
liegt. Snfo ift ^ß' normal ju BC, unb eine burd^ A unb nid^t burd^ 
H gel^enbe ©erabe ift nid^t normal ju BC, 

SemeiiS 3. Sem S)reiedE ^BC werbe 

burdö ©erabe, bie mit je einer Seite par*» J»l _c_ / 

allel ftnb, ba« S)reiedE A*B*0 umgefd^rieben. 
»ann ift A'C =^ ba = C& (i), u. f. xo. 
®ie ^ö^en be« »reiedt» AB C finb bie ©e^ 
raben, burd& bie bie Seiten be« SreiedE« 
A*B*C* normal l^albiert werben, unb gel^n 
burdij einen 5ßunft, ba« Zentrum be« bem 
S)reiedE A'B'C umgefd&riebenen Äreife« (7). 







*) tiefer @a| lommt in bem 5ten ber 9(tcl^iinebif4en Semmen Dor, bie bap 
öorbanbenen ©d^olien entfialten ben erften ber l^ier gegebenen Scmeife. 2113 ©igen* 
fd^aft bcS SBierctfS ASnC wirb berfelbc @a| »on ß^arnot geom. de pos. 130 
audgef^rod^en. ^er zweite ^eweid, baburc^ 5emer!endn>ert, ba( er tma5bän0ig 
ift t)on ber Summe ber 3ßin!el eineg ^reied^S unb aud^ für bag fpl^ärMe ^reted! 
mi, ift oon (^ubermann niebere Sp^öri! 68 gegeben n)orben. ^a| jeber ber 
%wxi^ H, Ä, B, C von ben Seiten be« a)reiedCä DEF ber gu^punfte gleidje 
3lbftänbe l^at, war t)on geuerbad^ (baä gerablinige 2)reiedC 1822 §. 24) bemer!t 
worben. JDie ÖJleidJBeit ber Greife ABC,ABH,BCH. CAH, weldje burdj »er^ 
gleidjung ber äöinfel AHB, BBC, CHA mit ben SBinleln beS SJreiedCä ABC 
erfannt mirb, ift bei Garnot a. a. 0. ermäl^nt. ^er britte SSemeid rübrt oon 
©auf; l^er unb ift mitgeteilt in Sd^umad^erS Überf. x>on ^atnoV^ geom. de pos. 
II p. 863. 
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10. ®letd^ ©el^tten teilen auf einem Äretfe gleid^ Sogen ab, 
bilben mit bem ^eife gleid^e äßinlel, l^aben Dom Zentrum gleid^e ä(b^ 
ftänbe unb berül^ten einen concentrifd&en Ätei*. 2Benn bie Seltne wäd^ji, 
jo wäd&ft il^r Ileineret Sogen unb bet SGäinfel beä ©egmentÄ, wal^tenb 
il^t 3lbftanb t)om Zentrum abnimmt. Eucl. HL, 15. 

SSemei^. ©inb bie ©eignen AB, BC einanber gleidö, fo finb bie 
®teie(fe ABM, BCM glei(i& unb ä^nlid^ (§. 5, 2), b. ^. bie SSBinfel 
AMB, BMC finb einanbet gleid^; alfo finb m^ bie xH>n benfileid&en 
©enttiTOinleln eingefd^loffenen Sogen AB, ^C einanbet gleid^ (§. 1,6). 

3)ie Slotmalen au8 M ju ben ©eignen AB, 
B C tteffen bie SRitten betfelben (6), alfo finb 
AD, BE einanbet gleid^ atö giften gleid^et 
©eignen, mitl^in bie ted^twinleligen j)teie<le 
ADM, BEM glei(i& unb äl^nlid^. 3)ie gleid^en 
2ßin!el AMD, bme finb ben fpi|en SBinfeln 
bet ©eignen mit bem Äteife gleid^, weil ma, 
MB notmal jum Äteife unb md, me not*» 
mal JU ben ©e^nen (§. 2, 7). 3)ie gleid^n 
Äatl^eten dm, EM finb bieSlbftänbe bet ©eignen vm ©enttum; bet 
concenttifi^e ÄteiÄ, bejfen ^abivÄ mdx% mxh wn^^Bunb BCU^ 
tü^tt (§. 3, 4). 2Benn fetnet bie ©el&ne BF länget ift aB BC, fo ift 
in ben ©teieden mbf, mbc bet S!Bin!el^^i^> BMC (§. 5, 5). 3ie|t 
man nod^ MQ notmal ju BF, fo ift BG bie ^älfte t)on BF, unb 
bg:>be, ^ietau« folgt, bafe in ben ted&tminfeligen ©teieden mbo 
unb MBE (§, 5, 6) bet SBinlel bmo:^ bme unb bie Äatl^ete GM 
< EM, b. ^. bie gtöfeete ©e^ne BF fd^neibet ben ÄteüS untet einem 
gtöfeeten fpifeen Sffiinlel unb l^at einen fleineten SC^ftanb t)om %txAx\m. 

11. Untet ben ©eignen be« Äteife«, meldte but(ä& einen gegebenen 
5ßunft ge^n, ift bie gt öfete bet ©iametet, bejfen Slbftanb nom ©enttum 
ifi, bie fleinfte biejenige, meldte notmal ju bem etwäl^nten "S^xa^ 

metet ift unb beten Slb^anb t)om Senttum bem 
abftanb be« gegebenen ^nlte« t)om ©enttum 
glei(36 fommt. ©el^n butd& B bet S)iametet CD, 
bie ©el^ne ef notmal ju CD, unb eine anbete 
©el^ne GH, ju meldtet au« bem ©enttum bie 
'i' Slotmale aj gejogen motben, fo ift b bie 3Ritte 
t)on £F, J bie aRitte t)on öÄ Sflun ift G./ < 
öii, folglid^ GH < C/). 3n ben ted^tminfe^ 
ligen S)teiedten ^ÖJ^ aeb ift ^G == AE, aj<ab, folglid^ 

GJ> EB obet GH>EF (§. 5, 6). 
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S)te Wlxittn bet Q^S^ntn, n>el(i^e butd^ einen gegebenen $unlt gel^n, 
liegen auf einem bejümmten Äteife, non roeM&eni bcß ©enttum be« ge* 
gebenen Äteife« unb ber gegebene ^unlt ©egenpuntte finb. 3fl A 
hoä (&tntxum be« Äteife«, B ber gegebene 5ßunlt, J bie SRitte einer 
burci^ B gezogenen Seltne, fo ift ber SBinlel äjb red&t, mitl^in J ein 
5punft be« Äreife«, beffen SJiameter AB iji (§ 4, 3). S)ie »litten oon 
parattelen ©eignen liegen auf bem ©iameter, ber ju ben ©el&nen nor^ 
mal ifi (auf einem Ärelfe, t)on bem ein ^untt unenbli^! fem ifl). 

13. 3wei ^Punfte liegen f^mmetrifd^ ju einer @eraben, wenn 
bie ©trede jwifd&en ben ^ßunlten von ber ©eraben normal l^albiert wirb. 
3nÄ6efonbere liegen bie ©urd^fd^nittäpunfte von 2 «reifen f^mmetrifd^ 
iu ber ©eraben, meld&e bie Zentren uerbinbet (4). S)ie S)urd&fd^nitt8^ 
punfte eine* Äreifeg unb einer ©eraben liegen fpmmetrifd^ jur aflormale 
ber ©eraben auS bem Zentrum bei$ «reife* (6). S>ie Serül^rungiS'' 
punfte von 2 Tangenten eine« Äreife« liegen f^mmetrifd^ ju ber ©e^ 
raben, meldte au* bem Zentrum nad& bem ®ur(i^fd^nitt8puntt ber 
SCangenten gel^t (§. 4, 8). 

aOBenn bie ©erabe mn unb auf einer ©eite berfelben bie ^punlte A, 
B gegeben finb, unb auf ber ©eraben , 

MN ein ^Punft gefud&t mirb, au* mel*' ^ 
d^em nad^ A unb B ©erabe fid^ sielten 

laffen, bie mit mn gleid&e SBinJel ein^ i 

fd^liejsen, fo fonfiruiert man ben 5ßunlt ^ 
A\ meld^er mit A ju mn fpmmetrifd^ 
liegt, tinb flnbet ben gefud^ten ^unft ^' 
c al* SDurd^f d^nitt oon M N unb A'B. »enn bie SJreiedte ADC, A*D C 
fmb gleid^ unb ol^nlid^, unb ber Sffiinfel acd^ dCA\ 3flun ifl dga' 
= NCB al* ©^eitelminlel, f olglid^ ^i CJif — i^Oi?. JDer gefunbene 
$unft iji vox atten fünften ber ©eraben mn baburd^ au*gejeid&net, 
ba§ bie ©VLVXvxt feiner Slbfiänbe non ben gegebenen ^Punften am Hein*' 
Pen ift*), baB alfo ac+cb<ae+eb, mnn E irgenb ein 
anberer ^unft von mn ijt. 3n ber a:]&at ift ii C — A% ae = A'e, 
A'C + CB< A'E + EB (§. 3, 2). dagegen erreid^t bie ©ifferenj 
A^E — BE ober AE — BE x^xvx größten SBert ab, wenn E mit 
bem 5E)urd^fd&nitt ber ©eraben mn unb AB jufammenfällt. 

S)ie gu6pun!te ber ^öl^en eine* fpifeminteligen S)reiedt* beftimmen 
ein bem gegebenen S)retedE eingefd&riebene* 2)reledf von ber SJlrt, ba§ 



*) liefet @a^ toirb^eron von ben orie^if d^en D^tttetn ^ugefcl^nel^en. Silbe 
(Stefd^. ber C^ti! I p. 49. 2)ie folgenbe Semerfung Mer ben $erimeter bed 2)retedtd 
bet gu^punlte J^at ber jüngere gagnano gemod^t (Acta Erud. 177ö p. 296). 
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lebeÄmal bte burd^ einen @<fpun!t gel^enben Seiten mit bet butd^ ben«* 
fetten ©dpunlt gel^enben Seite be« gegebenen S)reiecf« entgegengeht 
gleid&e SBinfel bitten (9). ©a8 S)teie(I bet gufepunite l^at unter ben 
bem gegebenen ©reied einfd^reibbaten S)reie(Ien ben fleinften ^eri^ 
meter, weil bie SSetfd^iebung eine« feinet ©dpunfte mit einet SSet^ 
me^tung be« 5ßetimetet8 uetbunben x% 

18. SBenn jmei ©etabe ben Ätei8, beffen Senttum m, in « unb 
ß betagten, unb von einet SCangente be« Äteife« in A unb B ge^ 
fd^nitten wetben, fo etfci&eint au« bem ©enttum bet Sogen aß jweimal 

fo gtofe, al* bie S;angente ab. 
SBitb bet ßtei« von ab in y 
betü^tt, fo ift bet SBinfel ctMy 
= 2AMy, meil a unb y fpmme^ 
ttifd^ ju MA liegen; ebenfo yMß 

=2yMB; ^olQlx^aMß=2AMB. 

auf biefette SBeife ftnbet man 

aMß = 2A^MB^ = ^A^MB^ 

u. f. f. SttJtfd^^^ jwei gegebenen 
2:angenten eine« Äteife« et^ 
f^einen alle anbetn 2;angenten 

begfetten Äteife« au« bem Senttum l^alb fo gtofe al« bet jmifi^en ben 

S3etül^tung«punf ten bet gegebenen SCangenten entl^alteneSJogen, mitl^in 

(§. 2, 4) gleid^ gtofe obet um 180<> t)etfd^ieben. *) 

3&^nn ba« SSieted^^C/)bemÄteife, beffen ßenttumiif, umge^ 

f (Stieben ift, unb bie Seiten bc, da ben Ätei« in «, ß betörten, fo 

ift 2AMB = ßMa, 2CMD = aMß, folglid& 2{AMB+CMD) == 0. 

SBenn fetnet bo« Sed^«e(f abcdef bem Steife, beffen Senttum m, 
umgefd&tieben ift, unb bie Seiten BC, DE, fa ben Ätei« in «, ft y 

betul^ten, foift2.4J*f5 = yMa, 2CMD = aMß, 2EMF=ßMy, 
folglich 2{AMB + CMD + EMF) = 0. U. f. m.**) 

SBenn bei einem bem Äteife umgefd^tiebenen Se(S«e(J bie ®iago^ 
naien Don bet iten na(S bet 4ten, von bet 2ten na(| bet 5ten ®dfe 
butd^« ©enttum gel^n, fo gel^t aud^ bie diagonale von bet 3ten nad^ 
bet 6ten ©dte butd^« ©enttum.***) Sejeii^net man bie boppelten ©en^ 
ttiminfel, meldte bie Seiten be« Sed&«edf« einfd^Uefeen, betSRei^e nad^ 
butd^ a^, «2, . . /fo ift «4 = «1, folglid^ «3 + «4 + «5 = «^j + 




*) ^oncelet propr. proj. 462. 
**) $0ttcclet propr. proj. 463. 
*♦*) ®etgonne in ben Ann. de Math. 4 p. 78 l^ot biefen befonbetn %aU be§ 
iSriand^on^fci^en ^^eoremd in ^etrad^t gebogen. äSergl. oben §> 4, 6. 
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«3 + «5 =0 naä) bcw t>oxf)xn bewiefenett @a|e; l^tetau« fllefet bie 
SBel&auptung nad^ §. 2, 4. SBenn bei einem bem ffireife umflefdSiriebetten 
Sel^ned bie Siiagonaleit t)Ott ber iteti nad^ ber 6tett, oon ber2teTMtad^ 
ber 7tett, üoti ber 3ten na(ä& bet 8ten, t)Ott ber 4ten nad^ ber Qtett Mt 
butd^^ gentruttt gel^n, fo gel^t aud^ bie diagonale von bet 5ten nad^ 
bet loten ®dte butd&« Senttum. 3taä) bet angenommenen SJejeid&nung 
l^at man a^ = a^, a^ = «3, folglid^ «5 + «e + «7 + «s + «9 
= «1 + «3 +• «6 + «7 + «9 = 0. U. f. »). 3Stnn bei 2 bem 
Äteife umgef(§tiebenen 3Sietedfen bie bie iten, 2ten, 3ten 6dEen oetbin^ 
benben ©etaben butd^iS ©enttum gel&n, fo gel^t aud^ bie bie 4ten ©dten 
oetbinbenbe @etabe hux^& Senttum. 3)enn man l^at bei äl^nlid^et §Be^ 
jeid^nung «^ == «j, a^ 4- «3 = o> «5 + «7 = Ö, folglid^ «, = «3. 
U. f. xo. 

§♦ 7. aSon ben gleid^cn unb äl^nUd^cn Figuren. 

1. gilt einen Sufd^auer, bet eine ©eite eine« ©teiedf« ABC i.^. 
AB oon A na6) B jutüdlegt, liegt bet btitte ©dfpunft C entwebet jut 
ßinfen obet jut Steinten, unb bet SuWauet, n)eld^et ben 5ßetimetet be« 
a)teiedE3 ABC von A nad^ B unb oon ba nad^ C h\& A (nid^t ent^ 
gegengefefet) jutüdElegt, bte^t fid^ in bem etjien gaUe linföum, in bem 
anbetn galle ted^t^um. 3wei S)teiede ABC unb def betjelben 
ebene l^eifeen eine« ©inne« obet entgegengefefeten ©inne«, je 
nad^bem e« bie ©te^ungen finb, raeli^e ein äi^f^ä^wet bei bet 'SuxM^ 
legung bet $etimetet ^l^C unb def mad^t. 

SBenn jebem ^JSunft einet gigut ein ^unft einet anbetn gigut fo 
entfptid^t, bajs bie ©teiedte ABC, ABD, ABE, . . meldte oon jwei 
5ßuntten bet einen gigut mit ben übtigen 5ßun!ten betfelben gigut ge*» 
bilbet metben, ben entfptec^enben S)teiedfen bet anbetn gigut a*B'C*, 
A'B'D\ A*B'E\ . . bet Steige nad& gleid^ unb ä^nlid^ finb, unb babei 
ABD, ABE, . . mit ABC eine« obet entgegengefefeten ©inne«, je nad^** 
bem A'B*D\ A'B'E', . . mit A'B'C eine« obet entgegengefefeten ©inne« 
finb: fo finb bie giguten ABCDE . . unb A*B'C*D*Ef . . gleid^ unb 
äl^nlid^, b. ^, alle übtigen S)teiedfe bet einen gigut finb ben entfpte^ 
(^enben ©teiedEen bet anbetn gigut gleid^ unb äl^nlidö, acd unb 
A'Oiy, BCD unb b'od', ace unb a*ce\ ade unb a'D'e, bce 
unb B'CE', BDE unb b'd^e*, Cde unb C'd'e% ...*) 

S3en)ei«. 3lad^ ben gemad^ten 3Sotau«fefeungen iji bie ©eite AC 

= AC% AD = A'D', \itxmnUlBAD—BAC=B*A*D'-'RA'C' 

*) Sergl. bc8 »crf. «ßl^anblung über ©leldj^cit unb S^nltd^feit k. a)reäben 
1852 p. 15 unb 40. 
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b. f). CAD :^ CAD\ folgftd^ ^CZ> ^ ^'C'Z>' (§. 5, 1). gbettfo et^ 
fetiTit man, bat ^äCE ^ .ä'C'^', ade ^ A'D'e*, unb bafe bcd^ 

ROiy, BCE ^ B*OEf BDE ^ B'D'B, 

Sltt« ben ©rflebniffett bcd^ b^ou, bce 
^ B*OE wirb fetner geWoffen, bafe cz)£ 

^ C»Z)'£^ u. f. f. 

anmetfung. 3e nad^bem ein ^paat ent^ 
fpted^enbe S)teie(fe bet gleid^en unb d^nlid^en 
giguten eine« ober entgegengefe^ten ©inne« 
finb, fo finb e« atte 5Paare oon entfpred&enben 
5J)reiedten unb bie ganjen giguren. 

3. 3^ Jtt>^i gleid&en ©tred en A B, A'B' auf ©eraben, weld^e fid^ 
in R fd^neiben, giebt e« einen $unlt S, mit bem bie ©tredEen gleid^e 
unb äl^nlid^e 3)reiede eine« Sinne« bilben. Sfl nftmlid^ S ber jroeite 
©urd^fd&nittÄpunft ber Äreife RAA', rbb\ fo l^aben bie2)reiedteÄ^5, 
SA*B* ber gleite nad& gleid^e SBinfel (§. 4, 7) unb bie ©eite AB = 
A*B\ folgltd^ ift SAB ^ SA'B* (§. 5, 3). ^ugleid^ iji ber Sffiinlel 
ASA'=BSB*= AB'' AB' (§. 4,7). S)urd^ S gel^n bie ©eraben, toeld&e 
AA unb BB' normal l^albieren, weil AS = ^'aS unb BS = b*s, 
®urd& aS gel^t aud^ bie ©erabe, roeld^e ben 9lebenn)infel be« t)on ab 
unb A*B* gebilbeten SBinlel« l^albiert, weil Sx^mAB unb AB" gleid&e 
Slbpänbe l&at (§. 6, 7. 8). 2Birb bie gigur SAB in ü^rer ©bene um 
s gebrel^t bi« SA mit ^-4' ober mit ber entgegengefefetenSSerlängerung 
t)on SA jufammenfäDt, fo gelangt AB jur »edEung t)on ab* ober 
bilbet mit AR ein ^Parallelogramm, beffen Zentrum S iji (§. 6, i), 

gerner giebt e« eine.©erabe 

s, mit ber ab unb ab* entge«» 

gengefe|t gleid&e SBintel bilben, 

unb Don ber bie ^punlte A unb 

A, B unb B* entgegengefeit 

gleid^e Slbjiänbe l^aben. 3fi « 

bie SUlitte ron AA, unb bie 

©erabe a burd^ a paraSel mit 

ber §albierenben be« SBinfel« 

AB ""AB* gejogen, finb ferner bie 

©eraben A c unb AO normal 

.^\ ju s, f finb bie JDreiedEe « ^ C unb 

uAa gleid^ unb ä^nlid^ (§. 5, 3), b. 1^. AC^AO unb « bie2Ritte t)on 

ca. SBirb xoxM BB* von s inß gefd^nitten, unb jiel^t man bie ©e^ 

raben BD unb B*iy normal ju s, bie ©eraben -4Sunb AEf parattel 
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mit *, fo finb bie ©telerfe ABEUnh ä'B'E* qUO^ unb äl^TtUd& (§. 5, 3j, 
b. ^. BE = jj-is*, ^E .= ^'JE'. 3uglet<3& ^at man ED — ac, CD 

= AE, E*D' «= A'O, OD* = .ä^E' (§. 6, 1), folflUd^ BD = B*D 

mb CD= OD'. S)a nun bdb'D* ein ^ßataBelogramm Ift (§. 6, 3), 
fo Ifi ß ble SRltte fowol^I t)on 5JB' aI8 aud^ t)on />£>'. 3nbem man 
ble gleld^en ©trcden CD, OD* x>m OD fubtta^lett ober ju D^C ab*- 
blctt, ftnbet man nod^ CC = £)/>, unb ba^er aß = cd = OD, 
mell aD — ßD^ CD. SBltb ble fjlgut ^5Z>c In ll^et ebene ber 
©eraben * entlang fortbewegt, btö O mit c* jufammenfällt, fo ge^ 
langt A mit A*, b mit B* In f^mmettlfd^e Sage ju « (§. 6, 12). 

SQBenn InSbefonbete aba*B ein ^ßatattelogtamm Ift, fo l|i ber 
^unlt s boA ©entrum be* ^Parallelogramm« unb ble ©erabe s normal 
§tt AB. SBenn abb*a* ein $araKelogramm Iji, fo Iji S ein unenblld^ 
femer pinft ber @bene abb'A*, unb ble ©erobe « Ift ble Ipalblerenbe 
be« y>m AB unb ii'ö' elngefd&loffenen Streifen«. SBenn A mit a* 
tjerelnt ip, fo fäat A^mlt bem ^nft AA* gufammen unb ble ©erabe 
8 Iji ble ^alblerenbe be« Don ab unb a*b* elngefd&loffenen SBlnlel«. 

B. 3^ pel gleld^en unb äl^nlld^en ^ol^gonen eine« 
©Inne«, ABC .. unb ARO .., glebt e« einen p^ felbft fo ent^ 
fpred^nben 5ßunlt S, bafe SABC . . unb sa*b*o . . gleite unb äl^n^ 
ll(§e 5ßolpgone eine« ©Inne« finb. 3jl nämlld^ ä ber ^unf t, mit meld^em 
AB unb A*B* glelii^e unb äl^nlld&e ©relede eine« Sinne« bllben (2), 
fo folgt an^ ben «eblngungen ABS ^ A!R8, ABC ^ a*rc*, . . , 

bafe SABC . . ^ aS^'^'C . . (1). 

SBBell ble SBlnlel ASA\ bsb\ csc\ .., ab^a*b*, aC^A'O, 
BC^RO, . . oon berfelben ©röfee ftnb (2), fo fd^nelben r«* ble entfpre^ 
d&enben ©eraben ab unb a*b*, ACunb A*0, . . auf bem Ärelfe aa*s 
(§. 4, 3), ble entfpred^enben ©eraben ba unb ba% bc unb B*c\ . . 
auf bem Ärelfe bb*s, u. f. f. SBell ber 5ßunft s uon ben entfpred&en^ 
ben 5ßunften A unb -4', b unb b*, c unb O, . . ber Stelle nad^ gleW^e 
abflänbe l&at, fo gel^n ble ©eraben, meldte AA*, bb% CO, . . normal 
l^albleren, burd^ s. SBell ber ^unft 8 t)on ben entfpred^enben ©eraben 
AB unb A*B\ AC unb A*o, ÄCunb b*o, . . ber 3lel^ nad^ gleld&e 
Slbfidnbe l^at, fo gel^n ble ©eraben, meldte ble Siebenrolnfel ber SBlnlel 
AB'^A'B*, ACA'O, bc^b*0 halbleren, burd& S SQBlrb ba« $ol9gon 
SABC ..in feiner ebene um s gebrel&t, bl« ^-4 mit SA* ober mit ber 
entgegengefeiten SJerlangerung t)on>Sf^' jufammentrlfft, fo gelangt ABC. . 
jur S)edhing oon a*b*o . . , ober aba*b*, aca*o, bcb*o, . . wer« 
ben ^Parallelogramme, beren gemelufd^aftlld^e« Zentrum s Ift (§. 6, 1). 

SBenn ln«befonbere ble gegebenen ^olpgone fo Hegen, ba^ abb*A' 
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ein ^ParaCelofltatnm ift, fo ftnb au(ä& ACOA', BCCB', . . ^Jatattelo*» 
fitamme/unb bie ©treden AA\ bb\ cc, . . finb parallel unb cjleid^. 
öetüegt man ba^ ^Polpgon ABC ..in ber Slid^tung AA', btö A mit ^' 
jufammenfällt, fo gelangt ^5C . . mit A'B'C . . jut S)edEung.*) 

4. 3u jwet gleid^en unb äl^nlid^en ^Bol^gonen niiä^t eine« 
©inne«, ABC. . unb A'B*C* . ., giebt e« eine fidt> felbjt entfpted&enbe 
©erabe s, mit weldöer bie entfpre(ä^enben ©eraben A b unb ^'-ß', A C 
unb ^'C", 5C unb B*C', . . ber 9teil&e nad^ entgegengefefet gleid^e 
SBinlel bilben, unb. t)on weld&er bie entfpred^enben ^nnttt A unb A\ 
B unb B*, C unb O, . . ber Sfteil^e naiä^ entgegengefe|t glei(^e Slb*» 
ftänbe l^aben. 3ft nämlid^ bie ©erabe s burd^ bie SRitte non AA* 
parallel mit ber ^albierenben be« SBinlel« ab^a*b* gejogen, finb 
ferner AF, bg, CH, .., AT, B'G\ CW, . . normal ju a, fo ftnb 
(2) AFA*F\ BOB'0\ CHCH% . . ^arattelogramme, morau« man 
fd^liefet, baj3 bie SKitten t)on aä, bb\ CO, . . auf ber ©eraben s 
liegen. S)abei finbet man FF* ==. GQ' = HE' u. f. f. SBirb bie 
gigur ABC . . FGH . . in il^rer (Sbene ber ©eraben & entlang fort^ 
bewegt, bi« F mit F' jufammenfättt, fo gelangt A mit ^^^ mit B, 
C mit C\ . . in fpimetrifci^e Sage ju s. 

SBenn in^befonbere bie gegebenen ^ol^gone fo liegen, ba§ AA* 
jur ^albierenben be§ aOäinlel« AB "AB* normal ift, fo l^aben biefelben 
bereit« fpimetrifd^e Sage ju ber ©eraben, weld&e AA* normal l^albiert 
unb beren fünfte fid& felbfl entfpred&en. **) 

5. S)ie Äonftrultion eine« regulären ned« (§. 1, 8) fann 
auf bie S:eilung ber ®bene in n gleid^e 3öin!el ober auf bie Stellung 
be« Äreife« in n gleid^e Sogen gegrünbet werben. ®enn « gleid&e 
unb äi)nlx6)t gleid&fi^enfelige ©reiede, beren ©pifeen in bem gemein«» 
fd^aftlid^en ©d^ieitel jener SQSinlel liegen, bilben jufammen ein regu* 
läre« ned; ebenfo bilben bie ©eignen biefer Sogen ben 5ßerimeter 
eine« regulären ned« (§. 6, 10). 

6« giebt aber oerfd^iebene Slrten t)on regulären nedeü, unb jmar 
l^alb foniel, al« ^a^ltn uorl^anben finb Heiner al« n unb prim ju n 

*) S)er ?ßuttft S ift einerlei mit bem von @uler (1777) Betrad^teten centrum 
similitudinis (Nov. Act. Petrop, 9 p. 154) unb bem von SÄagnuS fogenannten 
©ituationäpunft (Slufg. b. anal. Oeom. I. p. 59). 3lttf bie SBemerlung, baj jebe 
SSerrütfung einer ^lanfigur in il^rer ®bene alä ^rel^ung um einen Beftimmten $unlt 
S angefe^n werben fann, grünbet fidj eine SKetl^obe, 3lormalen ju Äurt)en ju giel^n, 
t)on ber juerft 3)e§carte3 ©ebraud^ gemaci^t l^at. $ergl. @ 1^ a § l e d ap. bist. p. 649 
b. Itberf. 

**) S)ie ©erabe s ift einerlei mit ber t)on 3Ragnu§ (1. c.) fogenannten 
,,©ituationäaje". 
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(»ttg. ätiti&m. §. 13, 15). Um nämlid^ ein refluläre« ^Pol^gott ju er^ 
liialten, lann man bei einem in n gleici^e ä9ogen geteilten ^eife xM^i 
nur bie ©eignen t)om iten nad^ bem 2ten Seilpunlt, t)om 2ten nad^ 
bem 3ten, . . jiel^n, fonbetn ayxS^ t)om iten nad^ bem 3ten, t)om 3ten 
nad^ bem 5teit, . ., ober überl^aupt üom iten nad^ bem (1 + fc)ten, t)om 
(1 + fc)ten nad^ bem (l+2fc)ten, . ., mobei biejenigen Xeilpunfte fid^ 
nid&t unterfd^eiben, beren 9flummem nad& bem 3Robul n biefelben SRefte 
l^aben. SBenn nun fc prim ju n ifl, fo baben bie n ßablen l, 1 + fc, 
l-f 2fc, . ., 1 + (n — l)fc nad& bem 3KobuI n uerfd&iebene Sftefte (SHHg. 
Slritbm. §. 13, 19), mitbin fällt erji bie (n + i)te unter ben gezogenen 
©ebnen mit ber erfien jufammen. SSertaujd^t man fe mit n — k, fo 
mirb baiS fonftruierte ^ßoltjgon nid&t Deränbert, meil ju jmei Sogen, bie 
jur ^ßeripb^i^i^ ft^ ergdnjen, gleid^e ©ebnen geboren. 6« giebt alfo 
nidbt mebr oerfd^iebene reguläre nedfe, atö gablen, bie prim ju n finb, 
in ber 9leibe t)on i h\& i(n — 2) ober \{n — i), je nad^bem n gerabe 
ober ungerabe.'') äBirb biefe älnjabl burd^ z beseid^net, fo bat man 

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ... 
;? 1121323 2 5 2... 

2)urd^ bie Teilung beiS Äreife« in n gleid&e Sieile iji bie a;ei«' 
lung beiSfelben in m gleid^e a;eile gegeben, menn n burd^ m teilbar 
ip; femer ift aber aud^ bie S^eilung beiS ÄreifeÄ in 2n, 4n, 8»i, . . 
gleid^e %t\\t auiSfübrbar, inbem man jeben ber gegebenen Seile i^ah 
biert (§. 6, 5). ®urd^ bie a;eilungen be« Äreife« in n gleid&e Sieile 
unb in m gleid^e Seile ijl bie Seilung be«felben in mn gleidbe Seile 

gegeben, menn m prim }u n iji, meil = ^~^ irrebucibel. 

S)ie Seilung be« Äreife« in 6 gleidbe Seile gefd&iebt burd^ ab^ 
teilung t)on Sogen, beren ^i^intn bem Sftabiu« gleid^ jinb. eine 
fold^e ©ebne bittet mit ben 9labien ibrer ©ubpunfte ein gleid^feitige« 
©reiedE, meldte« gleid&minlelig ift (§. 3, 1), unb beffen Sentriminlel 
folglid^ ber 3te Seil t)on 180<> ober ber 6te Seil t)on 360 <> ift. 3)ie 
Seilung be« Äreife« in 10 gleidbe Seile gefd&iebt burd^ Abteilung 
Don Sogen, beren ©ebnen bem fogenannten golbnen Slbfd^nitt be« 
Sftabiu« gleidö finb (§. 11, 6). SKuÄ bem 3ten unb 5ten Seile eine« 
flreife« finbet man ben löten Seil beiSfelben. 



*) a)ic regulären »ol^gone ber erfteit 3Crt unb ba8 8»«t« günfed (Pentagramm) 
fmb in ber %xj^^a^1^xt^S<i^ta ©c^ule unterfuc^t morben (»ergl. Eucl. IV), bte ü^en 
(ftemförmigen) im 13ten 3a^r$. »on ©am^anug, im Uten ^al^rl^. ©on örab* 
marbine, im 16. Sal^r^. oon 9lamu§, bann t)on fteppler (harmonice mundi 
1619), genauer Don SReifter Comm. Gott. 1769 p. 148 unb ^oinfot 1809 J. de 
Tee. poljt. Gab. 10 p. 16. SSergl ^l^aSled ap. bist. p. 545 b. Überf. 9ret« 
fc^neiber Geometrie vor ©uclibed p. 85. 

»al^er II. 6. Xnf(. 4 
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3)te 2:eilttng be« Ärelfe« in n gletd^e Jieile, wenn n eine Sprint^ 
jal^l tji, lä^t ftd& butd^ elementare Äonftruftion (b. f). mit ipilfe einer 
enblid^en änjal^l t>on ©eraben unb Äreifen) im allgemeinen nid^t 
auSfül^ren, fonbern nur in bem gatte, ba§ jugleiti^ n — i eine ?ßotenj 
von 2 iji, j. SB. für bie ^^imja^len 3, 5, 17, 257, 65537, . . , weil 

4 = 22, 16 = 2*, 256 = 2», 65536 = 2^\*) 

3ebem regulären ^ßolggon lann ein ÄretÄ um»- 

^:::zz::::^ gefd^rieben unb ein concentrifd&erÄreiÄ eingefd^rie* 

/A\ ben werben. 3ftbie@eite^5=5C=CD = .., 

\\ ber SBinf el CBA = DCB=.., mb MiaS ©en^ 

^X 'M^ trum beiS fireifeiS ABC, fo ift ba« S)reiedE ABM 

/ \ / ^ BGM (§. 5, 2) b. 1^. ber SBinlel mba = mcb. 

' / ^\J/ 5RuniftberaBinIelCß.l = i>Cß,folglid^CßJj/= 

j^rr:^^ dgm, unb baiS »reied bcm ^ CDM (§. 5, i) 

b. ^. CJJ/ = DJf. Sllfo gel&t ber ÄreiÄ i4J5a burd^ 
D, u. f. w. S)ie gleid^en ©eignen AB.bc, cd, . . biefe« Äreife« l^aben 
von bem ©entrum Af gleid^e Slbjiänbe (§. 6, 10) unb berfil^ren einen 
concentrifd&en ÄreiS, ber bem ^ßolpgon abgd . . eingefd^rieben ijl 

6. aSenn in einem 2nedt abg .. a^b^g^ bie Seile abc ,, a^ 
unb A^b^G^ . . A gleid^ unb äl^nlid^ eine« ©inneiS finb, fo l&at ba« 
$ol)^gon ein Zentrum von ber älrt, bag jebe burd^ baiS Zentrum ge^ 
jogene ©erabe ben ^Perimeter be« ^ßolpgon^ in ©egenpunften unb ba^ 
^olpgon in ^wei gleiche unb äl^nlid^e Seile eineiS @inneS teilt. S)ie 
jwifd^en ©egenpunften entl^altene ©tredfe ifi ein 2) i am et er. 3)te 
3Kitten aller S)iameter finb im ßentrum tjereint Senn bie ©eiten 
AB unb A^B^ pnb nad^ ber SSorau^fefeung nid&t nur gleid&, fonbem 
aud^ parattel, weil bie SBinlel BAA^^ unb ^1-4^.4 gleid^ finb, alfo ifi 
ABA^B^ ein ^Parallelogramm (§. 6, 3), beffen ©entrum jugleid^ bo« 
Zentrum be« ^Pol^gon« ifi. aSergl. §. 6, l. 

2Benn in einem 3wedt abg . . a^b^ g^ . . a^b^G^ . . bie Seile 
ABG . . Ay^, A^B^G^ . . A<^, A^B^Gc^ . . A gleid^ unb ä^nlid^ eine^ ©inne« 
finb, fo l^at ba« ^Polpgon ein ©entrum oon ber 2lrt, bafe je 3 auiS bem 
©entrum nad& ber ^peripl^erie gezogene Slabien, bie bie ©bene xn 3 gleid^e 
SBinlel teilen, einanber gleid^ finb unb baiS ^Polggon in 3 gleid^e unb 

*) S^iefer 3ufa| xur alten ©eometrie ift won ®au^ 1796 entbetft roorben (Disq. 
arithm. 365). Sßon oer ^onftn^on beä regulären 17ed(d l^anbeln ßegenbre 
(filem. de trigon. 110), ©runert in ÄlügelS matl^. 958. V p. 811, ©täubt 
Brette 3. 24 p. 251. 2)ie Teilung beg ^reifed in 257 gleid^e Xeile ^at Siid^elot 
©reae %. 9 unterfud^t. germat'S SJermutung (nic^t Sel^au^)tuna), ba^ 2» + 1 eine 
^rimjaljl fei, wenn w eine ^^otenj Don 2 ift, l^at ficß nid^t beftötigt; ®uler 
(Comm. Petrop. VI p. 104) ^at geleaentlid^ er!annt, ba| 2^2 -+- 1 burc^ 641 teil« 
bar ift. SJergl. SucaS Comptes rendus 1877^ p. 181. 
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äJ^nltd^e 2;eile eine« Sinne« jerfd^neiben. SCBeil naä) SSotauÄfefeunfl 
AA^ = ÄiA^ = Ä^A, \o ift ^^1^2 ^^^ reguläre« S)reie(J. SP ^ 
ba« Zentrum be« bem SJreieö aa^a^ untgefc^riebenen Äreife«, unb 
werben MF, mf^ , mf^ mä) ber ^ßeripl^erie be« ^pol^gon« f o gejogen, 
baB bie SBinfel fmf^, f^mf^, f^mf einanber gletd^ finb, fo pnb 
nid^t nur ma = ma^ = ma^, mabca^, ma^b^c^ ..^2r 
MA^B^C^. .A gleid^ unb äl&nlid& eine« ©inne«, fonbern e« ftnb aud^ 
bie aSinlel amf, a^mf^, a^mf^ einanber gleid^, bie S)reiedfe MAF, 
MA^F^, MA^F^, fowie bie ^Pol^gone MF. .F^, mf^ ..f^, mf^ . . f 
gleid^ unb ä^nlid^ eine« ©inne«, wobei MF = mf^ = MF2. 

SBenn überl^aupt in einem mntät AB .. a^b^ .. A^B^ 

Am^iBfn-i . . bie 2;eile ab . ., AiB^ . . , • -^ ^«-1 ^mr-i . . gleid^ 
unb äl^nlid^ eine« ©inne«, unb A, A^, ^2f-^m-i bie ©fpunlte 
eine« regulären wedE« finb, fo l^at ba« ^olpgon ein ©entrum von 
ber Sttrt, bafe e« m Sftabien, bie bie (SbtM in m gleid^e SBinlel teilen, 
einanber gleid^ [inb unb ba« ^Polpgon in m gleid^e unb äl^nlid^e 
a;eile eine« ©inne« serfd^neiben.*) 

7. ©ine g^igur, weldjie von einer (Seraben in jwei entgegengefelt 
gleid^e unb äl&nlid&e 2;eile geteilt wirb, bie ju ber ©eraben f^mnie^ 
trifd^ liegen (§. 6, 12), l^eifet fpmmetrif d^, unb bie ©erabe eine 21? e 
ber ^flur.**) 5Da« gleid[)fd&en!elige S)reiedE ift fpmmetrifd^, bie ben aBin-* 
fei an ber ©pi^e §albierenbe iji feine Slye. (Sin SSiered, in bem zwei- 
mal jwei folgenbe ©eiten gleidö finb, ober in bem jwei gegenüberlie^ 
genbe ©eiten parattel unb ungleid^, bie beiben anbem gleich unb nid^t 
paraHel finb (§. 6, 4), ift f^mmetrifd^; bie ©erabe, weld^e einen von 
gleid^en ©eiten gebilbeten 3Binfel l&albiert ip bie Slpe be« SSieredfö. aOe 
fpmmetrifd^en ^5*9^^^^ fönnen burd^ Sufammenfügung uon gleid^* 
fd^enfeligen S)reieden mit einer gemeinfd&aftlid^en 3lje ju ©tanbe ge*» 
bra^t werben. 

®« giebt ??iguren, bie mel&r al« eine Slye befifeen. @in Sll^ombu« 
l^at 2 Sljen, bie feine gegenüberliegenben 2Bin!el l^albieren; ein Slelt^ 
angel l^at 2 2lfen, bie feine gegenüberliegenben ©eiten normal f^ah 
bieren; ein Duabrat f)at 4, ein reguläre« nedt l^at nSttjen; ein Ärei« 
l^at unenblid[) oiel ätjen, benn jeber S)iameter be«felben ift eine 2lfe. 

*) ®er attgcmctttc begriff oon Zentrum unb S)iamctcr flnbet fidj 6ei Sltd^i^ 
mcbcS unb 5ct SCpolToniug, unter ben S'leuem f^ai il^n 9iewton aufgeftefft im 
2lnfang ber Enumeratio linearum etc. i^uruen ber obigen 9lrten l^at ®uler 
(Introd. n cap. 15) betrad^tet. 

**) ^m wettern ©inne werben audj bie in (6) Betrachteten fjiguren jgntmetrifdje 
genannt. SSergl. 95rat)ai3 sur les polyMres symmetriques Sioumfte 3- 1849 
t. 14 unb 2Rö5iug über f^mmetrifd^e giguren 1851 ©relle 3- 44. p. 335. Slse 
unb Xiamttev finb Don SlüolIoniuS unb 3lctt)ton (1. c) untcrfd^ieben worben; 
bei ©uler wirb bie ^£e oiiameter orthogonalis genannt. 

4* 
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SEfenn eine fjlgut 2 Slyen beft^t, beten SBinfel ju 180 ^ ba8 ratiO" 
nale aSerpltni« i : m 1)at, wobei / ptim pi m, fo befifet bte gigut 
llbetl^aupt m Stjen, bie fidii in einem ^unlte, bie ©bene in'2w gleiii^e 
SSBinJel unb bie gigur in 2m gleid^e unb a^lid^e Stelle fd^neiben, von 
benen je jtoei folgenbe nid^t eine« ©inneS finb. S)et gemeinfd^aft^ 
lid&e $unlt bet 3ljen ift ein Zentrum t)on ber Slrt, bafe je m Sftabien, 
bie bie Sbene in m gleid^e SBinlel teilen, einanber gleld^ finb unb bie 
gigut in m gleiij^e unb ä^nlii^e §19«^^^ eine« ©inne« jetfd^neiben. 

©inb nämlid^ mä unb MB Slyen ber g^tgur, 
Q^ g MB . . G unb MB . . A entgegengefe^t gleid^ 

unb ä^nlid^, fo iji Jf J5 . . C ein SB^ftanbteil 
bet gigut, weil MB eine älje ijl, unb MC 
eine Slye betfelben, weil MC mit mä f^m* 
mettifd^ }u MB liegt unb mä eine Slye bet 
'^ Sigut ift ®benfo fd^liefet man, ba^ MD 
eine Slje ift, wenn MC. . D unb MC . . B 
entgegengefeit • gleid^ unb äl^nli^ finb, u. f. w. SRad& bet SSotau««^ 
fefeung fällt abet untet ben giabien ma, mb, mc, . . bet (2m + i)te 
mit bem etften jufammen; ballet teilen biefe Sftabien bie (&Unt in 
2m QUxd)t Söinfel, bet (m + i)te Sftabiu« bilbet mit bem etjien bie 
etfte Slfe, u. f. f. SSetgl. ©ulet Introd. II, 344. 




§• 8. S)urd^f(i^nitt eineg SBinfeU mit parallelen. 

1. SBenn man auf einem ©d&enfel eine2 SBinleU t)om ©d&eitel 
ou« ©tteden abteilt, bie einanbet gleid^ pnb, unb butd& bie XtiU 
punfte patattele ©etabe jiel^t, bie ben anbetn ©d^enlel fd^neiben, fo et-* 
plt man auf bem anbetn ©d^enfel ebenfoDiel ©tteden, bie einanbet 
gleid^ finb, unb bie patattelen ©tteden vom ©d^eitel au« gejault, vix*' 
l^alten fid^ bet Steige nad& wie bie natütlid^en Sal^len. ©inb äb,bc, 

CD einanbet gleid^, unb bb*, CC\ 
DD* pataHel, fo finb äb\ B*C\ CD* 
einanbet gleid^ unb 

BB' : CO : DD = 1:2:3. 
S3ewei«. Bie^t man ^'i^:, C'F 
pataHel mit ab, fo ijt b*e = BC, 
C*F = CD, afö gegenilbetliegenbe 
Seiten t)ort 5patattelogtammen(§.6,l), 
A JB ü 3f alfo finb AB, b*e, cf einanbet 

gleid^. getnet finb bte SBinfel bäb' = eb*C = FaD\ unb äb*b 
= B*CE = CD^F, weil i^te ©(|enfel bet Steige nad^ pataUel finb 
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(§. 2, 10). 3loc& §. 5, 3 \i^litU mon, bafe bie Skciede ABB', b-ec; 
CFD" gleid& unb ä^lid& finb, b. ^. ^B' = ffC = C'Z)', bb* = 
EC = FZ)'. ®obei finb ce = bb', df = cc, aU flegtitübet- 
Üegenbe ©elten ooit ^«oHelogtammen, folglid^ cc = ibb', Dir = 
^BB•, u. f. lü. 

anrocnbtttig. Um bie ©tredfe 4B In 
n gleite Seile ju teilen (EucL VI, 9), : 
jlelit man burdö A eine beliebige ®erobe, 
fdmeibet ouf betfelöen oon AtsM& n. gleid&e 
Streden a6, unb }ie^t buid^ bte 3^eilpunlte 
@erabe, roek^e mit bet ben legten 3;eil;)unft 
«nb B necbinbenben ©erabcn paroKel Rnb. 
2Me ^atoOelen teilen bie Sttetfe ^s in n 
gleidde %eile. 

Um einen neijftngten 3Rag{lab*) ju lon^ieten, teilt man 
auf bem oufrec^ten @^en(el eine« fleinen aSHnfelä rom ©ä)eitel (JluQ* 
punit) aus 10 gleiche Streien ab, unb 
jie^t butij ben SduHpuntt, foioie buti$ 
bie Seilpuntte (normale) ^raHelen, 
beten erfie innerhalb beS 5ffiin(eW 1 
Sängcnein^eit \% beten legte 10 San- 
gcnein^eiten beträgt. 3[uf jebet ^ßar- 
ttllele finb jut ßtnten 9 Slbfd&nitte »on 
je 10 ßfingenein^etten, jur Sfted^ten me^- 
tete abfd)nttte rori je 100 ßängenein:- 

(leiten ^injugefügt, fo baB man \. S9. Streifen oon 3, 13, 23, . ., 103, . . 
253 Sängenein^eiten auf bet 3ten ^ataHele ootfinbet, u. f. ro. 

3. SHe ©c^enlel eines SJinlel« merben »on 2 ^Parallelen fo ge* 
fii&nitten, bofe bie 2Ebfc^nitte beS einen ©li^enfelÄ ju cinanber bet 9tei^ 
nad^ fti$ oet^alten wie bie jroif^en benfelben ^ataCelen enthaltenen 
aibfiidnitte beä anbetn ©d&enfel«. 3)ie ^arattelen oetfialten ficf» ju ein* 
onbet ber 9tcl()e nai!^, roie bie auf einem ^/^ 

©d&enfel nom ©d&eitel bis ju ben Spar- < 

allelen fid& erftredenben abf^nttte (End. ^ 

VI, 2). ©inb BBf, CG' pataUel, fo Ift 
AB : BC : AC = AB': B'C : AC, 
BB' : CC = AB : AC. 




*) S)m@ebrau4 biefeS nQ^ litten ^^mentS bot Sommel juSetpjls um bie 
»litte be« J6tfli Sa^t^uneertS gelehrt natu) Tyeho de Brahe epist. a«tron. p. 62. 
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SSeweiÄ. ©er mte a;etl t)Ott ab x^ in BC entweber nmal etit* 
l&alten, ober mel&r aU nmal unb weniger ate (n + i)mal. SBäentt tnatt 
ben witen Xeil t)on ab auf ^O t)ott -4 auä (m + n + i)mal abteilt 
uttb burd^ bte Xeilpunfte ©erabe jiel^t, bie mit bb', gc* parattel 
finb, fo fd^liefet man (1), bafe B'O ben wten Xeil t)on ab* ebenfaltö 
entmeber nmal entl^ält, ober mel^^ ol« nmal unb meniger ate {n+iy 
mal. Sugletd^ ifl BB* bie wte 5parattele im SBinlel GAC', unb CC 
entroeber bie (w + n)te, ober gröfeer ate bie (w + n)te unb f leiner 
ate bie {m +n + i)te. ©al^er oerl^alten fid& entmeber ab :BG:AG 

AG* ber 9lei§e nad^ mie m : n : m + n, unb 
m + n] ober eg ift jugleid^ 

: m <i BG :AB < w+1 : m 
: m < 5'0': il5' < n+1 : w 



unb 


AB' : B'G' : 


55' 


: CC = m : 




n 


» 


n 


unb 






m+n 




m+n 




w •< -4C : J.5 <[ m+n+l : wi 
m < GG* : 55' < m+n+1 : m 

SJlefe Segrenjungen gelten für ein beliebig gro^eiS m, alfo finb fowol^l 
bie »er^ältniffe bG:AB unb B'C:AB\ afe au* AG: AB unb 
CC : 55' einanber gleid^ (Sllgebra §. 1, 2). 

Slnwenbung. Um bie ©trede AB nad& einem gegebenen 35er* 
^dltniiS innen in m, ober außen in M' ju teilen, fo baß bie SSerl^ält'« 

^, niffe AM: MB unb am':BM' ben ge^ 
gebenen SBert l&aben, nel^me man irgenb 
jwei ©treden, beren SSerpltni^ ben ge^ 
gebenen SBert l^at, jiel^e in beliebiger 3lid&^ 
tung A G gleid^ ber erften ©trede, unb in 
berfelben aiid^tung GD ober in ber ent^ 
gegengefefeten Weitung GD' gleid^ ber jmeiten ©trede. 3Kad&t man 
GM paraBel mit db, Gm' parattel mit D'b, fo erl^alten bie »er^ 
laltniffe AM: MB unb AM': bm' ben gegebenen SBert. 

2Benn man in bem 5ßarattelogramm abgd 
burd^ D eine ©erabe iie^t, meldte bie ©eite 
.15 in £, bie diagonale ^C in i^ fd&neibet, 
fo perl^alten fid^ bie Xeile AF:FG auf bem 
einen ©d&enlel be3 SBinfete F, wie bie 2;eile 
EF : FD auf bem anbern, unb roie bie ^JJar«^ 
attelen AE:DG b. t wie AE : ab. Sffienn ^iS : ß5 = i : n, fo 

Ifi AF:FG = 1 : n+1. 

"S&tnn bem ©reied abg bcA ^Parallelogramm PQÄ/S'eingefd&rie*' 
ben werben foH, bejfen ©eite PQ auf ^5 liegt, ju Q5 ein gegebene« 
SSerpltniiS l^at, unb mit i^r einen gegebenen äßinfel einfd^ließt, fo jiel&e 
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man CD, roeld&c mit AB bett gegebenen SBinlel bilbet EC parattel 

entgegengefeit mit AB unb fo lang, bafe ECiCD ben gegebenen 

SBett l&at S)ie ©erabe AE fci^neibet ^Cin ä fo^ 

bafe BS:EC unb SP: CD ben SHJert ^iS:^C 

l&aben. golglid^ ifi BSiEC = JSP: CD unb 

BS : SP = EC:CD. Sle^t man JBC parattel 

mit -4^ in berf elften SRid^tung, u. f. n)., fo etplt 

man ein jmeite« Parallelogramm, ba« ben gorbe^ 

rungen ber Slufgabe genügt. 




A TB g. 



8, Umgelel^rt fd&liefet man: SBenn A, B, C unb A, B\ G* auf 
ie einem @<i&enlel fo liegen, bafe ab:BC ^ AB* : B'C\ fo ftnb bie 
©eraben bb', CC* parattel SEBürbe AB* t)on ber ©eraben, meldte 
mit BB* parattel ifi unb burd^ C gel^t, in D* gefd^nitten, fo mdre 
ABiBG = AB* : B*D*, folglich AB : BC von AB* : B*C* perfd&ieben, 
gegen bie SSorauÄfe|ung. 

SßJenn a, b, c auf einer ©eraben liegen, bb* unb CC* parattel 
finb unb non fold^er Sänge, baß bb* : CC* = AB : AC, fo liegen 
aud^ A, B*, C* auf einer ©eraben. SBörbe CC* von ber ©eraben ab* 
in E* gefd^nitten, fo märe bb* : CE* = AB : AC, folglidö BB* : CC* 
von AB : AC t)erfd^ieben, gegen bie SSorauafefeung. 

Stnmenbung. S)ie ©erabe, meldte bie 3Ritten tjon jmei Seiten 
eineiS S)reied£ perbinbet, ifi mit ber britten @eite parattel unb l^alb f o 
groi aSenn E, F bie Sttitten von BC, CA fmb, fo l^at man CE : eb 
= CF : FA, alfo finb EF unb AB parattel, unb jmar ef:BA = 
CFiCA ^ 1 : 2. 

a)ie aRitten ber ©eiten eine« SJieredK finb bie ©dtpunite eine« 
5ßarattelogramm«. SBenn E, E, F, r, G, O*, bie aBitten von BC, 
AD, CA, BD, AB, CD finb, fo Tmb GE unb 
EG* parattel mit AC unb l^alb fo grofe, 
folglidö ifi GEG*E ein 5ßarattelogramm. 
gbenfo bilben bie aWitten ber Seiten im 
aSieredt bcad ba« 5ßarattelogramm efe*p, 
im SBieredf CA BD bo« 5ßarattelogramm 
FGF*G*. 5Die ^arattelogramme, bereu M^ J 
punlte bie 3Jlitten ber Seiten Don ben SSier* 
edten fmb, meld&e ju bemfelben S#em oon 4 5ßunften getreu 
(§. 1, 8), finb concentrifd^.*) ®enn bie 3Jlitte oon GG* ifi jugleid^ 
bie aRitte oon ee* unb von ff*. 




*') Vergönne Ann. de Math. 1 p. 31S. 
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aSenn ble ©tted en Ab unh ä c, roeld^e einen jjemeinfd^aftlid^en 
Slnfang l^aben, nad& bcni SSerl^ältntÄ mm geteilt finb, fo teilen bie 
©tteden x>on ben 2;eilpunlten nad& ben geßenübetliegenben ©nbpunften 

einanbet nad^ bem SSetl^altnüS m : m+n. 
2)ettn unter ber SSotauSf efeung äD:DB = 
ÄEiEC => m:n jxnb DE unb BC pat^ 
aUel unb DE:BC = m : m + n (2). 
Sflunift DExBC^DFiFC^EFiFB, 

alfo l^aben aud6 biefe leiteten SJerl^ältniffe 
ben SBert m : w + n. 
3n«befonbete teilen bie ©eraben au« ben SWitten ber Seiten 
eineiS 2)reie(I^ nai^ ben gegenüberliegenben @dpunlten einanber nad^ 
bem SSerpltnüS 1:2, unb gelten beiSl^alb burd^ einen $unlt, ben 
©d^werpunlt gleid^er SUlaffen, bie in ben ©(fpuniten fid^ befinben, 
unb ber 5Breiedtöfläd5e.*) 




4. SBenn jwei ©erabe t)on 3 ^parallelen gefd^nitten werben, fo 
Derl^alten pd& bie äbfd&nitte ber einen ©eraben ju einanber ber Sleil^e 

nad^, wie bie jwifd^en benfelben ^parallelen 
entl&altenen SUbjd^nitte ber anbem ©eraben. 
SBBerben bie ©eraben t)on ben $arattelen in 
A unb A', B unb 5', Ounb C gefd^nitten, 
unb ifi D ber ©urd&fd^nitt t)on AC* mit 
BB', fo oerl^alten fid^ fomol^MÄ iBCiAC 
als aud& .ä'^' : J5'(7' : ^'C^ mie ADiDC: 
AC* (2), alfo 

AB:BC:AC = AB* : 5'0' : 4'C' 

©ine ©leid^ung jmifd&en ben 5|Jarattelen 
r erl^ält man avA ben ©leid^ungen 

BD = 4^CC' 





ilC 



D5' = 



BC* 



AA* 



BC 



AA* 



A*C* — ~ AC 

»ei ber angenommenen golge ber ^jSunfte A, b, c l^aben bie ©tredten 
BD unb CO, DB* unb aa* paarmeife einerlei SRid^tung. SBenn 
nun AA* unb CC einerlei Slid^tung l^aben, fo l^aben audji BD unb 
D B* einerlei Slid^tung unb man finbet burd^ Slbbition 



B& 



BC 
AC 



AA* + 



AB 
AC 



CC* 



*) ^rd^imebed 'lao^^omxa ^ xivxga ßaQ<ov, 
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ÄC.BB*^ BC.AA' + ÄB.CC'*) 

SfBentt bie ^ßataHelen äA\ bb\ CC nid^t einerlei Slid^tung l^aben, 
fo erl^ält matt butd^ ©ubtraftiott bie jiolfd^ett bettfelbett beftd^ettbe 
©leld^uttfl, tootitt bie 5ßatallele negatit), ifi, bete« Sftid^tuttg bet ge^ 
tnemf(]5aftlid5ett Sftid&tuttg bet beibett anbete« entgegengefelt Ifi. 

2Benn j. S9. D bie aWitte t)on ab, unb $ataHelen butd& A, B, D 
von einet ©etaben in A', b\ d* gefd^nitten roetben, fo iji 

ba« atitlötttetlf (|e -gjlittel t)on AA* unb bb*. 

aOBenn ^ bet ©(ä^wetpunf t be« ©teiedtö ABC ift, f o l^at man bei 
analoget Äonfttultion 

2i)D' + CC' AA' '\' BB' + CC* 
cjJiä '■ ■ ■ ■ 

3 3 

b. \ bet abftanb beS ©d^wetpunltö eine« 
JBteiedÄ t)on einet ©etaben ift ba« atitl^me^ 
tifd^e aJlittel jwifd&en ben aCbpänben bet M^ 
punfte t)on betfelben ©etaben.**) SQSenn bie ®e^ 
tabe A'B*C' ben ©d^wetpunlt entl&alt, fo iji bie 
Summe bet 5ßataMen null, eine bet Summe 
bet beiben anbetn entgegengefefet gleid^. S)a^ 
|et finbet man, inbem man bie 5ßatattelen bet 
A'BC' mit bet ©etabett ^E* fd^tteibet, 




5. Umgefel^tt fd&Iie§t man wie oben (3): SBenn A, B, C unb 
A', B", C auf je einet ©etaben fo liegen, bafe AB:BC= A*B' : B'C, 
unb AA\ BB* patattel finb, fo ijl aud^ CC* mit AA\ BB* patattel. 

3Benn A, b, C auf .einet ©etaben 
in bet angegebenen Dtbnung liegen, 
ttttb AA\ BB\ CC patattel unb fo 
gtofe ftnb, bafe fte bet ©leid&ung 

AC.AB*:==: BC.AA*+AB.CC' 

genügen, fo liegen A', b\ C auf einet 
©etaben. 

ainmenbung. S)ie ÜWltten bet 3 
S)iagottalen, meldte ju einem ©pftem ^ 




*) (gine bar^centrifdje ©leidjuttg. SJergl. ©tereom. §. 11. S'i&tti(ier poly- 
gon. p. 44. 

**) ^ed^olb l^at ^avnot (g<^om. de pos. 269) ben ^d^werpunft t)on $un!ten 
il^r Zentrum bet mittlem ^bftänbe genannt 
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von 4 ©erabeti gel^ören, liegen auf einet ©eraben.*) ©inb ä c, bd, 
EG bie S)iagonaIen ber t)on ben ©eraben ab, bc, cd, da ge** 
bilbeten SSiererfe, unb jie^t man CH mit DA patattel, fo iji (2) 

GA=GH^ AB^HB^ 

folglidö burd& Slbbition 

OB.HG= GH.AD + HB.AE 

»ejetd^net man burd^ M, N, O bie SWitten t)on ab, ah, ag, unb 
iiel^t burdö m, n, O ^atattelen mit HC, meldte BD, AG, GE in 
M\ N\ o fd&neiben, fo ftnb m\ n\ a bie SKitten Don BD, AC, 
GE {%), unb man l^at 

GB = 20M, GH = ION, HB = 2NM 
HC = 2NN\ AD = 2 MM', AE = 200 

bemnad^ 

OM.NN' = ON.MM'+NM.OO* 

3ufolge biefer ©leid^ung liegen M\ N\ C auf einet ©etaben. 

Sei einem ©pfiem t)on 4 5ßunften A, B, C, D metbe ad t)on 
BC in E gefd^nitten, BD von CA in F, CD von AB in G; bann 
liegen bie 3Kitten von 

AB, CD, EF 
BC, AD, FG 
CA, BD, GE 

auf je einet ©etaben. S)iefe 3 ©etaben abet ge^en butd^ einen 5ßunft (3). 

6. I. S)ie ©etaben, weld^e in einem ©teiedf einen SBinlel unb 
beffen 3lebenn)infel l^albieten, teilen bie gegenübetliegenbe ©eite innen 
unb au^tn nad^ bemaSet^öltniä betbenSBinfeleinfd^liegenbenSeiten.**) 

Sewei«. ®ie §albietenben 
be« SBBinfete C unb feinet 5Reben^ 
n)in!etö fd&neiben ab innen in D, 
außen in E. 3{el^t man bf unb 
bg pataHel mit CD unb CE, fo 
ftnb fomol&l bie SBinlel CFB unb 
FB C gleid^, weil fie ben gleid[)en 
SBinleln ACD unb dcb gleid^ 

*) ^iefe ©igenfd^aft beS äSieredd iji t>on @au^ 1810 hemtxH toorben (t>. gad^ 
mottaü. Äorref^. 22 p. 115). Seweifc bat)on finbet man @erg. Ann. I p. 314, 
^oncclct propr. proj. 164, Äunjc ®eom. p. 200, unb anbcrwärtS. ©inetocfcttt* 
tid^e ä^erDoUftänbigung beS obigen 6a|e3 l^at ^obenmiHer gegeben. SSergl. 
§. 14, 11 unb ^tigon. §. 7, 11. 

**) Eucl. VI, 3, ergänzt »on ^fleiberer (SCpoIloniuä then^ Drtcr von M- 
©imfon, übeirf. »on ©ameret 1796 p. 217). a)ie Teilung einer ©tretfe innen unb 
mfien nad^ oemfelben SSerl^ciltnid ^ei^t eine Teilung berfe{ben in proportionale 
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finb, als attd& BGC mb CBG, weil fie beti gleid^en SBlnf ein ecf 
unb J?CE gleld^ pnb. ©al^et finb C/?' unb OC ber Seite ^Cgleid^. 
SRun ifi (2) 

ADiDB = äC: CF 

AE:BE ^ ÄC:GC 
folgltd^ 

ADiDB = AEiBE = AC:BC 

Untflefel&tt fd&Uefet matt: Sffientt i> bie ©ette AB \o teilt, bafe 
ADiDB = ACiBC, \o JjalUtxt CD beti aSBitilel ACB obet beffett 
?lebetttt)ittlel, je ttad^betn D von AB eittgefd&loffett ift ober tiid^t @t^ 
fe|t, CJI l^albiette bett Sffiittlel, fo toäre AH:HB = AC:BQ folglid^ 
AD: DB von ACiBC t)erf(ä&iebett, gegeti bie aSotauiSfefeuttg. 

n. 3ebet 5ßuttft, beffett Slbftättbe von jtoei gegebetteti ^uttftett eitt 
gegebette« SerpltttiÄ l^abett, liegt auf betri Ärei«, ber bie ©trede ber 
gegebettett 5ßuttlte ititteti unb aufeett ttad^ betti gegebettett SSerplttti« 
ttormal fd^tteibet*) ©ittb A uttb B bie gegebettett ^putttte, D uttb E 
biejeitigett uttter beti gefud^teti 5ßuttltett, toeld&e auf ber ©erabett ab 
liegett, uttb ijl C eitter uttter bett übrigeti gefud^tett ^uttltett, mitl^itt 
AD: DB, AE:BE, AC:BC betti gegebettett aSerl^älttti« glei4 fo 
toirb ber mnUlACB uttb feitt 3ilebetttoittlel oott CD uttb CE l&albiert 
golglid^ ift ber Sffiittlel DCE red^t, uttb C liegt auf betn Ärei«, beffett 
©egettputifte D uttb E fittb (§. 4, 3). SBetitt ba« gegebette SBerl^ältnüS 
bett aOSert l l^at, fo iji D bie 5!Ritte oott AB, E uttettblid^ fertt, ber 
uttettblidö grofee Ärei« eitte ©erabe (§. 6, 7). 

Utngefe^rt f daließt ttiatt: SBetttt ad:DB = ae: be uttb C auf 
betn Ärei« liegt, beffett ©egetiputifte d uttb E fittb, f o ifl öC = Ci?' 
= BC, toeil FBG red&t, folglid^ AC: bc=^AD: db. @& giebt jtt)ei 
5ßuttfte oon fold&er iBage, bafe i^re Slbftätibe von 3 gegebettett ^uttftett 
gegebette aSerl&ältttiffe l^abett. S)iefe 5ßutifte fittb 3 beftitnttitett Äreifett 
gettieitt; fie Wtttteti tti(^t real ober oereittt feitt. ©. S;rigottottt. §. 7, ii. 

in. S)er IleitiereSBitttel eitte« 3)reiedf« l^at bie lattgere ©albierettbe. 
SJBetttt CD bie ^albierettbe be« Ileittertt SOBittfel« C, BG bie ^albieretibe 
be« gröfeertt SBittlel« B, toetttt fb uttb EC parattel tnit CD unb BG, 

fo ijl AB < AC, CF=^BC^BE, FB > EC (§. 5, 5), folglid^**) 

@egmettte (©arttot göom. de pos. 225), ober Keffer eine j^armotiifd^e 2;eilunö 
berfelben, weil AE—AB : AB-^AD ^ AEiAD, b. B. AB baS l^armonifd^e 
SRitter awifd^en AD \xn\> AE ift (^gebra §. 1, 9). 2)ie ?5aare A,B vmh D, E 
l^ei^en l^armoniMe fünfte nadö SBriandJon lignes du 2. ordre 1817. V. 

*) 3)iefer Äreiä ift r>on SlporioniuS im 2ten aSudJ ber „ebenen Örter" be- 
trad^tet morben, wie $appuä in ber (ginlcitung ^um 7ten SudJ feiner ©ammlung 
p. 247 berid^tet. SBergl. SlpoOoniuä ebene j&rter t)on @imfon, überf. von ©amerer 
1796 p. 211 unb ©l^aSleS aper9u bist. p. 620 b. Überf. 

**) aOBert^eim »rief Sranffurt o. 9». 1871. »ergt. ©runert «rd^it) 18 p. 841, 
16 p. 201. 
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CD-.FB — AC:ÄF, BO : EC = AB-.AE 
CD AG FB AE , 
BQ "" AB ECAF ' 



■ > 1 



7. 3ebet ^untt, au3 bem an groei gegebene ©erobe in gegehenen 
Slid^tungen @treilen von gegebenem SierldältniS gejogen roetben fönnen, 
liegt auf einer non jrocl bcpimmten ©craben, bie butd& bcn gemeln- 
fc^aftUc^en 5ßun(t ber gegebenen ©etaben ge^en.') 

SSenieiä. '^z%X man butc^ ben ge« 
melnfc^aftUi^en ^nlt o bei gegebenen 
©eioben AB unb GD bte ©tteden OE 
unb OF, meiere bie gegebenen SRi^tungen 
unb biie gegebene SJer^ältniS l(iaben, jie^t 
man fernet but^ E unb F bte parallelen 
ber gegebenen ©eraben, bie fid(i in ö 
fc^neiben,;ie|t man bann bie Streden&J? 
unb QJ on bie ©eroben^fl unb GD par* 
aCel mit Oe unb OF, fo i[i Gfl : GJ boS 
gegebene SBet^tiltnlS, raeil QH =^ EO, 
QJ ^ FO aU gegenilberliegenbe Seiten 
Don^ßaraHelogrammen. SftnunJrirgenb 
ein $un!t bet ©eraben OG, unb ftnb kl, 
KM parallel mit OE, OF, fo ^ot man 
KLiGH = OK: 06 = KM: QJ (2) 
folglidö KL:KM= QH: GJ. 

Sie anbete ©erabe 00', beten ?ßunfte biejelbe ©igenf^aft 5aben, 
rote bie ?ßun!te bet ©etaben 00, roltb gcfunben, itienn man OF' 
entgegengefeöt fo grofe mad&t, al8 OF, u. f. ro. 

5Benn bte ©etaben ab, CD parallel, unb au8 bem 5pun(t G bie 
©tteden QH, GJ g^ogcn ftnb, [o lönnen auS ollen Sßuniten ber ©c* 
g- roben, roeli^e mit ab poroHel burc& 

G ge^t, ©tredten ron berfelbcn 9Hd&- 
tung unb uon bemfelben Sßerl^ältniS 
gejogen roerben. ^ glebt aber noc^ 
eine anbete ©etabe, beten spuntte bie 
ongeieigte etgenfc^aft beft^en. 9fiad&t 
man OK cntgegengefefet glei^ GJ, 
unb äie^t bie ©etobe HK, roelii&c CD 

*) SCpoIloniuS im Iten 9ui$ bn ebenen övter. Sei^. Samecec'g Übet: 
fe^ung bei Stmfon'fc^en aSeorbeitung p. TT. S)ie Xeitung beS äßinlelS i)OS buri$ 
bie ©eiaben OG, 00' nirb eine ftaintonifi^e genannt £ie $aai:e ^£, CI>unb 
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in J' fd^neibet, unb butd& J' ble ®etabe, loeld^e ntit OK parallel ift 
unb öiS" in O* fd^neibet, fo ^at man 

G*Hx GH = &J* : GK = G*J' : J(? 

f olfllid^ &H : G'J' = GH : Jö, unb e« f önnen aud^ au« aSiVX fünften 
bet ®etaben, bie mit AB patattel butd^ G* gel^t, ©tccden pon bet*' 
felben Sftid&tunfl unb t)on bemfelben aSetl^ältniÄ flejogen werben. 

@d giebt flberl^aupt 4 fünfte t)on foliiger Sage, bag i^re älbftcinbe 
t)on 3 gegebenen ©eraben gegebene SSerpitntffe ^aben. 3eber Don 
biefen ^Punften ift 3 befHmmten ©eraben gemein, meld&e bie S3Binlel 
ber gegebenen @eraben teilen. SSergL §. 6, 8. 

§. 9. ©leid^l^eit ber ^Ud^en t)on ^arallclo^^ 

grammen unb 2)reierfen. 

1. S)ie ^unlte, weld^e t)on einer gegebenen ©eraben gleid^e Slb^ 
flänbe l^aben, liegen auf einer ©eraben, bie mit ber gegebenen ©eraben 
parallel ifi, meil bie SRormalen einer ©eraben parallel finb (§§. % 7 
unb 6, 3). Unter bem 3lbflanb paralleler ©eraben (»reite be« 
©tretfen«) perjiel^t man ben Slbftanb eine^^ beliebigen ^ßunlte« ber 
einen ©eraben t)on ber anbem. ißöl^e eines ^Parallelogramm« 
l^eiBt ber Slbftanb einer Seite t)on ber paraBelen Seite, bie man al« 
»aftiS betrad^tet. ^ö^e eine« S)reied(j$ l^eiBi ber älbftanb ber Spi^e 
t)on ber atö SafbS betrad&teten Seite. SBenn ^Parallelogramme ober 
©reiede t)on gleicher §öl^e finb, unb l^re SJafen auf einer ©eraben 
liegen, fo liegen bie gegenüberliegenben Seiten ober bie Spieen auf 
einer ©eraben, bie mit ber erjien ©eraben parallel x% 

2. SQSenn jwei 5parallebgramme (S)reiedte) gleid^e SJafen unb 
gleid^e^ö^en l^aben, fo finb {te gleid^ b. 1^. fie l^aben gleid^e ^läd^en, 

J. ?3. AB CD unb ABEF, ^5C unb ABE.*) 

SBewei«. S)ie3)reiedteC5EunbDi4F /, er m 

finb gleid& unb ä^nlid^, weil CB = DA, 
BE = AF unb ber SßJintel cbe = daf 
(§. 5, 1). S)urd& Subtraltion ber gleid^en 
gläd^en CBE unb daf von ber gläd^e 
AB ED erl^ält man bie gleichen fjläd^en 

00, 00* l^ci^cn ^armonüalcn (Sal^irc sect. coniqaes I p. 5) ober J^armonifdJ, 
faiscean harmoniqne (^riand^on (x,a, O.)- 

*) Eucl. I, 35—42. 'Slaxi !ann ^toei $Q(ogone von gletd^en f^täc^en burc^ 
@erabe fo ^erfd^neiben, ba^ bie @tü(!e beibet oer "Sitx^z nad^ gleid^ unb ^rxix^ 
finb, wie ©erwien 1833 ©rette g. 10 p. 228 nac^gewiefen ^at. SBergl. ©öpel 
®run. Slrd^it) 4 p. 237. 
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AB CD unb ABEF. J)ie S)tete(Je ABC vixü> ABE l^abett gleid^e 
gläd&en al3 §älften ber flleid^en ^ßataMogtanitne AB CD unb ABEF 

(§. 6, 1). 

SBentt itoei SPataBelogtamme ober S)tele(fe gleid^e SBafen unb 
ungleld^e $5§en l^aben, jo J^abett fie uttgleid&e gläd^en. Unter ben 
3)reie(Ien, weldöe jwei Seiten oon gegebenen Sängen l^aben, ift bcrö^ 
jentge ba« größte, in weld&em biefe ©eiten einen redeten SBinfel ein^ 
fd^lie^en. SBenn jwei ^ßarattelograwme ober S)rete(Ie gleid^e gläd^en 
unb gleid^e SJafen l^aben, fo l^aben fte gleid^e ^öl^en, u. f. xo. 

^ie ©Icid^l^eit bcr 2)reic(fc ABC unb -4-B-& Jatm aud^ unmittelbar nad^ge« 
wicfen werben, inbem man burd^ A, B, C, j& bie SRormalen ju ber ^alMerenben 
beS ©treifenä BACE jiel^t. ®iefe SBemerfunö ift xxa Stttertum gemad^t worben. 
SSergL (S;^agteg ap. bist p. 503 b. ÜBerf. 

8. ©in SJiered fann auf t)erfd^lebene SBeife 
in ein S)reie(f t)on gleid&er glätte t)ern)anbelt wer«' 
ben, j. S3. .15 CD = abe, toenn ^c oon ber 
^ßaraOelen mit A C, weld^e bur$ D gel^t, in E ge*» 
fd^nitten wirb. ®enn bie ©reiede acd unb ^ICE 
l^aben gleid^e S5afen unb gleid^e §öl^en, folglid^ 
^ * gleiche gläd&en. ©in günfed fann in ein »iere« 

t)on gleid^er ^a(|e, ein ^olpgon in ein ©reied t)on gleid&er gläc^e 
oerroanbelt werben. 

SBenn ber SBinfel eaf von ben 
^Parallelen BF uniy OD burd^fd^nitten 
wirb, fo ift baS S)reied ABD = AGF, 
weil DGB = DO F. Um ein S)reiedE 
ju f onjiruieren, beffen gläd^e bie ©ifferenj 
ber ©reiedEe AEF unb ABC ifl, jiel^e 
-^ ^ ^ ^ t^an cz> parallel mit ab unb DG^ par- 

attel mit BF. S)ann ifl ABC = -45D = ^G2^, aef^abc 
= öEiP. U. f. n). 





4. (Sin einem Äreife umgefd^riebene« ^olpgon ift einem ©reiedt 
gleid^, bejfen Safi« bem 5ßerimeter be8 ^JJolpgon« unb bejfen $ö^e 
bem 9labiu8 be« eingefd^riebenen Äreife« glei(^ ift. S)enn ein fold^ei5 
^Pol^gon erfd^eint al8 ©umme ber S)reiedfe, meldte bie Seiten (Safen) 
mit bem ©entrum be« ÄreifeiS (@pi|e) bilben; biefe S)reiedEe finb von 
gleicher ^öl^e unb werben abbiert, inbem man i^xt Safen abbtert. 
3)abei finb 5DreiedEe von entgegengefe^tem ©inn (§. l, l) unb il^re 
S3afen mit ben entgegengefefeten 3^^^^^ i^ nel^men. 

5Die Äreiäflöd&e ift einem 3)reiedE gleid^, beffen Safi« ber 5ßeripl^erie 
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unb beffen §öl^e bem Slabtu« flleid^ ifl.*) ^tnn bie gläd^e eine« 
bem Äreife untgefd^ttebenen ^olpgon« untetf($eibet [xä) t)on bet Atel»*' 
Päd^e um fo toentfler, in je mel^t 5punlten fein ^ßerimetet ben Ärei« 
berührt S>ie gläd^e be« ^olvQon» ifi t)on ber gläd^e be« Äteife« 
nid^t t)etfd^ieben, xotnn fein ^Petintetet ben Äreiä in allen ^ßunften be^ 
rül^rt unb mit bem Steife juf ammenfällt. 3n ber %^at ift boa ange^ 
gebene S)teie<I größer als tin bem Äreife eingefd^tiebeneS teguläre« 
^ßolpgon; alfo ift bie Ziffer enj jroifd^en bet ÄteiSfläd^e unb bem ange*» 
gebenen S)teiedE getinget al« bie ©iffetenj jwifd^cn bet ÄteiSfläd^e unb 
bem ^ßol^gon, unb getinget a\& ein Sfteftangel, beffen Sänge bet $eti^ 
metet be3 ^Polggon« obet U^ Steife«, unb beffen SSteite bie beliebig 
Heine S)iffetenj jroifd^en bem Sftabiu« unb bem Slbftanb einet Seite 
be« ^pol^gon« vom ®enttum ift. 6ine ©töfee abet, bie Heinet ifl, al« 
eine beliebig fleine @töge, tann von 3lull nid^t tjetfd^ieben fein. 

®utd& biefelbe Settac^tung finbet man, bafe ein ftteisfeftot einem 
5Dteiedt gleid^ ift, beffen SafüS bem 35ogett unb beffen ißöl^e bem 
Sftabiu« gleid^ ift. 

6. Untet bem Duabtat einet ©ttedfe üetftel^t man ein Dua^ 
btat, beffen Seite bet ©ttedfe gleid^ ift. Untet bem Sleftangel au« 
jmei ©ttedEen t)etftel^t man ein SReltangel, in meld^ew jtuei folgenbe 
Seiten ben gegebenen ©ttedten gleid^ finb. 

äBenn man ein ted^tminlelige« S)teied butd^ bie 9totmale 
au« bet ©pi|e be« ted^ten SBinlel« jut ^ppotenufe teilt, fo ijl 

ba« Quabtat einet Satl^ete gleid^ bem 9te!tangel au« bet $9po>' 
tenufe unb bem bet Äatl^ete anliegenben Slbfd^nitt betfelben; 

ba« Duabtat bet ^ppotenufe gleidg bet ©umme bet Quabtate 
bet Äatl^eten; 

ba« jQuabtat bet SRotmale gleid^ bem Slelt^ 
angel au« ben Slbfd&nitten bet ©9potenufe.**) j, 

Sern ei«. S)a« Duabtat bet Sat^ete 
^ C iji an glad^e 2mal fo gtofe al« ba« S)teiedE 
FAB, ba« mit il^m gleid&e Saft« unb $öl&e l&at. 
S)a« Sleftangel AH OD au« bet ipgpotenufe 
AB unb bem an ^C liegenben ©tüdE AD bet 
§9Potenufe ift 2mal fo gtofe al« ba« ©teied 
ABC, ba« mit ü&m gleid&e 83afi« unb §ö^e 
^at "iSivin finb bie 2)teiede FAB, ABC an 




*) SCrdbimcbcä Cyclom. 1. 
**) Eucl. I, 47. II, 14 unb X, 33 lemma l. 
l^er ber ^^tl^agoreifd^e ^ef)v\a^ genannt. 
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gläd^e gleid^r toeil fie gleid^ unb äl^nlid^ finb (§. 5, i), alfo l^a(en 
baS Ouabrat von AC wtb baiS Slettanoel auiS il^ unb AD gleid^e 

S)(tö Cuobrat von ab i^ bie @umme t)on jtoei Sleftattgeln, beten 
erjieiS auÄ ^5 unb AD, beten jroeite« au8 ab unb Z)^ gebllbet ifl. 
3eneiS ifi bem Duabtat t)on A C, biefe^ bem Quabtat t)on O^ gleid^. 

S)ad Cluabtat von CD n)itb gefunben, n)enn man hcä Ouabtat 
von -40 um bcä Duabtat von AD Detminbett, meil bog a)teie(I 
A CD ted^twinfeltg iji. 9lun ift bo« Duabtat von A C bem Steftangel 
AHOD glei4 unb vdtnn man bat)on bog Ouabtat Don ad fubttal^iett, 
fo bleibt bog Sleftangel JHGK, In welchem JH = ah^aj 
= AB — AD:==r, DB, HG = AD ift. aifo ift ba« Duabtat von 
CD bem Sfteftangel au« ili> unb DB gleid&. 

6. S)ie aufgaben, ein Duabtat ju fonfttuieten, beffen e5lä(i6e bet 
Summe obet bet ©iffetenj gegebenet Duabtate, obet einem gegebenen 
Sleftangel, . obet einem SSlelfad^en obet einem Seile eine* gegebenen 
üuabtatö gleldö Ift, finben jufolge be« ^ßptl^agotelfd^en Sel^tfale« ll^te 
£ö[ungen butd^ ÄonjltuWon beftlmmtet te^trolnlellget 3)telede. 

Um ble @umme t^on ixotx Quabtaten In ein Ouabtat }u vtt^ 
wanbeln, fonfttulett man ba« ted^tmlnlellge S)tele(f , beffen Äatl^eten 
ble Selten bet gegebenen Duabtate finb; ble ißppotenufe Ijl ble Seite 
beiS gefu(3^ten Eluobtat«. 

Um ble Dlffetenj oon jwel üuabtaten In ein Cluabtat ju oet*» 
manbeln, fonjltulett man ba« ted&tu)lnlellge ©teled, beffen etfie Äa^ 
tl^ete unb ipppotenufe ble Selten bet gegebenen Ouabtate finb; ble 
pelte ^atl^ete Ifl ble Seite beS gefud^ten CuabtatiS. 

Um ba« 9leftangeM5Ci> In ein Duabtat ju oetwanbeln, mad&t 
man auf ab ble Sttede AE^^AD, fonjitulett ben igalbltetö, beffen 

Oegenpunfte A unb B pnb, unb ble SRot** 
male in AB butd^ E, meldte ben ^albftelÄ 
In F f(3&nelbet; bann \^AF ble Seite be« 
gefud&ten Duabtata. S)enn bet SBlnlel 
^AFB \^ ted&t (§. 4, 2) unb ef notmal 
ju AB, folgll(]& bo& Ciuabtat t)on af bem 
gieltangel au« AB unb AE obet AD glel<]&. 
Dbet man maSiX auf bet SSetlchtgetung 
^ von BA ble Sttede ^ö = ad, fonPtuiett 
ben ^albltel«, beffen ©egenpunlte B unb G finb, unb ble SRotmale ju 
GB butd^ A, meldte ben §albltel8 In H fd^netbet; bann Ijl ^^ ble 
Seite be« gejud^ten Ciuabtat«. S)enn bet SBlnlel GHB Iji ted^t unb 
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AH normal ju QB, folglid^ baS Ouabtat von AB bem SReftanflel 
au^ AB unb AQ ober AD gletd^. 

Um ba^ Ouabrat ju fonftruieren, roeld^e* wmal ober ben nten 
S:etl fo groß ift atö ein gegebene^ Ouabrat, l^at man ba« Sfteltangel, 
TOelfä^eS nmal ober ben nten 2;eil fo groß ift al^ baÄ gegebene Oua^ 
brat, in ein Ouabrat ju oerwanbeln. 

7. S)er ^Perimeter einer gefd^loffenen gigur lann auf jioei oer- 
fd^iebene Slrten burd^Iaufen werben. 2)er Slu^brud be^ 5ßerimeter^ 
ABCD bebeutet ben SQBeg non A über B bi^ C, A ^; ber 3lu«bru(f 
ADOB bebeutet ben 2Beg t)on ^l über 2) biS C, j?, A ©in 5ßunft, ber 
jur Sinf en be^jenigen . liegt, ber ein ©tüd be^ einen SBege« jurüdlegt, 
befinbet fid^ jur "^^i^Xtn be^Jenigen, ber ben entgegengefelten SBeg iv^ 
rüdlegt. S)ie Stu^brüde ABCD, bcda, u. f. w. finb gleid^bebeutenb. 

S)ie gläd^e be^ 3)reie(I« ABC wirb t)on ber ©eraben ab befd^rie-» 
ben, wenn biefe um A fid^ fo brel^t, bafe B ben SBJeg oon B nad^ C 
prüdEIegt. SRimmt man bie burd& S)re^ungen in einem beftimmten ©inn 
(linföum) bef(^riebenen gläd^cn pofitio, fo l^at man bie in bem entgegen«^ 
gefeiten ©inn befd^riebenen gläd^en negatio ju nel^men. §iernad^ finb 
bie au^brüdEe einer gläd&e ABC, BGA, GAB gleid^bebeutenb uijb eine^ 
Beid^en^, bagegen finb ABC unb ACB, u. f. m. entgegengefefet gleid^. 

SOSenn O ein beliebiger 5ßunlt auf ber @bene be« S)reied8 ABC 
ift, unb bie ©tredfe CP mit Bö einerlei Sftid&tung unb Sänge l&at, fo ift 

ABO+BCO = ACP 

mobei bie 3)reiedEe biefelben ^txS^tn ober bie entgegengefe|ten ^ü^tn 
l^aben, je nad&bem fie eine^ ©inneS finb ober nid&t (§. 7, l). 
Sewei«. SSottenbet man ba^S^Paratte* 

logramm acpq unb bejeid^net bie 3)urd^* a j? — ::^^^ 

fd&nitte oon BO mit .40 unb PQ burd^ ä "'"-'"— 
unb s, fo ^at man clabo = qars, 
CPOB = CPjSR (2), folglid^ burd^ Slbbition 

ABOQ + BCPO = ^CPQ, alfo aud& 

ABO+BCO = ACP, SBenn O im $Reben- 

winfel be« Sßinfetö CBA liegt, fo finb bie 

S)reiede ABO unb iBCO entgegengefefeten ©inneä unb geid^en«; in 

ber 5ö&at ift acpq bie S)ifferenj oon 5par* 

aHelogrammen, bie ben 5ßarattelogrammen 

ABOa unb BCPO gleid^ finb. 

aOSenn man auf jwei ©eiten eine^ 3)reiedf8 
AB, BC ^Parallelogramme fonftruiert, unb ben 
S)urd^fd^nltt ber ©eiten, bie mit AB unb BC 

»alt»« II. 6. %uf{. 
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parattel finb, burd& O bejeiii^net, fo ift bei Seftitnniuttg bet ^tx^tn 
na^ bet obigen Siegel bie ©umme ber ^Patattelogtamtne einem 5ßat* 
aDelogramme gleid^, bcffen auf einanber folgenbe ©eiten mit AC unb 
BO einerlei Slid^tung unb Sänge l^aben. S)enn bie ^ataHelogramme 
finb 2mal fo grofe atö bie S)reie(Je ABO unb BCO, u. f. ro.*) 

8. aßenn ein beliebiger 5ßunft auf ber ßbene be^ 5ßaraEelo^ 
grammÄ^^CD iji, fo l^at man mit Sftitdt fid^t auf bieSftegel ber 3ei(i&en (7) 

ABO + ADO = ACQ**) 

»eroeii^. ißaben BP, ca, DR mit AO einerlei giid^tung unb 
gleiche Sänge, fo finb abpo, bcqp, ACQO ^ßarattelogramme unb 
jmar (7) 

ABPO + BCQP = ACQO 

gflun ifi BCQP von ADRO an ©röfee unb 
©inn nid&t t)erfd&ieben, folglid^ 

ABPO +ADRO = ACQO 
ABO +ADO = ACO 

SKnmerfung. gar jeben ^unft auf ber 
ebene be« 5ßaraIIelogramnu8 abcd ift 

ABO + CDO = \ABCD 

2Benn bie parattel mit AB burd& o gezogene ©erabe bie ©eite -ßC in 
s fd^neibet, fo ift abo+cdo = abs+ cds = abc. 

SBenn auf ber 3)iagonale AC liegt, fo 
ift ACO = 0, ABO = DAO. ®ie^ ergiebt 
fi(ä& unmittelbar, menn man bur($ o bie ©e** 
raben ef unb ö^ir parallel mit BC unb CD 
äie^t. S)ann ifi ^J^O = CD^, AEO = Oä4, 
OG^O = CFO, folglid^ -burdö ©ubtraltion 
£j5ff = FDHO (Eucl. I, 43). S)urd& Slbbition oon ^EO^ finbet 

man ABOH = AEFD, ABO = DAO. 

9. I. äöenn o ein beliebiger ^punlt auf ber ®bene be« SJreied^ 
ABC 1% fo l^at man mit 9lücfpd&t auf bie Siegel ber geid^en 

OAB + OBC+OCA = ABC***) 

Sem ei«. SBenn in bem ©reiecf ABC liegt, fo finb bie S)rei^ 
ede 0^^, OBC, OCii t)on einerlei ©inn, unb ABC ift bie ©umme 
berfelben. SBenn in bem SBintel bac jenfeit« ^C liegt, fo ifi OBC 




*) 2)icfer ©o^ ift t)on $appuä (coli. math. IV, 1) in befd&ränlterer Sößeifc 
mitgeteilt worben. SDie SfJegel ber 3^^^^ cerbanft man 2Röbiu§ (baxt)c. ©alcul 17 
unb anberwöttd). 

♦*) SBarignon'S gel^rfa^. M^m. de Paris 17 19 p. 66. »gl. S^öbiuS ©tatil34. 
*♦♦) 3Ronge J. de l'öc. polyt. Cah. 16 p. 68. 3»öaiu8 haxyc. ©arc. 18. 
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ben S)reie(fen 0^.b, 00.4 entgeflettgefefet, unb man ^at na(§ ber Jftegel 
ber 3^td&^^ 

0^5H-.05C+0G4 = OäB — OCB + OCÄ = ^50 

SBenn aber o in bem ©d^eitelwittfel von bac liegt, fo finb bie 3)rei^ 
ede o^^, OCLI bem S)reied OJSC entgegengefefet, unb man l^at nad& 
ber Siegel ber ^tvi^tn 

OAB + OBC+OGA = —0^^4-050—0^0 = ABC 

n. SBenn ^IBO . . mna ber ^Perimeter einer beliebigen ge^* 
fd^loffenen Panfigur ifl, fo ift für jeben beliebigen $unft o berfelben 
ebene bie ©umme ber S)reie(lÄfläd&en 

2 = OAB + OBC-\- . . + OMN'\- ONA 

»on berfelben @rö§e. 

Seraei«. gür einen anbem 5ßunft P ber ebene l^at man 

PAB = OAB+OBP+OPA 
PBC = OBC+OCP+OPB 



PMN = OifiVr+ ONP+ OPM 
PNA = ONA + OAP+OPN 

folglid^ burdti Slbbition 

PAB + PBC+ .,+PMN+PNA = 2; 

weil bie ©lieber ber legten Äolonne ben ©liebern ber norl&ergel^enben 
Äolonne entgegengefefet glei(ä& finb, obp+OPB = o (7), u. f. m. 

10. ®er aSerlauf eine3 5ßerimeter«, befonber« rotnn biefer fid^ 
felbft fd&neibet, wirb baburd^ fenntlid^ gemad^t, bafe man ben ^Perimeter 
auf einer ©eite fd^attiert (fein „linfe* Ufer" jur Sinfen beffen, meld&er 
il^n bem gegebenen SluÄbrud gemäß jurödlegt. SSergl. §. 2, 9). ein 
fid& felbft fd^neibenber ^Perimeter teilt bie ebene in mel^rere nebenein* 
anberliegenbe S^H^tt, beren 5ßerimeter fid^ felbjl nid&t fd^neiben, g>,, g>2^ 
(Ps, . . unb ben von biefen S^Utn au^gef^lojfenen unenblid^en 3;eil (p^. 

ein beftimmte« unenblid^ f leinet gläd&enftüdt ber ®Unt wirb von 
ber ©tredEe OA (9), mäl^renb A ben gegebenen 5ßerimeter burd^läuft, im 
allgemeinen mel^rmal ttberjirid^en, wmal linf^um, nmal red^tSum, unb 
f)at bemnadö (7) in ber ©umme 2 einen beftimmten ©oefficienten m—n, 

^Bknn jmei unenblid^ fleine gläd&enftüdte berfelben gelle, jmifd^en 
benen ber gegebene ^Perimeter nld^t ^inburd^ge^t, burd^ w unb »' 
bejeid&net werben, unb wenn ber willtürlid^e ^punft auf ber tjer^ 
langer ten ©eraben ©co' angenommen wirb, fo lann bie ©tredfe OA 
nid&t © überjlreid&en, ol^ne jugleid^ ©' ju überfireid^en. Sllfo l^aben 
w unb w' in 2 benfelben ©oefpcienten, ben ©oefficienten ber gette, in 
ber « unb (o* liegen. 

6* 



68 



SSierteg ^ud^. Planimetrie. 



SBentt jwei uttenbltd^ Heine gläd&enftüde benad^botter gellen, 
jtoifi^en benen ber gegebene Perimeter einmal t)on F nad^ G l^in^ 
buti^gel^t burd^ o> unb <»" bejeid&net werben, wenn w" auf ber fd^at^ 
tierten, co auf ber ließen Seite be« ^Perimeter^ FQ liegt unb O auf 
ber t)erlängertcn ©eraben w ©" angenommen wirb, f o f ann bie ©trerfe 
OA nidt)t CO überftreid^en, ol^ne jugleid^ »" ju überftreid&en; bagegen 
wirb cö" einmal allein o^ne w überftri(|en, mäl^renb A ba^ ©tüdE -P(? 
be^ 5Perimeteri5 jurüdElegt 3)a]&er iji in 2 ber ©oefficient t)on w" auf 
ber bunfeln ©eite FG wx 1 gröfeer ate ber ©oefficient t)on co auf 
ber l^etten ©eite, üorauÄgefefet, ba| bie pofitioen %lixiitix burd^ linfö* 
um gel^enbe 5Drel^ungen befc&rieben werben. 

3nbem man nun au^gel^enb t)on ber unenblid&en gläd^e q>Q, beren 
©oefficient \% nad& unb nad^ in bie einzelnen Bellen eintritt, bilbet 
man auS bem ©oefficienten ber t)erlaf[enen 3^H^ ben ©oefficienten ber 
betretenen ^tVit burd& 3lbbition ober ©ubtraftion oon 1, je nad&bem 
man ben ^ßerimeter oon red&t^ nad& linl^ (oon ber Igelten ©eite nad^ 
ber bunfeln) ober entgegengefe|t überfd^ritten l^atte. Sejeid^net man 
bie ©oefficienten ber B^tt^ti q>xf 9^, - burd& cj, cj, . . , fo l^at man 
enblid^ oottftänbig Z = c, 9, + C2 9)3 + • • • 

S)ie oon ber Sage be« 5ßunltea unabl^ängige ©umme E ber 
gläd&en, weld^e bie ©tredte OA überftreid^t, mälbtenb ber 5ßunft A 
ben gegebenen ^Perimeter burc^läuft, ift ber oon bem Sßerimeter einge^ 
fd^loffenen gläd^e gleid^, wenn ber Perimeter fid^ felbft ni(^t fd^neibet 
unb nid^t me^r ate eine ^tVit bilbet (cj = 1, 2 = tp^y 3)iefelbe 
©umme 2 bient bal^er aud^ jur S)efinition ber gläd^e einer mel&r=^ 
jelligen gigur, beren Perimeter fid^ felbft fd^neibet*) 

ätö gläd^e beiS SSieredtS ABCD ergiebt fid^ 
bie ©umme ABC+ACD b. i. ABC — ADC, 
wenn man ben mittfürlid^en 5ßunft O mit A oer* 
einigt. Site gläd^e be^ SSieredt« EFGH ergiebt 
fid^ bie ®ifferenj ber Betten SFG — SEH, 
menn man m^ bem ©urd^fd^nitt S oon ef 
unb GH oerlegt. ®iefe gläd^e ift SWutt, menn 
EG unb FH parattel finb (2). 3iel&t man Hi 
parattel mit eg, fo ijl ehg = eig, alfo 
EFGH = EFI (3). Slud^ ift ba« 35ieredE 
EFGH einem ©reiedf gleid^, in roeld^em jmei 





£^ 



*) Über bie giä(§en ©on gigurcn, beren Perimeter ftc§ felbft fd^neiben, finb 
bie erften Slnffd^Iüffe von 3Keifter (Comm. Gott. 1769 p. 148) gegeben morben; 
aelegentlid^e Sufierungen finben fid^ bei SejeU (Acta Petrop. 1781, 1 p. 125. 1782, 
Ip. 91) unb S'^uilier de relatione mutua p. 23. Sitte 2lrten t)on ^ol^gonen 
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Seiten mit ben S)iagottalen EG unb fh einerlei 9li(]&tung unb Sänge 
l^aben (7). 

©ine 3^tt^f i^^ten ©oefficient 2 ifi, wirb von Bitten umgeben, 
beten jebe ben ßoefficienten l l^at, u. f. w. S)al^er fann bie gläd&e 
einer gigur auf eine beftimmte 2lrt burd& einfädle 
Seilen (mit bem ©oefftcienten 1 ober —1) avi&^ 
gebrüdt werben.*) S5ie ^Perimeter biefer 3^tt^tt 
umfaffen einfad^ atte a;eile be« gegebenen 5ßeri^ 
meter^; bie fd^attierte ©eite be« ^Perimeter« einer 
fold^en 3eUe ift jugleic^ bie fd^attierte ©eite von 
ben S;eilen be« ganjen Perimeter«, meldte ben 
Perimeter ber Seile auMad^en. S)a« ©ternfünfedt 
(Pentagramm, ©rubenfufe) beftel^t au« jmei Seilen, 
bem innern günfedf unb bem aufeern S^l&ttedt. 
S)ie runbegigur l^at bie Seilen abä, ädbca, 
CD C; bie britte Seile, bei ber bie fd^attierte ©eite 
be^ 5ßerimeter^ aufeen liegt, iji negatio. 

11. SEBenn bie gegebenen ©tredten ä^b^, A2B2, a^b^, .. ber 
Steige nad^ mit ben ©eiten eine« 5ßoIt)goniS von gleid^er Sänge unb 
giid^tung finb, fo ift für jeben beliebigen 5ßunlt bie ©umme ber 
gläd^en ^^J?! 0+^^30 + ^3 i?3 0+ . . t)on berfelben ©röfee. SEBenn 
aber jene Sebingung nid^t erfüttt mirb, fo ifi biefelbe ©umme für atte 
5ßunfte ö, meldte non einer beftimmten ©eraben gleid^e Slbflanbe 
l^aben, von berfelben ©röfee.**) 

Sem eis. 2luS einem mittlürlid^ angenommen 
nen 5ßunlt A jtel^e man AB, BC, CD,.,, FO ber 
Sleil^e nad^ von gleid^er Sänge unb Sftid&tung mit 
ben gegebenen ©tredfen a^b^, a^b^, a^b^,.., 
fo bafe a^b^ba, a^b^CB,.. ^Parallelogramme 
finb (§. 6, 3). S)ann ift (8) 

A^B^O = j^A^B^BA + ABO 
A^B^O ^^Ia^B^CB + BCO 
A^B^O = ^A^B^DG + CDO 





umfaßt bie von Saug in ©d^umadjerä Ü^crfe^ung von ©arnofS Geom. de pos. 
II p. 362 gegebene Sonnel jur »credjnung il^rcr gläd^en. ©ingel^enbe öcl^anblung 
l^at biefer ©egenftanb burc^ aÄöbiuS erl^alten (ßavi)c 6alc. 165 2tnm. 6tatil 45. 
»erid^te ber Seipj. ®ef. b. 3B. 1865 p. 42). 

*) SSergl. bie aug gacobi« SladJraJ von §ermeä mitgeteilten »emerfungen. 
öorclarbtS 3. 65 p. 178. 

*♦) aipoIloniuS im lten»uc§ ber ebenen Drter. 9Sergr. ©imfonä ^Bearbeitung 
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folgttd^ (10) 

A^B^0 + A^A20+ ,. = ^Ä^B^BA + iA^B^CB+ . . 

+ ABC .. FG + AOO 

tiefer SBert tfi unabl^ängig von o, wenn G mit A jufammenfäUt; 
er bel^ält feine ©röfee, fo lange al« bo« »reied AGO feine gläd^e, 
mitliin feinen Slbftanb t)on ber ©ttede AG bepit. 

§. 10. ^läd^enmeffung- 

1. ^^nn jn)ei S)reie(fe (^PataHelogtamnie) glei(ä^e ^öl^en l^aben, 
fo ift ba» aSet^ltni« i^rer ?5lä(ä^en bem aSer^ltni« il&tet Safen gleid^. 
Eucl. VI, 1. 

Sewei^. ©0« SSer^ltni« ber gläd&en 

r j;_ ABC : ADE ift bem SSerpltni« ABC : ABC 

/!!3^Q\ gleid^, weil nad^ ber SSoraugf e|ung bie ©reiede 
4^_ — N^^^ ADE, ABC, ADC glei(ä&e §ö^en, folglid^ 

^ ^DE unb ADC gleite gläcien pben (§. 9,2). 

giel^t man bie ©eraben t)on C na$ ben fünften, weld^e AD vx m 
gleid^e 3;eile teilen, fo teilt man ADC xu m S)reie(Ie Don gleid^en 
SSafen unb ^öl^en, alfo au(§ t)on gleid^en gläd^en. SBenn nun AB 
ben mten 3;eil x)on ^i> nmal entl^ält, fo entplt au(ä& ^^C ben wten 
2;eil t)on ^/>C nmal, b. 1^. 

SBenn aber ^5 ben mten 2;eil t)on ^z> mel^r alÄ nmal unb weniger 
al« (n + i)mal entplt, b. 1&. 

n : m <i AB : AD <C n+1 : wi 

fo ift au(^ 

n : w < ^^C : ^i)C < n + l : m 

S)ie SDifferenj ber SSer^ltniffe {ABC: ADC) — {AB: AD) ift ge= 
ringer al« ber beliebig Heine S3rud^ 1 : m, alfo t)on $RuU nid^t t)er^ 
f(ä^ieben (Sllgebra §. l, 2). 

^Parattelogramme t)erl^alten fi(^ ju einanber, wie S)reie(Ie, weld&e 
Hälften ber ^Parallelogramme finb. 

2. äßenn jmei SJreiede (^Parallelogramme) gleid^e S3afen l^aben, 
fo ift ba« SSerl^ältni« i^rer gtäd^en bem SSer^ltni« i^rer §ö^en gleid^. 

Setoei«. 3i^^t man bie 9lormale jur SJafi« AB bur^ B, unb 
bie ©eraben CE, df parattel mit AB, fo erplt man abe == ABC, 

üBerf. t)Ott ©ameter p. 92 ff» S^enfelben ©o^ l^at fjertnat Isagoge u. S'^uilier 
polygonomötrie 1789 p. 92 genauer bel^anbelt, erfd^öpfenb aber crft ^öbiuS 
etati! 46. 
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ABF = ABD (§. 9. 2). 5F{un Ift BEA : BFA = BE.BF (1), 
folglid^ ^ßC : ABD = J5E : BF. 

Bufäfte. 3flad^ §. 9, 9 f)at man c je 

ABD BCD CAD _ 
ABC '^ BCA^ GAB ~ 

b. l). toenn man bie Slbftänbe eine« be«* 
liebigen fünfte« von ben Seiten eine« 
3)reie<fj5 ber Sieil^e nad^ burd& bie pax^ 

aUelen ^öl^en bioibiert, fo ift bie Summe 

ber Cluotienten =1. -^ ^ 

SBenn jroei ©reietfe ABC, ABD bk »afuS AB gemein ^aben, 
fo ift ba« 3Jer^ältnt« i^rer gläd&en bem SSerl^ältni« gleid^, naä) meld&em 
bie ©trede CD burd^ ^^ geteilt wirb. ^Sknn bie ©trede CD x>on 
AB in G gefd^nitten mitb, fo ift ABC: ABD = CG: DO ju^ 
folge ber ©letd&ungen (1) 

AGC = {CO:DG)AGD, BGC = {CG : DG)BGD 

S)emnad^ ift CG: DG = EB : FB, toie §. 8, 4 au« anbern 
©tünben gefunben routbe. 

S)ie Ouabrate ber uon einem 5Punfte eine« Äreife« au«gel^enben 
©eignen vtxf)alttn fid& ju etnanber ber Sleil^e nad^ mie bie ©tredfen, 
bie auf bem ©iameter be« 5Pun!te« t)on ben 
SRormaten au« ben ©nbpunften ber ©eignen ab^ 
gefd&nitten werben. SBenn nämlid^ an ein S)ia^ 
meter ift, fo finb bie 3)reiedEe ABN, ACN, adn 
red^tminfelig (§. 4, 2). ©inb nun bb\ CC\ 
DD* normal ju AN., fo firtb bie Quabrate pon 
AB, AC, AD, AN ben gieftangeln auf ber »afi« 
AN gleid^, beren ^öl^en AB*, AC\ AD', AN pnb (§. 9,5). »iefe 
SReftangel l^aben eine gemeinfd&aftlid^e Safi« unb Derl^alten fid^ ju 
einanber, wie AB*, AC*, AD^, AN. 

3. S)a« 3Ser||ältni« ber gläd^en t)on jroei S)reied(en (^araDelo^ 
grammen) ift ba« ^robult be« aSerl^ciltnijfe« il^rer ^ci\tn mit bem 
aSerpltni« i^rer §8^en. Eucl. YI, 23. 

SBeroei«. ^nbem man ba« SDreiedt ADC ju j; 

^ilfe nimmt, meldte« mit ABC gleid^e ©ö^e, mit 
ADE gleid^e Safl« l^at, finbet man 

ABC : ADC :=: AB : AD (1) 
ADC : ADE = FC : GE (2) 

folglid^ burd^ 3Rulti|)ltfation (Sllgebra §. 1, 3) 

ABC: ADE = {AB : AD){FC: GE) 
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3uf ä|e. aSenn bei jroei S)teie(Iett (^ßatallelogtammen) bie SSer^ 

^altniffe bet SSafen unb ber ^öJ^en rcciprol finb, fo i^at baiS SSerl^ält^ 

nx^ ber glad^eti ben SBert 1, b,\). bie ^äiä&en finb einanber gleid^. 

Söenn jwei S)reie(Ie (^araßelogtamme) einen 35?infel gleid^ l^aben, 

fo ift ba« aSerpltnii^ i^ret gläd&en bog ^Probult ber Ser^ältniffe, 

TOeld^e bie jenen Söinfel einfd^Uefeenben ©eiten 
bt& einen ©reied^ ju ben ben gleichen SBinlel 
ein jd^liefeenben Seiten be^ anbern SJreiediS l^aben. 
aRan finbet mit §ilfe be« »reied« ADC 

ABC : ADE = {AB : AD){AC : AE) 

aSenn bem S)reie(I ABC ba& ©reied /)EF fo eingefd^rieben ift 

^r baß BZ> = « . i?C, CE = ß.CA, AF=y.AB, 

foift 

^l> DEFiABC = «/5y + (l — «)(1 — i3)(l — y) 

^1^ ^ S)enn man l^at 

ADE: ABC = (^^E : ADC){ADC : ^J5C) = (1 — |S)(1 — «) 
AEF : ^50 = — (1 — l3)y 

AFD : ^.BC = (^FZ> : ABD){ABD : ABC) = ya 
3tm ift i)£F = ADE + AEF + AFD (§. 9, 9), folglid^ 

DBF: ABC = (1— /?)(! — «) — (l—fty + r« 

übereinftimmenb mit bem angegebenen Söert. ^ergl. ©teiner Srette« 

3. 3 p. 201. 

4. S)ie glad^e einer gigur wirb burd& il^r SSerl^ältni« jur gld*» 
d&eneinl^eit angegeben. Sil« gläc^eneinl&eit wirb Qmii\)nli(S)bit Qua*» 
brateinl^eit gebraucht, b. ^. du Quabrat, beffen ©eite bie Sängen*» 
einl^eit ift. 2)enn ein Ouabrat ifl nid^t nur afö reguläre g^igur burd^ 
eine ©eite beftimmt, fonbem eä gel^ört aud^ ju ben ^Parallelogrammen, 
beren SJerl^ältniffe ju einanber nad^ (3) gefunben werben. S)ie Slngabe 
ber gläi^e einer gigur l^eiBt bie JQuabratur {retgaYowiaiiog) bergigur. 

3Kan fagt ablürjenb ©röfee ftatt SSerpItniä ber Oröge jur ein«» 
l&eit, mitl^in %iQVit flatt SSerpltni« il^rer gläd&e jur Ouabrateinl^eit, 
»afiiS fiatt Serl^ältniÄ ber SafiÄ jur Sängenein^eit, u. f. f. 3n biefer 
SBebeutung l&at man (oergl. §eron« geobätifd^e ©d^riften) 

^Parallelogramm = S5afi« x §öl^e = Sänge x ©reite 
Sleltangel = $robuft von 2 folgenben ©eiten 

Ouabrat = (©eite)^ 

S)teied = i§Bafi« x ^ö^e 

fireiSfläd^e = i^eripl^erie x 9labiu^ 

flreisfeftor = iSogen X Sftabiu« 
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SBeioeiÄ. ®(x8 aSerl^ältittö eine« ^paraHelogtatttm« jut Duabtat* 
einl^eit wirb gefunben, inbetn man ba« 3Setl^ältnü5 bet SSaftiS be« ^ax" 
aUelofltamnrö jur Sängeneinl^eit mit bem SSetl^ältni« bet §öl^e be« ^ax^ 
allelofltamtttö jur Sängeneinl^eit multipUciett (3). 83ei bem 5ßatattelo= 
gtamm werben 95afi« unb ^öl^e aud^ Sänge unb ©reite beafelben genannt. 
Sei einem Ouabrat finb Sänge unb Sreite einanber gleid^. ©in ©reiecf 
l&at l^alb foDiel gläcä^e, afe ein SßaraUelogramm von gleid&er SBafxÄ unb 
von gleid&er $ö|ie (§. 9, 2). S)ie gläd^e be« Äreife« ober eine« RxtiS^ 
fef tor« f ann al« gläd^e eine« S)reie(I« aufgefaßt werben (§. 9, 4). 

2Benn bie Saft« unb bie ißöl&e be« 5ßaraDelogramm« in gufeen 
gegeben finb, fo erl^ält man bie glad^e be«felben in äQuabratfußen. Um 
bie gläd^e be« ^ßarattelogramm« in QuabratjoEen ju finben, nimmt 
man bie Safi« unb bie $öl^e be«felben in SoHen, u. f. m. S)a ein 
gufe 12 80a l^at, fo l&at ein Ouabratfug 12 « b. i. 144 Quabratjott. 

5. ®a« Sfteftangel au« jmei ©treden (§. 9, 5) mirb in ber an^ 
gegebenen Sebeutung (4) bur^ ba« ^ßrobult ber ©treden au«gebrä(It. 
Umgelel^rt fann ba« 5ßrobuft oon jmei ©tredten, b. i. ba« ^robuft 
ü^rer SSerl^filtniffe jur Sängeneinl^eit, al« gldd^e eine« afleftangel« oor*» 
gefteHt werben. 

S)a« gieftangel, beffenSafi« AB + BC unb beffeni&% AD ift, 
ifi bie ©umme ber Sfteltangel, oon benen ba« eine bie ©eiten ab unb 
AD, ba« anbere bie ©eiten bc unb ad ^at. golglid^ ifl (4) 

(AB-i-BC) ,AD = AB.AD + BC.AD 

in Übereinftimmung mit ben Siegeln ber aritl^metifd&en aBultiplifation 
(ättg. airitl^m. §. 9). S)iefe Siegeln würben im Slltertum geometrifd^ 
burd^ gläd&enoergleid^ung abgeleitet (Eucl. 11). 

S)ie gormel für bie gläd^e eine« ^Parallelogramm« lel&rt au« ber 
gläd^e unb Safi« be« ^Parallelogramm« feine ^öl^e feered^nen. SBenn 
bie gläd&e / Ouabrateinl^eiten, bie 35afi« a Sängeneinl^eiten l^at, fo 
l^at bie §ö^e (/ : a) Sängeneinl^eiten. 

S)er ^Pptl^agoreifd^e Sel^rfafi (§. 9, 5) entl^dlt bie ©leid^ungen 

AC^ = AD. AB, BC^ = DB . AB 
AC^ + BC^ = {AD-{-DB),AB = AB^ 

DC^ = AD .DB 

auf weld^e fid& Sered^nungen grünben lajfen. ©aben bie Äat^eten a, 
b, bie §9potenufe c Sängeneinl^eiten, fo iji 0^ + 52 = ^2, folglich 

ipat bie ©eite eine« Ouabrat« « Sängeneinl&eiten, fo l^at bie 
diagonale Y2^ = a/2 Sangeneinl^eiten. S)a« aSerl^dltni« ber 
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SDiagonale jur ©eitc eineiS OuabraW ift y2, mitl^m irrational; bie 
genannten ©treden ftnb inlommenjurabel (Algebra §. l, l). 

§at bie ©eite eine^ gleid^feittgen ©reieds a Äängeneinl^etten, fo 

^at bie ^ö^e Y^^—iW = l«/3 Scingenein^eiten, unb bie gläd&e 
ia2y"3 Duabrateinl^eiten. 

6. S)ie glä(ä^e eine« ^ßolpgon« wirb gefunben, inbent man bur($ 
feine ©dpunfte ^Parattelen von beliebiger Sftid&tung jiel^t, baoon jebe 
©trede, bie innerl&alb be» ^olpgon« liegt, mit bem Slbfianb ber folgen- 
ben ^Parallele oon ber t)or]^erge]^enben multipliciert, unb bie ©umme ber 

^Probufte burd& 2 bioibierf) ABCDEFO = 

Seroei«. S)ie ©reiede O^OA, OO^B^ 
an ber Safi« GG^f unb bie ©reiede 
0^3^20, G^G^B an ber SSafiiS 6^2 ^3 ^a* 
ben bie ^ö^en h^h^, ^1^2; "^"^^ ©umme 

ift (4) 

ebenfo finbet man für bie an ber Safi« 
5, B^ liejgenben S)reiede bie ©umme iB^i öj 

+ B.iBG^ + B^B^F = i^i^j • ^i^3f 

ferner /^^iFÄi+z^/^iA = i^^t • ^2^4. 
u. f. m. 

7. gür ieben 5ßunft ber ®bene finbet man, menn man feine Slb*» 
ftänbe t)on ben ©eiten eine« 5ßolpgon« ber Sftell^e nad^ mit ben ©eiten 
multipliciert unb bie ^Probufte fummiert, biefelbe ©umme, nämlid^ bie 
boppelte gläd^e be« ^ßolpgon», t)orauÄgefe|t ba^ bie ^txiitn ber ^ro^ 
bufte mit ben ^tiS^tn ber ©reiede übereinfiimmen , auf meld&e bie 
^probufte fid^ beiiel&en (§. 9, 10). 

3fi ba« ^olpgon gleid^feitig, fo finbet man für jeben 5PunIt ber 
ebene, xotnxi man feine Slbfiänbe t)on ben ©eiten gemä| ber obigen 
SRegel fummiert, biefelbe ©umme. 




*) 3)ic Teilung einer gläd^e burdj parallelen (Drbinaten) %uxa 3wedfe il^rer 
Duabratur fommt bei ben ©eometern ber ^latonifd^en ©d^ule unb bei 3lrAis 
ntebeS oor. 2)ie obiae einfache Siegel wirb in 3. %, SÄa^erS pralt. ®eom. III, 
§. 280 unb 3Jteier ©trfd^ geom. 2lufg. I, §. 25 bei SBebanblung biefeS Problems 
nod^ nid^t angetroffen; fic ift aber au8 ber gormel ableitbar, n)el(§e ®auj für 
bie glätte eineä ^ol^gong in ©d^umad^erg Überfeftung oon ©arnof ö göom. de 
po8. II p. 362 gegeben ^at. 




§. 10. giä(§enmeffung. 75 

SEBenn bie Slotmalen au« etnem 5ßunft O ju ben Seiten eine« 
gleid^feitigen ^olpgon« t)on einem Äteije gefd^nitten werben, bie etfle 
in P^ unb Qy bie jweite in Pj wb Q2, . ., fo ifl 

OPi + OP2 + . . = OQi + OQ2 + . . 

t)orau«gefe|t, bajj bie ^eid&en fowo^l mn OP^, OP^,.., al8 aud^ t)on 

OQj, oa2, . . mit ben Seid^en ber ©teiede (§. 9, 7) übereinftimmen, 

weld^e o mit ben Seiten be« ^ßol^gon« bilbet/) Seftimmt man ben 

^unft R jo, bafe ba« Zentrum be« Äreife« bie 3Kitte 

t)on OB iji, unb jiel^t man bur($ R bie ©elöne st 

paraHel mit PQ, fo finb S unb r bie ©egenpunfte 

Don P unb Q, meil bie ©eignen gleid^e Slbftänbe 

t)om ©enttum, folglid^ gleid^e Sänge unb gleid^e SBo^ 

gen l^aben. ®a^et finb bie ©tredfen OP, OQ ben 

©tredten RS, rt gleid^ unb bie SBinfel CiPT, PTS 

re(%t. "^txvx fetner bie parallelen ©eignen notmal 

lyxüV fte^n, fo ifl UVTP ein Sfteftangel unb ÜP, 

VT Rnb einanbet gleid^. Siegen nun ü^ unb F^, U<^ unb Fj, . . auf 

ben Seiten eine« gleid^feitigen ^olpgon«, fo ijl nad& bem Dbigen 

mitl^in, weil ü^P^ = Fj T^, u. f. m. 

OP^ + OP2+Oi"3+-. = RT^ + RT^ + RT^^.. 

= OQi + OQ2 + OQ3+.. 

8. @« feien z^, ^2f ^3f • • gegebene ©etabe, c,, cj, cj, . . gegebene 
3apen, a^b^, a<^b^, a^b^, . . ©tteden oon ^1, \, hff ^^^ P<^ ^^^ 
aieil^e na^ mie bie 8oi)Un c^, c^, c^, t)etl^alten, Pi, P2, Psf * t^ie 
SCbftänbe eine« beliebigen 5ßunf te« O von ben gegebenen ©etaben, beten 
3eid^en mit ben geid^en bet S)teiedEe AiB^o, a^b^O, a^b^O, . . 
übeteinftimmen. 3Benn nun bie Summe c^Pi + c2P2 + czPz + -- 
t)on gegebenet ©töjse fein fott, fo giebt e« im attgemeinen unenblid& 
vxd Sßunfte 0, bie fünfte einet beftimmten ©etaben, roeld^e bet got*- 
betung genügen.**) 

83 em ei«. 3flad& ben gemad&ten aSotau«fe^ungen ift (4) c^p^ + C2P2 
+ C3P3 + . . = 2{A^B^o + A2B2 + A^B^ o + . .). S)ie Summe 



*) ^efonbere f$äUe biefeS (Ba^eä l^aben 3<^<^i>^ ©regor^ unb SCuguft (e^ 
lannt gemacht. SSergl. ^unjc ?piamm. p. 166. 

♦♦) 2lporioniuS (oBen §. 9, 11). SBcrgl. SÄeier girfd^ gcom. Slufg. II, 251. 
2)en Bcfonbent gatt, tn weld^em 3 @ctabc gegeben, unb bie jugcöörigen S^¥^ 
(ginfieiten finb, f^at XimmermannS (®erg. 2lnn. 18 p. 217) betrachtet, unb ©. 3. 
21. ä^cobi (iSntfemungSörter beö 3)reie(f3, ^rogr. ber SanbeSfd^uIe ^forta 1851 
unb 1854) weit auögefü^rt. 
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2{Ä^B^0+ ,,) tann itiÄbefonbere einen oon unabl^angigen SBett 
l^aben (§. 9, 11); bann Ift bie gorberung von fold^en ^Puntten 0, für 
xoü^t bieSumme c^p^+ . . einen beliebig gegebenen SBett erl^ielte, 
fid& felbji wibetfpted&enb. Qm attgemeinen l^at aber bie ©umme 
2(^i5|0H-..) einen SEBert, ber bog von mit einer befiimmten 
©tredEe (AG) gebilbete ©reied um eine bejiimmte ©rö^e übertrifft, ©ei 
l^inrei($enber ^ö^e biefea Sreied^ l^at alfo aud^ bie Summe c^p^ +- . 
ben geforbertcn SBert, unb bel^ält benfelben, menn O feinen Slbjianb 
von ber »aR^ (AG) bel&ält. 



§. 11. ^l^nlid^feit ber 2)reiedEe. 

1. 2Benn jwei S)reie<Ie jwei SBinfel ber Stetige na^ gleich l^aben, 
fo pnb fie äl^nlid^, b. \). bie Seiten be« einen ©reied^ i&aben ber 
SReil^e nad^ ju ben ©eiten be^ anbem SJreied«, meldte ben gleid^en 
SBinfeln gegenüber liegen, gleid^e 3Serl&ältniffe, unb ba& SerpltniS ber 
gläd^en ift boiS Ouabrat beä SBerpltniffeS von ©eiten ber S)reiede, 
n)dä)t gleid^en SBinleln gegenüber liegen. Eucl. VI, 4—7. 19. 

2Benn ber Söinfel A = D, B = E, fo ift ABC oo DEF 
(t)ergl. §. 5, i) b. 1^. 

BC : EF gegenüber ben gleid^en SJBinfeln A unb D 

= CA : FD ^ ^ ^ ^ B ^ E 

= AB : DE p * * ^ C ^ F 

unb ABC : DEF = {BC : EF)\ 

S3en)eii5. SKad^t xa^xn auf DE bie ©tredfe 
Z>ö = ^^ unb jiel^t GH paraDel mit EF, fo 
ifi DG : DE = öfl- : EF = HD : FD (§. 8, 2). 

3lu« ber Semerfung, bafe bie Söinfel hgd unb 
FjBD gleid^ finb, folgt ober in SSerbinbung mit 
ben aSoraugfe^ungen, bafe bie ©reiede ^J5C unb 
DGH gleid^ unb ö^nlid^ finb (§. 5, 3). aifo ifi 
AB : DE = BC: EF = CA: FD, 5)0^ SSer:= 

pltni« ber S)reiedi8f[äd^en finbet man au^ §. 10, 3. 

Slnmerfung. Sei äl^ulid^en S)reieden ^erl^alten fid^ bie ©eiten 
be8 einen ju einanber ber Sfteü^e nad^ mie bie ben gleid&en SBinfeln 
gegenüberliegenben ©eiten be^ anbem. ^tnn bie ^Proportion 

AB : BC : CA = DE : EF : FD 

umfaßt bie bewiefenen 5ßroportionen (SKlgebra §. l, 5 unb 6). ©tatt 
ber einzelnen ^Proportionen fönnen bie ©leid^ungen von 5ProbuIten 

AB.EF = DE,BC, AB. FD = DE. CA, BC.FD = EF.CA 




§.11. äl^nUd^Icit ber S)rciecfc. 
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Qthxanäjt roerben, burcä^ toeld^e bie ©leid^l^eit von bejiininitett gläiä^en 
angejeigt totrb (§. 10, 5). 

3. SEBenn jwei 3)tete(fe ba« SSerl&ältni« von 2 ©eitert unb ben 
SBtnlel gletd^ l^aben, ber von ben beiben ©eiten eingefd^loffen toitb, ober 
ber großem von ben beiben ©etten gegenüber liegt, ober wenn bie S)rei^ 
ede bie SSerl^ältniffe ber 3 ©eiten gleid^ l^aben, fo finb fie äi&nlicä^. 

SEBenn ABiBC = DE: EF unb ber SEBinfel 
B = E, ober wenn ab : BC = de : E/^, 
^5 > j?0, unb ber SGBinfel C = f, ober 
wenn ^^ : BC:CA = DE:EF: FD, fo iji ber 
SBinfel ^ = D gegenüber ben l^omologen (in ber 
^Proportion gleid^en Sftang einnel&nienben) ©eiten 

BC unb EF, u. f. n)., ABC oj Z)EF. 

SBjewei^. 3Rac^t man auf de bie ©trede 
DG = AB, unh jiel^t öi^paraHel mit ef, fo 
iji DGH CSD DEF, b. I&. 

DG: GH: HD = Z)E : EF : FD (1) 

a. SBenn B = e = G unb AB:BC = DE: EF, fo ift aud^ 
AB:BC = DG: GH, mithin i9C = GH, unb .äBC ^ DGH 
(§. 5, 1), b. f). ber SBinlel ^ = 2), folglid^ ABC oj z>ef (i). 

b. SEBenn C = F = h unb AB:BC = DE: EF, fo er^ 
giebt fid^ wieberum BC = G^zr unb ABC ^ DöJ? (§. 5, 4), b. ^. 
^ = D, folglid^ ABC CV3 DEF (1). 

c. SEBenn AB : BC:CA = DE : EF: FD, fo ergiebt fi($ 
AB : BC : CA = DG : GH : HD, mitl^in 50 = ÖJEf, C^ = HD, 

unb ^i9C ^ z>(?ir (§. 5, 2), b.^. a = d, b = G =^ e, folglid& 

ABC oj DEF (1). 

3. ®in red^tminfeligeS ©reied mirb burd& bie SRormale au^ bem 
©d^eitel be^ redeten SEBinfetö jur ©ppotenufe in jroei a)reie(fe geteilt, 
welij^e bem ganjen ©reied unb einanber ol^nlid^ finb. (Sine fiatl^ete 
ift ba« geometrifd^e 3Rittel (Sllgebra §. 1, 9) jwifd^en ber ^ppotenufe 
unb bem an ber Äatl^ete liegenben ©tüd berfelben. S)ie 5Rormale ift 
baÄ geometrifd^e Sülittel jwifd^en ben ^iMtn ber ^ppotenufe. 

S5 em ei«. S)ie red&twinf eligen 3)reiede 
A DC unb ACB l^aben ben SEBinf el A ge^ c 

mein, folglid^ iji(l) ADC oo ACB, b. I&. 

AD:AC= AC: AB, ober AC^ = AB . AD. 

3n ben red^tminleligen S)reieden adc 
unb CDB finb bie SBinlel DAC unb dcb ^—^ 
gleid&, meil fie ba«felbe Äomplement ACD 
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I^aben; folglid^ ift ADC cvj CDB, b. ^. AD:DC = CD: DB, obet 

CD'^ = AD. DB, 

SJiefe @ä|e treffen nad^ il&ter aeontetrifd^en Sebeutung (§. 10, 5) 
mit bem ^p^tl^agoreifd^en Sel|tfa| (§. 9, 5) jufammett. 

3ufä|e. 3n ber ^Proportion ber öl&nlid&en ©reiecfe (l) 

ABC : ADC: CDB = ^J?2 . ^(72 * 0^52 

ift ABC = ^DC+CDB, folglid^ (3llgebra §. 1, 1) AB'^ = AC^ 
+ 0^2^ in Übereinfiimmunfl mit bem ^p^tl&agoreifci^en ßel^rfa|. 

SBenn bie redeten SBinfel ACB, A'C&, . . pon ber Slormale ju 
CD begrenjt werben, f l^at man megen ber gleid^en 5ßrobuIte AD . db, 

A'D . DB' . . 

DB : DB* = ^ : j^, 

DA DA* 

b. 1^. bie ©treden db, db\ . . t)erl&alten fid& ju einanber ber SReil^e 
nad^ n)ie bie reciprofen ©tredten DA, da*, . , , 3n einem fold^en 
Sufammenl^ange [teilen j. SB. bie ißöl&en eine^ S)reiedE5 unb bie Seiten, 
JU benen fie normal finb. 

aSon jebem DreiedEe läjst fid^ ein äl^nlid^eg 3)reiedt abf d^neiben , ba« 
mit bem gegebenen S)reiedfe eine ©eite unb einen SBBinlel gemein l^at. 

®ie gemeinfd^aftlid^e ©eite ift 
baÄ geometrijd^e aKittel imi*» 
fd^en ben beiben anbem ©ei*» 
ten, meldte auf bem anbem 
©d^enfel be^ gemeinfd^aftlid&en 
SBinfetö liegen. SKad^t man 
'\ ben SBinlel ACD = CBA, fo 

^— .~^. ift ACD oö ABC, AC^ = 

AB . AD. 

3Kan fann bal^er ba« geometrifd^e aWittel jwifd^en ^^ unb ^C 
aud^ baburd^ finben, bafe man DB, DE, CE ber ©tredfe AC gleid& 
mad&t. 3Beil bann be = ae, fo ift aeb cvj ACE, AE^ = AC . ab. 

4. Sffienn bie burd^ einen 5ßun!t gelienben Oeraben t)on einem 
Äreife begrenjt tt3erben, fo finb bie ^robufte t)on fold^en ©tredfen, beren 
S)ifferen} ober beren ©umme eine©e]^ne ift, einanber gleid^. 3^r gemein^ 
fd^aftlid^er SBert ifi in bem erften gatte ba« .Cluabrat ber SCangente 
au« bem gegebenen 5ßunfte, im jweiten galle ha& Cluabrat ber l^alben 
fleinften ©el^ne, meldte burd& ben gegebenen 5punft ge^t, alfo in jebem 
gaße bie S)ifferenä be« Ouabrat« ber ©tredfe jn)ifd6en bem gegebenen 
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5ßunft uttb bem eettttum unb be^ Ouabrat« be« 3labtu^, unb Reifet 
bie ^potenj be^ 5punft« in Sejug auf ben Ätei8.*) 

Setoei^. SEBetttt bie burd^ ^i ge^ettben ©eraben bett ÄreiS in b 
unb iB', O unb C fd^neiben, fo finb bie ©teiede ABC unb ^C'^^ 
ä^nli(5 wegen bet gtei(3^en SBinfel bei A 
unb wegen bet fupplementäten ober glei= 
d^en 5)Jeripl^erieu)infeI auf bem SJogen 
B'C (§. 4, 2). ©al^et bie ^Proportion 

AB:AC = AC : ^^5' = -J- : -^, 

ober bie (Sleid^ung AB. AB' = AC, AC 

Wtnn ber 5punft A aufeerJ^olb be^ 
ÄreifeS liegt, fo fönnen bie 5punfte B 
unb B' in D jufammenfaHen, wäl^renb 
bie ©erabe ABB' jur 2;angente wirb, 
unb ntan l^at AD^ = AC.AC\ xok 
avtö) au3 ber ä^nlid)!eit ber ,5Dreie(fe 
ADC unb AC'D fid^ ergiebt. 

SBenn ber 5ßunf t A im Äreife liegt, unb bie ©erabe A DD' nor:= 
mal ju ber nad^ bem ßentrum m gel^enben ©eraben am gejogen mirb, 
fo ift ^'bie 3Ritte von DD', unb DD' bie fleinjle unter ben ©e^nen, 
meldte burd^ A gejogen werben lönnen (§ 6, IJ). 5Dann ^at man 

AB. AB' = AD\ 

3tt bem red^twinf eligen J)reiedE A dm l^at man nad& bem ^pt^ago^ 
reifd^en SeMafee (§. 10, 5) in bem einen gaUe AD^ = AM'^ — md^, 
in bem anbern gaUe ad'^ = — AM^ + md'^. 

Umgefe^rt fd^liefet man: SBenn auf ben ©eraben ab unb AC bie 
^punfte B' unb C fo liegen, bafe AB. AB' = AC.AC, fo liegt C 
auf bem Äreife ^C5'. ©efefet, biefer Ärei« fd&nitte bie ©erabe AC 
in £, fo wäre ab, AB' = ^o.^e unb t)erfd&teben t)on ^C^C" 
gegen bie SSorau8fe|ung. 

5. SUlit Pfe be^ geometrifd^en ajlittetö 
jwifd^en jwei ©tredEen fann man ba& ©reied 
fonftruieren, welches bem einen non jwei gege^ 
benen ©reiedfen an gläd&e gleid^, bem anbem ^ 
äl^nlid^ ijt (Eucl. VI, 25). Um ba^ SreiedE ju 
flnben, weld^e« gleich ABC, äj^nlid^ ADC ift, 
fonfiruiert man ba^ geometrifd^e 3Kittel AE 




*) Eucl. III, 35 ff. Xtv ytamt beä ^robultö tft oon ©teincr (©rette 3. 1 
p. 164) einöefül^rt xoovhen. 
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jn)if(§en ab mbAD, unb jtel^t ef pataEel mit DC. S)antt ift (§. 10, 3) 

ÄEF : ABC = {AE : AB){AF : AC) 

= IaE:AB)IaF: AD) = 1 
well AE^ = AB. AD. 

Um ha^ JDreied POi? butd^ ^Parallelen von flcgebenet Sftid&tung 
nad^ gegebenen SSerJ^ältniffen ju teilen, j. 83. fo, bafe bie SCeile itcö 

perl^alten wie Q« : of/3 : ßy : yÄ, jiel^e 
man PS in bet gegebenen Sftid^tung, 
bie ißalbfteife um Q/Sf unb SB, bie 
Stormalen ju Qä burd^ bie %txU 
punJte a, ft y, meldte bie ^alblreife 
in ct\ ß*, y* fd^neiben, unb mad&e 

^tt' Q>A = Qa\ QB = Q^', CR = y'R 

enblid^ ^J.', i?i?', CG' patattel mit 
PÄ S)ann ift 

QAA' : Q/SP == {Qa* : QÄ)2 = a« : Q/S 
QSF : QäP = QS: QR 
folglid^ Q^.4' : a^P =» a« : ÜÄ ©benfo 

a^5' : QRP = Qß : QR, . O'Cii : PQi? = yRiQR 
QCC'P : PQÄ = Qy : QÄ, u. f. m. 
gjlit^in t)er]&alten fid^ QAA' : ^M^^' : P'^CC : C'CR ju einanber 
ber Sfteil^e nad^ wie Cia:ctß:ßy: yR.*) 




ß 



6. eine ©tredfe l^eifet nad^ jietiget ^Proportion, ober in eine mitt^ 

lere unb eine äußere ^ßroportio*» 
nale, ober golben geteilt, menn 
ein 3;eil (ber golbne Slbfd^nitt) 
ba« geometrifd^e 3Wittel ijl %m^ 
fd^en bem anbern SCeil unb ber 
ganjen ©tredte.**) 

Um bie ©tredte AB golben ju 
teilen, jie^t man BC normal ju 
AB unb l^alb fo gro^, unb be* 
fd^reibt ben Ärei« um C mit bem 
Slabiu^ OB, roeld^er bie ©erabe 
AO in D (unb F) fd^neibet ®ann 




*) 2luf gaben bicfcr Slrt §aben SÄal^ommeb oon 99 a ob ab 950 (de super- 
ficierum divisionibus 1570), Seonarbo Don $ifa 1220 (Practica geometriae 
fol. 86) aufammengefteUi SJergl. 3Reier ^\x\^ geom. 5lufg. I, 14 ff. 3. §. %, 
aRüUer ^lanim. p. 266ff. 

*♦) Eucl. VI, def. 3. gSetal. U, 11. IV. 10, VI. 30. XIII, 1 ff. 3)ic 33enem 
nung Sectio aurea s. divina ift neueren UtfptungS. 
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tft ^jF' = ^z> ber golbne abfd^nitt t)on ab. "S^txvx bie ©erabe ab 
betfil^rt ben Äretö (C), alfo ^at matt (4) 

AE:AB = AB: AD 

uttb tta$ ©ubttaltiott t)ott 1, tt)etl DE = AB, 

AD: AB = FB:AD, AF^ = i^Ä.Ä 

?la(]^ betti 5ßi)t^afloreifd&ett ©afee ijl AC^ = ^J92+5C2 = |-/1j52, 
f olflU(]^ ^C : ^ ß = i/5, uttb 

.1F:^Z? = iC/5 — 1) 
FB:AB = i(3 — /5) 
AF:FB = |(V5 + 1) 

33ei elttettt Steife ift ber flolbtie Slbfd&ttltt be« 3labittÄ bie 
(Seite eitteiS rcgulätett eittgefd&riebetiett S^^^edtö. Qft ^G^ = ^5, 
BO == ^f', fo ift FBG c\5 (?ß.l (2), ttjeil biefe S)reie<fe bett SBittfel 
i? getneltt l^abett, uttb FB:B0 =:^ GB: BA, S)a]^et ifi ber SföittJel 
FGB = BAG uttb bie Seite FG = BG ^ af, folflUd^ aud^ ber 

Sffiittfel AGF = BAG, AGB == GBA = 2ß^Ö^, 5ß^(? = 180«, 

\{SBAG = 360<>. aSetgl. unten §. 14, 3. 



§. 12. aSon ben dl^nlid^en Figuren. 

1. aSenn iebem ?ßunft einet gigut ein $unlt einet anbetn gigut 
fo entfptid^t, bafe bie S)teie(Ie ABC, abd, abe,.., tt)eld&e von 
jTOei ^ßunften bet einen gigut mit ben übrigen ^fünften betfelben 
gigut gebilbet metben, ben entfpted^enben ©teied en bet anbetn gigut 
A*B'C\ A'B'D\ A'B'E\ .. bet Sftei^e nad& ä^nlid^ finb, unb bobei 
ABD, ABE, . . mit ABC eine« obet entgegengefefeten Sinne«, je 
nad^bem A'B'D\ A'B'E', . . mit A'B*C' eine« obet entgegengefeftten 
©inne« pnb: fo finb bie giguten ABCDE . . unb A'B'CD'E' . . 
äl^nlid^, b. 1^. alle übrigen 3)teiede bet einen ^Jignt finb ben ent^ 
fpte(Jenben 3)teieden bet anbetn gigut äl^nlidö, bie ©ttedEen bet einen 
glgut üet^alten fid^ }u einanbet bet 3lei^e nad^ wie bie entfpted^en«» 
ben ©ttedEen bet anbetn ??igut, ba« SJetl^ältni« bet 5ßerimetet ift ba« 
SSetl^ältni« entfpted^enbet ©ttedEen, ba« 3Setl^ältni« bet gläd&en ift 
ba« öuabtat be« aSetl^ältniffe« entfpted&enbet ©ttedEett.*) 



*) Eud. VI, 20. a)ic euttibifd^e 2)cfinitiott (btc etftc sunt 6tcn »ud^) ig un* 
ftatt^aft, tDeil fie Sel^auptungen einfc^Iie^t, meiere eined SBetoeifeS bebürfen. SSetgL 
§. 7 unb bie bafelbft ertoäl^nte 3l5|anblung bed SSerf. ^rd^imebeS f^at bie 
Sd^ioerpunfte öl^nUd^er Figuren ald l^omologe $un!te berfelben angegeben. 

Salt^et II. 6. flüfl. 6 




j: 
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»etüei«. ^ad) ben SSorau^fefeungen ift betSaBlnlel bäd = b'D'ä', 

BäC = B'Ä'C\ folglid^ CAD = C'A*iy. Suflleld^ ift AÖ:AB==^ 

AC : A'B\ AB: AD = ^'5' : A*D*, folglid^ 
^C : ^Z> == ^'C : A*D', mitlitt ^CD oo ^'C'Z) 

ji (§. 11, 2). ©benfo erlennt man ACE cv? ^'C'£', 

5Z>E CN3 B'D'E', ... 2lu§ bet ^l&nlid^feit oott ^CZ) 
1b uttb J5'a'2)', BCE unb ^'C'E' folgt ebenfo bie 
D i^ttUd^feit von CDE unb C'D'E*, u. f.'tr). 

®te Oleid&ungen AB : ^'5' =^10: A'G' 

= , . = BC : B*C* = jBZ> : B'D* = . . = 

CD : C*D* = CE : C'E' = . . finb in bet gJto^ 
^ potttott 
AB:AC:..:BC:BD:..:CD:., = A'B':A'C': ..:B'C': B'I>:,.:C*iy:.. 
entl^altett, au« bet aud^ 

AB + BC+CD+.,:AB = A'B' + B*C'+C'D'+ . . : A'B* 

obet 

AB + BC+CD-\-,.:A'B'+B'C*-\'C'D'+,, == AB : A'B* 

folgt (Sllgebta §. 1, 7). ©benfo f (abliefet man au« ben ©leid^ungen 
(§. 11. 1) 

ABC:A'B'G* = ACD lA'C'D' = ADE:A'D'E' = . . = (^iS:^'^')^ 

ba« aSetpltni« bet gläd^en 

ABCDE,.:A'B'C'D'E' .. = {AB : A'B')'^ 

2. SBenn 3 ^punfte bet einen gigut auf einet ©etaben liegen, fo 
liegen bie entfpted^enben 5ßun!te bet ä^nlidben ^igut aud^ auf einet 
©etaben; entfpted^enbe ©tteden bet ä^nlid^en giguten wetben in 
entfpted^enben ^ßunlten naä) bentfelben SSetpItni« geteilt. 3Benn 
in^befonbete eine gigut ein ©enttum ^at (§. 7, 6), fo l^at aud^ bie 
äl^nlid^e gigut ein ©enttunt, unb bie ©entten fiitb entfpted^enbe 
5ßunlte bet beiben giguten. 

Siegen bie 5ßunfte bet einen gigut auf einet Äutoe, fo liegen bie 
entfpted&enben^5ßunfte bet äl^nlid^en gigut auf einet äl^nlid^en Sutoe. 
®inet Seltne bet einen Äutt)e entfpti(^t eine ©el^ne bet anbetn Äutoe, 
unb rotnn eine Seltne bet einen Äutoe oetfd^winbet, fo üetfd^winbet 
aud^ bie entfpted^enbe Seltne bet anbetn Äutoe, b. 1^. bet S:angente 
bet einen Äutoe butd^ einen 5ßunft entfptid^t bie Siangente bet an^ 
betn Äutoe butd^ ben entfpted&enben $unft (§. 3, 5). (Sinem bet einen 
Äutoe eingefd^tiebenen obet umgefd^tiebenen ^Polpgon entfptid^t ein 
bet anbetn Äutoe eingefd&tiebene« obet umgefd^tiebene« ^Pol^gon, unb 
wenn ba« eine biefet ^olpgone mit bet Äutoe bei unenbUd^et 2lnja^l 
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ber gemeittfd^aftUdden 5ßunlte jufamtnenfättt, fo fällt and) baS ent*» 
fpred^enbe ^Polpgon mit bet entfpted^enben Äurpe jufantmen. 3)al^er ift 
ba^ SSetpltnt^ etttfpre<^enber Sogen von äl^nltd^en Äuroen bem 9Ser^ 
pltntö entfpted&enbet ©treden, unb boS aScrl^ältniS entfpted^enber 
gläd^en bem Ouabrat be^ 33erpltniffeS entfpreii^enbet ©tredfen gleid&. 

8. 3fleguläre ^ßol^gone von berfelben Slnjal^l ber ©elten unb 
t)on berfelben 2lrt (§. l, 5) finb äl^nlid^e gtguren; jwei folgenbe (Sd^ 
punite beS einen ^Pol^gon^ lönnen als irgenb jroei folgenben M^ 
punften be« anbern ^ßoltigonS ent-fpred^enb angenommen merben. 

©leid^minfelige Segmente von Greifen (§. 3, 6), ÄreiSbogen von 
glei(^en ©entriroinleln finb äl^nlid^e giguren; einem @nbpunlt beS 
einen SBogenS entfprid^t ein ®nbpunlt ben anbern Sogen«. 3e jmei 
Äreife finb äl^nli(ä^e giguren; ein Sogen be« einen ÄreifeS lann atö 
irgenb einem öi^nlii^en Sogen beS anbern Äreife« entfprei^enb ange^ 
nommen werben. S)ag SerpltniS ber ÄreiSperipl^erien ober äl^nlid^er 
Sogen oon Äreifen ift bem Serpltni« entfpred^enber ©treden j. S. 
ber S)iameter gleid^; baS SerpltniS ber ÄreiSjläci^en ober ä^nli(^er 
©egmente von Äreifen ift bem Duabrat be« Serl^ältniffe« entfpredöen*' 
ber ©treden glei(ä&.*) 

S)ie au« ^albfreifen beftel^enbe Sinie 
ÄBCDEFG ift oon gleid[)er Sänge, wie 
ber ^albfreiS äHG. S)enn bie ^albfreife 
j)erlÖalten fid^ wie il^re 2)iameter; nun 
ift ÄC+CE + EG = AG, folglid& 
u. f. m. 

aOSenn ber ÄreiÄ (A) von bem Ärei« (b) in c einerfeit« ber Qt^ 
meinf(^aftli(^en SCangente berül^rt wirb, unb oon bem Ärei« (^0^ i^fi^n 
SftabiuS bie 2)ifferenj ber aiabien AC—BC ift, in C einerfeit« ober 
beiberfeit«, je nacä^bem^C größer ober Keiner al« BC, unb menn B'ABD 
ein ^ParaDelogramm ifl: fo ift D ein gemeinf($aftli(|er 5punft ber Äreife 
{B) unb (B*) auf ber Serü^rung«fe^ne CC, unb ber Sogen CC ijt bie 
©umme ober bie 3)ifferenj ber Sogen CD unb DC\ S)enn jufolge ber 
©leid^ungen bd = ab' = bc, b'D = ab = b'C liegt d fomo^l 
auf bem Ärei« {B\ al« aud^ auf (^0- 3)ie Sogen CC, CD, Da l^aben 
gleid^e ©entriroinfel unb finb äl^nlid^, bie Sogen unb il^re ©eignen t)er^ 
l^alten fuj^ ju einanber mie il^re Slabien. SDal^er ift Sogen unb ©el^ne 




*) Eucl. XII, 2. %xz äl^nlid^feit ber Sogen unb ©egmente üön Äreifen wirb 
bei ©ucUbeS burd^ befonbere 2)eftnttion feftgeftettt (III, def. 11)» 

6* 
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CC in hm etjten %aU CD + DC*, in bem 
attbern gaU CD— DG', 3ji bet SBoflett C£ 
be^ Äretfe^ {A) fo lang al3 bet SSogeti CD, 
fo iji bet S3ogett EO' in bem etften gall fo 
lang ate /)C', in bem anbetn gall fo lang 
atö d>. SBenn bet Ätei« {B) auf bem 
Ärei^ {Ä) roHenb ol^ne ©leitung ben Sogen 
EC jurüdgelegt %cAf fo l^at bet ^ßunft D 
be^ Äteife^ {B) einen ©pic^floibenbogen ED 
befd^tieben. 3)enfelben ©picpfloibenbogen 
l^at bet 5ßun!t i> be« Äteife« (^0 befd&tie«' 
ben, xotnn bet Äteii5 (ßO in gleitet 2Beife 
ben Sogen C*E jutfidgelegt l^at.*) 

S)ie Sftingfläd&e pifd&en jmei concenttifd^en fitet-» 
fen ift bet gläd&e be^ ÄteifeiS glei4 beffen S)iame^ 
tet eine butd^ ben äufeetn fiteis begtenjte Tangente 
be« innetn Steifet ift. S)enn bie fitei^fläd&en t)et^ 
l^alten fid& mie bie Quabtate il^tet Slabien; nun ift 
bet SBinfel CBA ted^t unb AC'^—AB'^ = bC^ nad^ 
bem ^p^tl^agoteifd&en @a|e, folglid^ u. f. m. 

Sie t)on ben ^albfteifen AC, CB, ba eingefd&lojfene gläd^e (Sit*» 

beloS, Archim. lemma 4) ift bet ^äd^e beS 

fiteifei5 gleid^, beffen S)iametet boS geomettifd^e 
SDlittel CD jmifd^en ben 3)iametetn AC unb 
OB \% ®enn Uc^+CJ5)2— ^C2— OJ52 = 

1AC.GB = 2CD2. 

aSon ben ^albfteifen ab, bc, cd, da, untet benen bet etjle unb 

btitte gleid^, bet jweite unb t)icrte concenttifd^ 
finb, mitb eine gläd^e eingefd^lojfen (©alinon, 

Archim. lemma 14), bie bet %lää)t be^S fitei*» 

fe« gleid^ ift, beffen 33iametet bie ©umme FG 

bet Slabien von ben beiben concenttifd&en ^alb* 

i fteifen ift 5Denn AD^ — ^AB^ + bC^ — 

{2AB+BCy'-2AB^ + BC^ = 2{AB+BC)^ 
= 2FG'^. 

fßon ben ^alblteifen übet ben Seiten eine« ted^twinleligen S)tei^ 
edE5 roetben jmei fid&elfötmige gläd^en (fM?v/<yjcot, lunulae) eingefd&loffen. 






') ©ulet Acta Petrop. 1781, I p. 48 De daplici genesi epicycloidum etc. 



§. 12. $on ben äi^nlid^en f^guren. 



85 





beten Summe bet gläd^e be« 3)reied8 
gletd& ift. S)enn bie ©umme bet ^alb* 
Itetöfldd^en übet ben Äatl^eten ift bet 
^albftetöfläd^e übet bet ^^potenufe 
gletd^, motaud butd^ ©ubttaltion bet 
Segmente übet ben Äatl^eten bie 85e^ 
l^auptnng ftd^ etgiebt. 

SBenn man einem Äteif e boS ted^t^ 
winf elige unb gleiii^f döenf elige S)teie(f abd einfd^teibt, unb um bai5 6en^ 
ttum D ben ^albftei« E^l^F befd&teibt, fo ba| ßF mit AB patattel 
ifl, fo ift bie fid^elfötmige gläd[ie jroifd^en 
bem ißalbftei^ AB unb bem Ouabtanten 
AB forool^l bet t)on bem S)iametet E/^, 
bem Df tauten Pi?, bem §albftei« BA 
unb bem Dftanten ae eingefd^lof[enen 
gläd&e, ate aud& bet gläd&e be« 3)teie(f3 
ABD gleid^.*) S)enn z>J52 = 2CA\ folg* 
lid^ ifl bie gfWdjie be^ ^alblteife« JSi^ (f 
2mal fo gto^ atö bie ^l&d^e be8 ^alb- 

IteifeÄ AB, unb bet 6eftot ABD gleich bet gläd^e be« ©albfteife« ^5. 
3nbem man nun bie oon bem Cluabtanten ab unb bem §alb!tei3 BA 
eingefd^Ioffene gläd^e oon bet ÄteiiSfläd^e AB unb oon bet ^albfteiS*» 
Pddöe £/^ fubttal^iett, unb inbem man baS ©egment AB oon bet 
ißalbfteiafläd^e AB unb x)on bem ©eftot z>-45 fubttal^iett, etplt man 
bie angegebenen ©leid^ungen. 

S)abei iji nod^ bemetleniSmett: menn eine butij D gezogene 
Oetabeben igalbfteüs in O, ben Ätei« in H fd&neibet, unb menn 
bie Jlotmale a\\& B iu AB biefe ®etabe in J fd^neibet, fo ip bie 
oon ben Sogen AO, ah unb bet ©ttede OH eingefd^lojfene gläd^e 
bet glad^e be« S)teiecf8 daj gleid^. ^tnn bet ©eltot CAH ijl 
bem boppelten ©eftot dag ä^nlid^, unb bem einfad^en ©eftot DAG 
glei4 weil bet SEBinfel ACH = 2ADH unb DA^ = 2C^2. 3flun Ifi 
AHG + DAG + CDH = Ci>^+CA!y, folglid^ bie gefud^te gläd^e 
AHG glei(ä& bet 5Diffetenj bet JDteiedEe CDA — CDH «= z>i4J, meil 
CDH := CDJ (§. 9, 2). ©benfo pnbet man bie glä(§e ^iH'ö' gleid& 
bet glad^e be« ©teiedf« DAJ'. 



*) Lunula beS ^^tl^agorccrg ^ippoctatcS t)ott ®^lo8, eincS S^iiamo^m t)on 
»ericleS, tote ^roclug ju ®uclib Berichtet. 2)ctt 3ufa| l^at ^f d^irn^uf cn ö^n^c^t 
Acta Erud. 1687 p. 526. gjcrgl. Älügel tnotl^. SB. Ill p. 591. Untcrfudjungen über 
bie glädjctt anberer ftc^elförmigen giguren finbet man angefül^rt 9«eufi Repert. com- 
mentt. p. 45. JDal^itt gel^ört au^ bet Sluffo^ ©laufenä in SreOe 3. 21 p. 375. 
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4. 3^ Jtt>^i gegebenen ©treden ab, A^b^ giebt e^ fowol&l einen 
5punft S, mit bem bie ©tteden ä^nliiä^e SJreiede eine^ ©inne^ bilben, 
al& auä) einen 5ßunlt N, mit bem fie äl^nlid^e ©teiede fonttären 
Sinne« bilben.*) 

Wtnn bie ©treden ab, A^b^ parallel ftnb, fo tft S ber ^ux6)^ 
fd^nitt^punlt bet ©eraben AA^, bb^ (§. 8, 2). SBenn ferner bie @e^ 
raben ab unb a^b^ in R fid^ fc^neiben, unb bie ©eraben aa^, bb^ 
parallel finb, fo fällt aS" mit R jufammen, unb bie Äreife aa^r, bb^r 
berill^ren einanber, weil i^re ©entren auf einer buri^ R gel^enben ®t^ 
raben fid^ befinben (§. 8, 3). Qn jebem anbern glatte ift S ber an«» 

bere5Dur(^fd^nitt5punft ber 
Äreife^^i-R, BB^R. S)enn 
e« finb ni^t nur bie Sogen 
SA unb SB, SA^ unb SB^ , 
unb bie SDreiede saa^ unb 
SBB^ , fonbern au(^ bie 
SDreiede SAB unb SAiB^ 
äl^nlid^ unb eine« ©inne« 
(§. 4, 7). ®em ©entrum 
cc be« fireife« saa^ ent^ 
fpri(j&t ba« ßentrum ß be« 
Äreife« sbb^ fo, ba^ bie 
giguren saa^ « unb sbb^ ß 
äf)nlxä) finb unb eine« 
©inne« (2). 3lu8 ber t^n- 
li(ä^!eit oon SAa unb SBß 
folgt aber bie t^nlid&feit 
t)on aS«!? unb /Sf^^, weil ber SGBinfel aSß = aSB+BSß = ^Äa+a/S^ 
= ^;S5 unb A^a:>S^ = SA: SB (§. ii, 2). 3)ie gleid&en SBinfel ASB, 
A^SB^, aSß finb bem SQSinlel ber ä^nlid^en Sogen SA unb SB gleid^; 
bie gleid^en SQSinfel asa^, bsb^ finb bem SBinfel ber ©treden ab 
unb A^Bi gleid^. 

SBenn ab in C, ^^^^ in C^ m^ bemfelben »er^ältni« geteilt 
werben, fo ge^t ber Ärei« CC^R, beffen ©entrum y fei, ebenfaO« burd^ 
s. 5Denn au« ber ^^nlid^feit ber ©reiede sac unb SA^ c^ folgt bie 
©leijä&^eit ber SBinlel CSC,, ASA„ AC^A,G,. ipierau« ergießt M 
bie S^nlid^feit ber S)reiede SAA^ unb SCC,, ber Sogen ^.4 unb SC, 
ber giguren aS^^i« unb scc^y, enblid^ ber S)reiede /Sf^c, sa^c,, Say. 




*) SJergL bie §. 7 citierte SlB^anbrung p. 43. 
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SBenn AA^ in Ajc, BB^ In B^,, CC^ in Cfc nad^ bemfelben ge- 
gebenen aSerl^ältntö geteilt werben, fo liegen A^c, B^, G^ auf einet 
Oeraben.*) S)enn jufolge ber aSotau^fe|ung ftnb bie giguten SAA^Aj,, 
SBB^Bjc, SCC^Cj, ä^nlid^ unb eine^ ©inne«. hieraus fd^Ueßt man 
aber wie üorl^in, bafe aud& bie giguren JSABC, SA^B^C^, SAtcBtcCjc 
äl^nlid() unb eines @inne2 ftnb. 

Qn^befonbere liegen auf einer ©eraben s bie 5punfte A^, b^, c^, 
unb auf einer ©eraben n bie^ßunfte A^, b^, c^, in benen bieStreden 
AA^, BB^, CC^ innen unb aufeen naä^ beni aSerl^ältnijS AB:A^b^ 
t)on ben ©eraben geteilt werben, weld^e bie SBinfel ASA^, bsb^, csc^^ 
unb beren 5Rebenn)intel l^albieren (§. 8, 6). S)ie ©eraben s unb n finb 
mit ben ©eraben parallel, weld^e ben t)on ab unb a^b^ gebilbeten 
SBinfel unb beffen Sflebenwinfel l^albieren. S)enn avA ber S^nlid^leit 
ber S)reiedEe etneÄSinneS SAB, SA^B^, SA^B^, SA^B^ folgt wie oben, 

bafe AB^A.^B2==ASA2f ^2^-2*^1^1 = ^2^'^if AB'^A^B^ = ASA^, 

A^B^^A^B^ = A^SA^. 3flun wirb ber SBinfel ASA^ unb fein ^Weben«* 
winfel von SA^ unb SA^ l^albtert, alfo bilbet s mit AB unb A^ B^ ent* 
gegengefe^t gleid^e SBintel, « mit benfelben ©eraben fupplementäre 
SBinfel. 

3)er gemeinfd^aftlid^e 5ßunft N ber ©eraben « unb n liegt auf 
ben Äreifen Ac^SA^, b^SB^, (\sc^t \^ bafe bie Figuren nabc unb 
NA^B^C^ äl^nlid^ unb fonträren ©inneg jtnb. S)enn bie SBinfel 
^2^.ä3, B^NB^, C^NC^ finb red^t, wie A^SA^, B^3B^, C^SC^, 
folglid^ gel^n burd^ S unb iv bie Greife, weld^e bie ©tredfen aa^, 
BB^, CC^ innen unb aufeen na($ bem SSerl^ältniiS ab:A^b^ nor*' 
mal fd^neiben. StuS biefer Sage aber fd^liefet man (§. 8, 6), ba§ 
AN : ^jiv^ = BNiB^N = CN : C^iV = AB : ^j^^ , unb bafe ber 

SBinfel ^iv^2 = ^2^A/ ^^^2 = ^2^^if ^^-^'^2 = C^^C^- 
a)emnad& finb bie SBinfel anb unb ^liv^i, ^iVC unb AyNq gleid^ 

unb entgegengefefet, alfo bie SDreiedfe nab unb ivi^i^i, NAC unb 

iv^^^Oj ä^nlid^ unb fonträren ©inne« (§. 11,2). 

2)te ©tredfen AB unb -^j^^ werben t)on ber ©eraben n in 
O unb 6^1, x)on ber ©eraben s in ^ unb ii^ fo geteilt, bajs 

AGiBG = A^ G^ iB^Gi, AHiBH = A^H^ : B^H^ , mitf)in /S^ö^ 

unb ^A^i, SAA^ unb AS'(7öt, /Sf^fl' unb sa^h^, saa^ unb ASfiJ^i 
äl^nlid^ unb eines ©inneS finb. ©enn^wegen ber gleid^en SBinfel 
finb bie S)reiedEe NAG unb NA^G^, nbg unb nb^G^, nah unb 
iV^i^i, ^^^ uttb ivr^i^, äl^nlid^, folglid^ u. f. w. 



*) 3)icfc ©crabc fd^neibct bie ©tredcn -45 unb A^Bi nad^ bemfelben SBer« 
pttmS, wie man mit §ilfe bcS aWene^aifclJen ©o^eS (Xrigonom. §. 1, 6) er!ennt. 
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5Dte ©etaben BS unb SN finb normal ju einanbet. ©cnn bie 
©ttede Bff^ toirb burd^ bie ©etabe -ß^s^ in B^ nad^ bem aSerl^ältni« 
gefd^nttten, weld^e^ bie abjlänbe be« 5Pun!te3 H^ von ben ©etaben 
AB unb ^1^1 l^aben, mit benen bie ©erabe s entgegengefe^t gleid^e 
SGBinfel bilbet. S)aiSfelbe SSer^ältni5 l^aben bie Slbftönbe bei5 ^ßunfte« S 
t)on ben ©etaben ab unb a^b^, namlid^ sh:SH^ = ab.a^b^. 
3ugleid& l^at man BN :B^N = AB: A^B^\ aljo witb bet aCBinfel 
BSB^ unb fein Siebenminfel t)on ben ©etaben i?/S unb SN l^albiett 
(§. 8, 6), unb bet SBinfel RSn ift ted^t. 

SBenn man bie ©entten bet ^eife A^SA^, b^sb^, C^SC^ butd& 
"if ßif Y\ bejeic^net, fo finb bie giguten ^«iftyi, Saßy^ sabc,.. 
ä^nlid^ unb eine^ ©inneiS, wie au^ bet ä^nli^leit oon SAA^A^a^, 
SBB^B^ß,, SCC^C^y^ fid^ etgiebt 3ugleid& finb bie ©etaben aßy 
unb ffi/3,y, notmal ju einanbet, meil fie bie notmalen ©ttedten BS 
unb SN notmal l^albieten (§. 6, 7). Sllf o finb aud& bie SBin!el aSa^ , 
ßSß^, ySyy ted^t, b. 1^. bie Äteife AA^B, BB^B, CC^B metben t)on 
ben Steifen A^SA^, b^sb^, o^sc^ bet Sleü&e nad& notmal gefd^nitten. 
S)ie ©etaben aßy unb,a,^^yi fd^neiben fid^ abet auf bet 2Ritte bet 
©ttedEe NB, 

5. S^ JW)ei ä^nlid&en giguten eine^ ©inneä, ABC . , unb 
A^B^C^ . ., giebt e^ einen fid& felbft fo entfptet^enben 5ßunf t S, bafe 
SABC . . unb SA^B^C^ . . älnlid&e giguten eine^ Sinne« finb. 3ft 
nämlid^ S bet ^unft, mit meld^em AB unb A^B^ a^nlid^e S)teiedEe oon 
einetleiSinn bilben (4), fo folgt au« ben Sebingungen ABS co A^B^S, 
ABC CSS AiBi Ci, . . bie S^nlid^feit oon SABC . . unb SA^B^ C^ . . (i). 

S)ie aSJinfel ASA^, BSB^, CSC^,.., AB^'A^B^, AC'A^C^, 

BC^B^C^, . . finb oon betfelben ©töfee. S)ie entfpted&enben ©etaben 
AB unb A^B^, AC unb ^jC,, . . fd^neiben fid^ auf bem Äteife AA^S; 
bie entfpte(^enben ©etaben ba unb b^a^, bc unb B^C^,., fd^nei^ 
ben jidö auf bem Äteife bb^s, u. f. m. ^etgl. §. 7, 3. 

S)ie Äteife, meldte bie SSetbinbung«linien AA^, bb^, CC^t-- ^nntn 
in A<^t B^, Cj, .., aufeen in A^, B^, Cg, . . nad^ bem SBetpltni« 
bet entfpted^enben ©ttedfen AB:A^b^ ted&ttoinlelig teilen (§. 8, 6), 
gei^n butd^ S (4). S^gleid^ liegen bie ©entten a, ß, y, . . bet Äteife 
AA^s, BB^Sf CC^s, . ,, bie inneten Seilpuntte A^, B<^, 02, .., bie 
äufeeten SCeilpunfte A^, Sg, Cg, . ., unb bie ©entten «i/ ft, yi, . . 
bet Steife a^a^s, b^b^s, C^C^s, . . fo bafe biegiguten SABC\ .., 

SA^B^C^,.,, SA^B^C^,,,, SA^B^C^,.., Saßy,,., Scc^ß^y^,.., 

äl^nlid^ unb eine« Sinne« finb (4). 

aOäitb bie gigut SABC . . in i^tet ©bene um S gebte^ 6i* bie 
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9lid(|tUT!g ASf^ mit bet Stid^tung ^^^4, ober mit Der entgegengef cfeten Slid^^ 
tung jufammenfällt, fo erl^aUen bie giguten perfpeltipifd^e Sage, 
b. 1^. bieSJerbinbungÄlittien ber entfptei^enben fünfte äa^, bb^ f(^O^f.. 
ge^tt buxä) ben fid^ felbjt entfpted^enben ^puiift S. 5Dann finb je jroei 
entfpred^enbe ©etabe pataKel; im etften gaUe l^abett je jtoei ent-^ 
fpted^enbe ©tteden einerlei Slid^tutig, unb bie SSerbinbungglinien aa^ , 
J5J9,, CC, fd^liefeen ben fi(^ felbft entfpred^enben 5ßunlt auiJ, welliger 
äußerer il^nlid&!eit«pttnlt l^eifet; im anbem gaUe l^aben je jroei 
entf|)re(]5enbe ©treden entgegengefegte Slid^tung, unb bie Serbinbung^S*' 
linien AA^ , bb^ , CC^, , , fd&Ue|en ben fid^ felbft entfpred&enben 
^VLXÜX s ein, meld^er innerer SK^nlid^f eit^punf t genannt mirb.*) 

6. 3« jwei ä^nlid^en gipren lonträren Sinne«, ABC . . unb 
A^B^Ci . . , giebt e« einen fid& felbft fo entfpred^enben 5Punf t N, bajj 
NABC . . unb NA^ B^Ci . . ä^nlid^e ^guren lonträren Sinne« jinb. 
3ft namlid^ N ber 5Pun!t, mit meld^em AB unb A^Bi ä^nlid&e ©rei«* 
ede fonträren Sinne« bilben (4), fo folgt au« ben Sebingungen 
ABN c>j A^BiN, ABC CSD A^B^ CJ, . . bie Sl^nlid&Ieit t)on NABC . . 

unb NA^B^Cy^ .. (1). 

S)ie ©eraben « unb w, meld&e bur($ ben 5ßunlt N gel^n unb mit 
AB unb -4, J9i entgegengefeit gleid^e unb fupplementäre SBinlel bilben, 
bilben aud^ mit AC unb A^ C^ , mit BC unb B^C^^.. fold^e SBintel 
unb entfpred^en fid^ felbfl bergeftalt, bajj s von entfpred^enben ®e* 
raben in entfpred^enben fünften gefd^nitten wirb, bie ben 5PunIt N 
au«fd^liefeen, mäl^renb n t>on entfpred^enben ©eraben in entfpred&enben 
5ßunften gefd^nitten mirb, bie ben 5ßunlt N einfd&liefeen. 5E)ie 3Ser^ 
binbung«linien ber entfpredjjenben 5ßunfte AA^, BB^, CC^, .. merben 
von ben fid^ felbft entfpred^enben ©eraben s unb n innen unb aufeen 
nad& bemaSerl^ctltni« entfpred^enber Streden (ABiA^b^) gefd^nitten (4). 
3n perfpeftioifd^e Sage Mnnen cü^nlid^e giguren fonträren Sinne« 
nid^t gelangen, ol^ne ba| bie eine im Slaume umgenjenbet mirb. 

7. S^ti Äreife von beliebiger Sage Wnnen al« ä^nlid^e ^guren 
in perfpeltioifd^er Sage auf jmei arten betrad^tet werben. 9flad& ber 



♦) 2)cr bei ä^ttUd^cn gigurcn ftc§ felbft entfpredjenbe ^unft ift von ®ulet 
1777 (Nov. Act. Petrop. 9 p. 154) betrachtet unb älJnKci^IeitS?)unft (centrum 
similitudinis) genonnt worben. 3)erfelbe i^eijt bei SÄaonug (3[ufg. b. anal. 
®eom. I. p. 59) ©ituationSpunft. SlpolloniuS im erften «ud^ ber ebenen Drter 
(vergl. (EamererS llberf. ber @intfonf(^en SSearbeitung p. 36) ^atte benfelben $un!t 
jur Äonftruftion ä^nlid^er giguren gebraust, ^er Sluäbrua „perfpeüiDifd^e Sage'' 
rü^rt t)on (Steiner l^er (©^ft. (Sntm. p. 29;, unb ift bejeid^nenbcr ald ber alte 
Sluöbruc« „Ä^nlic^e Sage" (Eucl. VI, 18. XI, 27). 
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einen Sluff affung l^aben fie einen äußeren, nad^ bet anbem einen inneren 
t^nlid^feitöpunft (5); bie S^nlid^feitöpunfte teilen ben 3l6ftanb ber 
©entren innen unb au^tn naä) bem SJetl&ältni« ber 3labien. 2)urd^ bie 
i^nlid&feitöpunlte gel^n bie genietnf(äöaftli(|en SCangenten ber Äreife.*) 

©e|t man ben Sftabiug MA^ ber in ber burd^ bie ßentren M 
unb M^ gel^enben Oeraben liegt, bem gleid^gerid^teten SRabtu^ M^A^ 
entfpred^enb , fo entfprid&t einem anbem SlabiuS MB ber gleid^ge*» 
rid^tete Slabiu^ M^B^ fo, baß bie Sogen AB unb ^,^1 ä^nüd^ 
finb (3). SBirb bie ©erabe mm^ von ber Oeraben bb^ in S ge*» 
fd&nitten, fo finb bie SDreiede SMB unb SM^b^ ä^nli^ unb eine^ 
©inne^, ba^er MS :M^S = MB :M^B^. Sffienn »ferner C unb C, 
entfprec^enbe 5Punfte ber Äreife, mitl^in MC unb M^ C^ Slabien uon 
einerlei Stid^tung finb, fo gel^t bie ©erabe CC^ burd^ ben 5punft 8, 
meil fie bie ©tredte mm^ außen nad^ bem SSerl^ältnig ber Sftabien teilt. 
Sffienn inSbefonbere bie ©erabe SC ben Ärei« {m) berül^rt, fo berührt 
fie aud^ ben anbem ÄreiÄ {M^). 

©e|t man bagegen ben 3lab{ui5 MA bem lonträren StabtuS m^a^ 
entfpred^enb, fo entfprid^t einem anbem Sftabiu« MB ber par<ittele 
!onträre Sftabiu« M^B^, fo bafe bie Sogen AB unb A<^B^ ä^nlidöfinb. 
SBirb bie ©erabe mm^ t)on ber ©eraben BB^ in t gefd^nitten, fo 
finb bie S)reiedEe tmb unb tm^b^ ä^nlid^ unb eine« ©inne«, bal^er 

MT : TM^ = MB :M^B^, u. f. m. 

3ur Sefttmmung ber t^nlid^Ieit^punfte s unb t ber Äreife, 
beren SRabien burd^ r unb q bejeid^net werben, l^at man 

MS : M^S : MM^ = nqw — q 

MT:TM^:MMy = r:q:r-\-q 

3)ie SSergleid^ung t)on ms unb mt mit r, t)on m^ s unb tm^ mit q 
folgt au« ber SSergleii^ung oon mm^ mit r—q unb r+q, uon meld&er 
bie gegenf eitige Sage ber beiben Greife abJ^dngt (§. 3 , 3). SBenn bie 
Äreife außer einanber liegen, fo finb t unb S t)on ben Äreifen au«*» 
gefd^loffen, unb e« giebt jroei $aare gemeinfd^aftlid^er Sangenten ber 
Äreife. SBenn bie Äreife fid^ außen berill^ren, fo ift t ii^r gemein** 
fd^aftlid^er 5ßunft mäl^renb S t)on beiben Äreifen auÄgefd^loffen bleibt, 
unb eS giebt 3 gemeinf(%aftlid^e Sangenten ber Äreife. SBenn bie 
Greife fid^ f(^neiben, fo f daließen beibe ben $unft t ein unb ben 
^ßunlt s au«, unb e« giebt nur ein 5ßaar gemelnfd&aftlid^e Sangenten. 
aOBenn ein Ärei« ben anbem innen berüi^rt, fo fd&ließen beibe ben 
5Punft T ein unb l^aben ben ^jJunft s gemein, n)dl^renb eine gemein^ 
fd^aftlid^e Sangente übrig bleibt. SBenn ein Ärei« t)on bem anbern 

*) 95ergt. «ßappuS VII, 110. 118. (guter a. a. D. ?ßoncelet propr. proj. 
236, ©teilt er geom. Äonftr. p. 42. 
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cirtflefd^loffcn wirb, fo jd&lieBen beibe bie 5ßunfte r unb /Sf ein unb 
l^aben leine gemcinfd6aftlicöen Siangenten. Sei concenttifd^en Äreifen 
tauen bie Sl^nlid^feitöpunlte mit bem gemeiiifd^aftlid^en Sentrum ju^ 
fammen. S5ei gleid^en Greifen liegt bet äußere ^^nlid^feit^punft auf 
MM^ unenbUd^ fem, wäl^renb bet innere 2tl^nlid^feit^punft mit ber 
ÜÄitte von mm^ jufammenfällt. 

^tnn überhaupt bie äl^nlid^en giguren eine« ©inne« au^ je jwei 
gleid^en unb äl^nliiä^en SIeilen eine^ ©inne^ befielen unb je ein een«* 
ttum l^aben (§. 7, 6), menn ferner ein 5paar entfpred^enber Seiten 
parallel finb, fo fönnen bie giguren auf iwei Slrten alÄ perfpettimfd^ 
betrad^tet werben. 3^ad^ ber einen Sluffaffung liaben fie einen äußeren, 
nad^ ber anbern einen inneren Stl^nli^feitSpunft; bie t^nlid^feitS«' 
punfte teilen ben Slbfianb ber Sentren innen unb aufeen nad^ bem 
3Serpltni8 entfpred^enber ©tredten. ©inb ab..a^b^.. unb 
a/3 . . a^/3i . . bie dl^nlid^en giguren, m unb f* il^re ©entren, ab unb 
aß parattel, fo fann ber ©trede MA fotool&l bie ©tredEe fi« atö au(^ 
bie entgegengefefete ©tredEe ^«j entfpred&enb gefe|t werben, unb Mul 
wirb t)on Aa unb Aa^ in ben Ä^nlid^Ieitäpunften gefd^nitten. 

8. I. Sei einem S)reiedE ABC liegen ber ^öl^enpunft H (§. 6, 9), 
ber ©d^roerpunft S (§.8, 4) unb bai5 ©entrum m be^ umgefd^rtebe«« 
nen Äreife« auf einer ©eraben*), fo ba§ HS:SM = 2. SGBenn 
A^, B^, C^ bie SKitten ber ©eiten BC, CA, ab be« S)reiedfö ABC 
flnb, fo finb bie ©eiten bei5 S)reiedE« B^C^M mit ben ©eiten be^S S)rel>' 
edt« BCH ber SRei^e nad^ parattel. S)a^er finb bie 3)reiedEe b^C^m 
unb BCR äl^nlid^ unb eine« ©inne«, unb jroar in perfpeftiDifi^er 
Sage mit einem innem ti^nlid^feitSpunft, weil B^C^ unb BC mU 
gegengefe|te Sftid^tung l&aben (5). S)ie ©trede BM gel^t burd^ ben 
S)urd^f d^nittSpunft S ber ©eraben bb^ , CC^ unb wirb t)on i^m innen 
nad^ bem SSerpltnt« i5C: 5, C, = 2 (§. 8, 3) geteilt. 

n. Sluf ber ®ulerfd^en ©eraben nSM liegt aud^ ba« ßentrum 
^1 be« geuerbadöfd^en Äreife« ^i B^ C^ , f o ba& mm^ innen in ^Sf, aujsen 
in ^nad^ bem Serpltni« 2 geteilt wirb.**) SBennman ^, C^M^coBCM 
mad^t, fo ift M^ ba« ©entrum be« Äreife« A^ B^ C, , bie Sftabien MA 



*) @u(et 1765 Bei (Selegenl^ett einet S3etedjnuna Nov. Comm. Petrop. XI 
p. 114. Carnot G6oin. de pos. 131. (SJau^ 1810 tn ©djumad^erä ÜBerfe^ung 
t)on ©antof g Söerf II p. 859. 

**) gcuetBadö baä gerabUn. 3)tcie(f 1822, 65 ff. 3)a|; ber Ärei* ^3^3^ ^ie 
©eiten beg 3)reiedfe ABC unb bie ©trccfen HA, HB, HC halbiert, l^aBen audj 
Sriandjon unb ^oncelet 1820 Befannt gemad^t (®erg. Ann. XI p. 215). 2)iefe 
S3eaiel^un0en finb orni Steinet 1633 ®eom. Äonftt. p. 50 butdj öettad^tung bet 
^^nli(^!ettgpunfte aufgeüätt n)otben. 
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unb M^A^ finb entgegengefett parattel im SSetl^älttitö 2, if jj/^ unb 
ii^i teilen einanber innen im aSetpttni« 2, alfo in S, bem ä[^n^ 

lid^f eitöpuntt unb gemeinfd^aftUd^en 
©d^roerpunft ber S)reie(Ie ABC unb 
^1^1 Cp bem innetn ^^nlid^feiö* 
punlt bet Steife ABC unb A^ b^ C^ 
(7). a)abei ifl (I) ^3f = ^MS = 

2il//S'H-2/S'3f, = IMM^ = 2il/^Ä; 

MH\M^H= % alfo -ff bet äufeete 
t^nlid&feitöpunft bet Äteife ABC 
unb -4jj?iCt. 

SEBenn A<^ unb -4, ©egenpunfte 
beiS geuetbad^fd&en Steif e^S finb, fo 
l^aben bie Slabien MA unb M^A^ 
biefelbe Slid^tung, bet $unlt H liegt 
auf betOetaben ^^2» uA:HA^ = 
ii/^ : j|/i^2 = 2f i>- ^- i>^^ t5^uetbad^f(^e Ätei5 gel^t butd^ bie SKitten 

^2r ^2r ^2 ^OU ^i4, ^Ä, HC. 

aSBenn ^C x)on i^^ in A^ gefd^nitten witb, fo ift bet SBintel 
^1^3 ^2 ^^^tf ^Ifö Hegt bet eJufepunft -ig auf bem fitetS, beffen 
©egenpunite A^ unb ^ finb, b. I&. bet ^euetbai^fd^e SteiÄ gel^t 
butd^ bie gufepunfte A^, B^, C^ bet ^öl^en be^ S)teied« ABC, 

in. S)et geuetbad^fd^e ÄteiÄ mitb t)on ben bie ©eiten be« 
5Dteiedti5 ABC betül^tenben Steifen betül^tt oon bem eingefd^tiebenen 
innen, x)on ben btei anbetn Steifen au^en.*) 

ajemei«. äBenn J bie ättitte be« »ogenS BC ijl, fo l^albiett 
AJ nid^t nut ben SBinlel BAC, fonbetn aud^ ben SBinfel MAA^, 
meil MAJ = AJM = JAA^, SBenn AJ oon bem um J mit bem 
SftabiuiS JG befd&tiebenen Stei* in B unb u, t)on BC in jS: ge* 
f(ä&nitten roitb, fo ift 2DC5 = DJB = ^jj? = ACB, b. 1^. Z) 
bo^ ©enttum be« bem S)teiedE A^C eingefd^tiebenen Steife«, ly ba« 
©enttum eine« bie ©eiten be« S)teiedf« betü^tenben Steife«. S)iefe 
Steife betörten BC in L unb X', beten SRttte Ay^ ift. S)abei ift 

BCJ = ^A7 = JAC, JCK CO J-4C, b. 1^. JD2 = JC^ = JK. JA, 

folglid^ aud& ^iL^ = A^K.A^^A^. 

aSenn bet Slabiu« DQ be« eingefcötiebenen Steife« bie 9tid6tung 



*) geuerbadj a. o. D. 57 ff. aSeral. unten Trigonometrie §. 4, 15. ©afe^ 
Quart. Journ. 186Ö t. 4 p. 152. Äüoer ®tunert tltd^ii) 47 p. 12. ©d^töter 
»ordjarbt 3- 68 p. 208. Sappe »orc^orbt 3. 71 p. 387. 2)er §ier gegebene 33e« 
n)ci§ ift t)on Sinber (»rief ©c^önt^al 1872) bem «erf. mitgeteilt roorben. »etgt. 
©d^röter matl^. Sinn. 7 p. 517. Xaglot Quart. J. 18 p. 197. 
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M^A^ ^at, fo finb bie aSinfel QDL unb mäA^ gleid^, bie ©reiede 
QDK unb LDK Qltiä) unb äi^nlxSi, SBBirb ber eingefd^ttebene Äretö t)on 
ber ©eraben ^, Q in B ge*» 
f d&nitten; f o Ijt ^^ Q . ^1, i? = 

A^L^ = A^K.A^A^, b. ^. 

Q, Bf K, A^ liegen auf einem 
Ätei«, folglid^ ift 2A^BA^ = 
2Qä^3 = 20^:^3 == 2Qä:L 
= 2aDZ, = A^M^A^, b.^. 

Jff liegt auf bem geuerbad^^ 
fd^enÄtet«. SGBegen ber t^n-» 
lid&feit ber gleid^fd&enfeligen 
Sreiede A^MyB unb dDB 
liegen M^, D, B auf einet 
©eraben, alfo wirb in B ber 
geuerbad^fd&e ÄreiS non bem 
eingefd&riebenen Ärei« innen 
berül^rt. ©benfo mirb ber 
geuerbad^fd^e ÄreiÄ mn bem 
Ärei«, beffen Zentrum d* i% 
aufeen berttl&rt, meil A^L*'^ = 
A^V' u. f. n). 




§• 13. ®t(fIomctrte. 

1. S3ei allen Äreifen ift forool&l ba« SSerl^ältnüS ber gläd&e jum 
DuabratrabiuiS, ate aud^ ba« SSerl^ältnia ber 5ßeripl^erie pm S)iameter 
t)on unoeränberlid&er ©röfee. 5Diefe beiben SSer^ältniffe finb einanber 
gleid^ unb l^aben einen irrationalen SBert jwifd^en 3 unb 4, ber 
burd^ n bejeid^net wirb, fo bag 

ÄreiÄfläd^e = ^rOgiabien 
^Peripl^erie = wS)iameter*) 

SBeroeiiS. @inb r unb r^ bie Sftabien, fc unb k^ bie glätten, p 
unb />! bie ^ßeripl^erien t)on jroei Greifen, fo l^at man jufolge ber 
t^ttlid^feit oon «reifen (§. 12, 3) 






2r : 2r^ 



*) 3)cr in biefcm ©afte entbaltcnc SufarnmcnJ^ang ber Slcftififation (SRcffung 
bei; £ftnge) beS i^reifeg mit ber Duabtotur bedfelben ift Don äCrd^imebeä gegeBen 
toorben; bie Duabratur bed JIreifed unb ber @Ei^fe vaax bereits frül^er gefunben, 
aber ni(tt genügenb beroiefen toorben. SBergl. ftlrd^imebed Duabr. b. $arabe(, in 
ber Anleitung. 
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ba|et 

k : r^ = fcj : r, 2 
P : 2r = j9| : 2r^ 

b. 1^. bei einem Äteife l^aben bte SSerl^ältniffe ber ^äd^e jum duabtat-» 
tabiu^ uttb ber ^JJetipl^erie jum ©iameter btefelbett SBerte, roie bei 
Itgenb einem anbern Äreife. 2öirb nun ba^ SSetl^dltniÄ ber ^peripl^erie 
jum S)iameter burd^ »r bejeid^net, mitl^in p = 27tr gefegt, jo l^at 
ntan k = |;?r = Tcr^ (§. 10, 4). S)a]&er ifl aud^ fe : r^ = ju. 

5Die 5perip]öerie bejS ÄreifeS ifi länger ate ber 5ßerimeter be^ regu^ 
lären eingefd&riebenen @e(ä^^e(f^, weil ein Sogen länger ift alg jeine 
©el&ne (§. 3, 2). S)er ^Perimeter be^ regulären eingefd^riebenen ©ed^«^ 
edEg beträgt 3 S)iameter, folglid^ ift tt > 3. "Sie gläd^e be« Äreife« 
ift Keiner afö bie gläd^e beS regulären umgefd^riebenen 3SieredK, 
roeld^e 4 Duabratrabien beträgt; alfo ift tt < 4. 

©aß ^ irrational iji, l^at man au^ ber analptifd^en SJebeutung 
biefer gal^l erfannt. 3Sergl. attg. Slrit^m. §. 31, 5 unb 10. Dbgleid^ 
man bie S^^l n mit jeber tjerlangten ©enauigfeit begrenjen lann, 
fo ift e^ bod^ bi^l^er auf leinem SBege gelungen, burd^ elementar^ 
geometrifd^e Äonftruftion (b. 1^. burd^ eine enbltd^e Slnjal^l oon ©e*» 
raben unb Greifen) ein Cluabrat ju erl^alten, ba8 einem gegebenen 
ßreife an gläd^e, ober eine ©tredfe, bie bemfelben an :8änge genau 
gleid^Iäme. 6^ ijl aber aud^ ein Seroei^ für bie Unmöglid^feit einer 
fold^en Äonftruftion nid^t belannt. SSergl. ©uler, Introd. n, 540. 
Slu^füJ^rlid^en SBerid^t über bie SSerfud^e jur Ouabratur be8 Äreife^ 
finbet man bei Älügel mat^. Sffi. IV p. 59 ff. 

3. Um bie 3^^! ^ annäl^erung^weife ju finben, bered^net man 
ba§ 35er]^ältni^ ber gläd^e eine^ bem Greife ein^ ober umgef(^riebenen 
^ßol^gon^ Don l^inreid^enb großer ©eitenjal^l jum Duabratrabiu^ ober 
ba^ aSer^ältni^ be^ 5ßerimeter^ eine^ fold^en ^ol^goniS jum S)iameter. 
®er ge^iler, ben man begel^t, inbem man ba^ ^ol^gon anftatt be5 
Äreife^ betrad^tet, t)erminbert fid^ bei wad^fenber ©eitenjal^l be« ^ßol^** 
gon«. S)ie gläd^e ober ber Umfang eine« bem Äreife ein^ ober um^ 
gefd^riebenen ^ßolpgon« fann In Cluabratrabien ober S)iametem ein*« 
fad^ auSgebrüdt werben, menn ba« ^ßol^gon regulär ifi unb 4 ober 6 
ober 10 ©eiten l^at. 2lu« ber 5?lä(%e (ober bem Umfang) be« bem 
Greife eingefd^riebenen unb be« bemfelben umgefd^riebenen regulären 
nedE« laffen fid^ aber bie gläd&en (ober bie Umfange) ber bem ^eife 
eingefd^riebenen unb ber umgefd^riebenen regulären 2wedfe, 4nedEe, 
SwedEe, . . bered^nen, mie folgt. 

S)ie gläd^en ber regulären wedfe, be« einem Ä'reife eingefd^riebenen 
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uttb be^ umgefd^tiebetten, werben burd& e unb u, bie gläd^en ber 
reguläten 2ne(Ie but($ «i unb w^, bie gläd^en ber regulären 4ne(Ie 
burd& «2 w«i> "2^ w. i n). bejetd^net. ©ann ift e^ bog geonietrifd^e 
SRittel pifd&en e unb w, unb u^ ba& j^armonifd^e SKittel jrolfd^en «i 
unb u (Sllgebra §. 1, 9); «2 bog geonietrifd^e SRittel jroifd^en e^ unb m^, 
unb W2 ba« l^armonifd^e SKittel jn)tfd^en e^ unb m, , u. f. n).*) 

S3en)ei^. 3ft ber SBinfel 5^C ber 2nte 
%tH von 360^ Cß^ red&t bie ©eite äd = ^c, 
beraSinfel edä unb ^CF red^t, fo ijl bie gläd&e 



^5C = 



e 
2n 



^Z)C = ^ 



FEC = 



2w 



M U 



^D£; 



ADFC = 



u 
2n 



2w 



^- DFG = 



u. 



2w 




guerft l^at man nun ABC : ^DC = AB: AD (§. 10, 1) = 
AC:AE (§. 8, 2) = ADCiADE, folglid^ e : e^ = e^: m, ßi2 = ^u. 

gerner l^at man FEC : DFC = fe:DF (§. lO, 1) = FEA : DFA 
= FEA : FC^ = ^E : ^C = ^DE : ADC, folglid^ «— w^ : m,— e, 
== w : ej , 2mcj = W| öj -f- Wj M , 



= if^+^ 



2V«i 



u 



3u einet äj^nlid^en 3(nttä§erung an bie fjläd^e ober ben Umfang beä ^eifeS 
bient bie »on ©ufanuä (Scitgenoffe »on Slcgiomontan) unb 2)e8catte8 untere 
nommene SSergleid^ung eineg regnlftren ne(!S mit einem regulären 2nedC, Antd, . . 
t)on gleid^er giäd^e ober oon gleiAem Umfang. SScrgl. Älügel mat§. SB. IV p. 77 
unb 67. Segenbre el6m. de geom. IV am ®nbe. 

3. 3)ie SJifferenj pifd^en ber glöd^e be« Äreife« unb «« ober 
Mm iji geringer aliS m„»— e«. 3[njon)eit nun e unb u, e^ unb u^, e<^ 
unb M2,.. übereinftimmen, geben fie bie gläd^e be« Äreife^S annähe« 
runggroeife an, alfo aud^ bie^ß^l ^t w^^tt man unter e, e^^ cj, . ., 
w , wi , «2 r • • bie SSerl^ältniffe ber einzelnen ^ßol^gone jum Ouabrat^ 
rabiu« t)er|ie]^t. 

6tn)ag leidster al« bie ©röfeen e, e^, 62^-/ "^ «^ir W2f P^^^t 
man bie Sfteciprofen berfelben, bie ber Sfteil^e nad^ burd& /, z^, /2, . ., 
«'f «'if '^2* "f bejeid^net werben mögen. 5Rad^ (2) l^at man nämlid& 

*) 2)er erfte »on biefen ©ä^en ift in biefer gorm oon ©nelliuS (Cyclom. 
prop. 9), ber anbere oon ^ac. ©regorg (veracirculi et hyperbolae qnadratnra 
1667, prop. 1 unb 12) aufgefteHt worben. ©regor^'S ©d^rift ift au(§ in Hugenii 
opp. varia p. 412 entl^altcn. 2)ie analogen ©ä^e für bie Umfange (5) l^atte Slrd^i« 
mebeS in ber ©^flometrie gebraud^t. 
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SBenn nun /m unb v^ fo wenig t)erfd^teben ftnb, ba§ ^=^^^4 — ^^^^ 
innetl^alb bet Slcd^nungÄgrenjen üetfd&rolnbet, fo lann man für /m+i 
ben aBert •^!l+.^ jefeen (Algebra §. 1, 10), unb finbet als ©renje, 

mit ber bte ©lieber ber Sftei^e /m+i, «^m+i, /m+2, «^m+2, .. mel&r 
unb mel^r jufammenfatten, 



1 ,fm—'Om 



S)ettn man l^at 



^m + 1 — yln + l 



Vm 



2 



~ 2 

~ 4 



/• « yiw-hl — ^m + l fm — ^m 

/m + 2 — *^m+l = rt Q 



folglid^ burd^ Slbbition ber Äolonnen 



foö —'^tn = 



2 

/m — «^m 



(Slttg. Sir. §. 12, 5) 



öeifpiel. 9Jon ben regulären SSiereden l^at baS bem Äreife 
eingefd^riebene 2, baS umgefd^riebene 4 Cuabratrabien. SluS ben 
äßerten e = 2, m = 4 finbet man 



f 


0,5 


V 


0,25 


A 


0,353 553 


"i 


0,301 776 


h 


0,326 640 


»2 


0,314 208 


/s 


0,320 364 


»3 


0,317 286 


/4 


0,318 821 


»4 


0,318 054 



e« ift aber 



f^—v^ = 0,000 767 
^* '' = 0,000 0002 



folglld^ innerl^alb ber obigen SRe^nungSgrenjen 

4" = "4+"^- = 0,318 310 

TT = 3441 59 
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Slnmerfung. Slri^lmebe« l^at burd& Settad^tung bet Umfange 
ber regulären QGede bte ©renjen 3|^ unb 3| für n gefunben. Sluf 
bemfelbcn SBege finb im Slltertum 2lpolloniu^, unter ben Steuern 
aSieta (1579) unb Subolpl^ van ßeulen (1596) weiter gegangen. 
3laä) bem Settern mirb n l^äufig bie Subolpl^f(%e ^a^ genannt. S)en 
Slä^erung^wert ff| für n l^at 3Retiu^, ein 3^ttgenoffe ©eulen«, 
gegeben. aSergt Älügel mati^. 2B. I p. 644. 

4. SBenn e, e^, e^, . ., w, Wi, "2/ • • bie oben (2) angegebene 
Sebeutung l^aben, unb wenn man bie Ärei^fläd^e burd^ Je begeiiä^net, 
fo ift 

^2 — «j > — 1— 



u 



«.>^ 



e 



«1+^ 



--<fc<u 3-*) 

Sewei«. SP ber ©eltor />^C ber 2nte Steil be« ÄreifeS, finb 
bie SBinlel CBä, ACE, FDA red^t, unb G bie 2»itte be« Sogen« 
DC, fo ift bie S)reie(i«fräd&e 



BDC = 



DGC=^ ^~^* 



DEF 



u Ui 



2n 



2n ' 2n ' 

SW man OH mit fd paraM, fo ift 
HDG gleid^ unb äl^nlid^ ber $älfte oon 
DGC, unb nadö §. 10, 3 

HDG : BDC = {HD : BD){HG : 50). 
3flun iji HDiBD = DG'^ : JDC^ (§. 10, 2) 

> i, weil DG : DC -:> i; femer ^ 

HG:BC> i, weil HG:DC =^ i unb DGxBC> 1. golglid^ 
ift HDGxBDG^^, 




e, 



DGC:BDC >\, b.^. 62 — ei> ^ 

gerner ift cf ^ fd< fe, folglidö 

DE/' : 5EC = (/y'E : CE)2 > J (§. 11, 1) 
5EC : BDC = BE :BD = CE:CF^2 



*) ^u^genS de circuli magnitudine in venia 1654, prop. 1 — 4. (Opera 
varia 1724 p. 357.) ^iefcIBcn S3c9rcnsungctt finb aritJ^tnctif^ auä bcn in (2) gc* 
gcbcnen (SJtcid^ungcn oon 3ac. ©regor^ abgeleitet worben. SJergl. Äunje ^ßlani- 
metrie 8ter Slnl^attg. 

»alfe« II. 6. 3tuft. 7 
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xooxavi& bvixä) 3Rultiplitation folgt 

DBF : BDC > i, b. I&. w — Ml > ^ 



2 

aOSeil «00 uttb Mqo t)ott fc nid^t oerfd^ieben finb, fo etl^ält man 
avS bent Softem 



«1 — e 


— «1 — e 


«2 c^ 


> i(«i-«) 


^3 ^2 ^ 1(^2 


«)) > tV(«i «) 



«4 — ^3 > i(c3 — Ca) > -gV(«i — «) 

burdö Slbbition bet Monnen 

*^ — « > K^t — «) Slttg. ärit^m. §. 12, 5. 
JDagegen giebt ba^ ©Aftern 

w — M^ > Ke^— e) 

"l — "2 > i(«2 — «l) 
"2 — "3 > ife— ^2) 

■ < • • • • 

burd& Slbbition ber Äolotttten 

M — fc >> ^(fc — e) 

TootauÄ butd^ Slbbition t)on fc — e 

w — e > f(fc — e), fc — e < |(m — c) 

folgt. 3lu^ bet Segtensung 

f(«i — ^) < *^ — ß < l(w — e) 
wirb bie obige Sel^auptung burd^ Slbbition oon e abgeleitet 

Slnmerlung. S)ie Segtenjung 

a H ^1 ^ ^ ^1 ^ g Mj e^ 
^ 2n ^ 2n ^ "^ 2/1 

giebt ju erlennen, bafe baS Segment CDC? mel&t atö | be« einge^ 
fd^tiebenen 3)reiedE^ CDö unb toeniger* als | be^ umgefd&riebenen 
S)teiedE^ CDF beträgt. 

6. Säejeid^net man burd^ r ben SlabiuS be^ Äteife«, unb burd^ 
E, Ej, ^2, . ., Z7, C/^, ü^, . ., K bie ^Perimeter, weld^e biegläd^en 
e, e^, «2f • -f ^r "ir ^2, . ., fc (4) einfd&liefeen, fo l&at man 

ßj = 4^Er, M = ^ür^ fc = ^Ä'r 

S)enn ba« SSieredE ^IDÖC = (?^Z) + -4G^C = ^AG.DC (§. 10, 4), 
folglid^ C2 = iE^r, u. f. m. SDttttelii biefer ©leid^ungen finbet man 
au^ (2), bafe ü^ ba^ l^atmonifd^e 3Kittel jioifd^en E unb C7, unb E^ 
ba§ geomettifd^e 3Kittel jroifd^en C7, unb E ift, — ©äfee t)on trigono«» 
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nietrif(ä^et SSebeututtg, auf roeld^e btet)on3lt:(ä&lniebe« unternommene 
Segrenjunfl ber Qa\)l n fid^ grünbet. ßbenfo erl^ält man auS (4) 

WS obere ©renje |iat ©u^gen^ (a. a. D. prop. 9) e-\ -— ge^ 

funben. 2lnbere ©renjen ber ^ßeripl^erie be« Jlreife^ ober eine^ Sogen« 
^atte ©nelliuä in ber ©d^rift Cyclometricus 1621 mitgeteilt, oon 
benen eine bereit« bei Sfticolau« ©ufanu« (1450) t)orIommt (Älügel 
mat|). 2B. IV p. 80). ®en Semei« für ©nelliu«' Segrenjung l^at 
^upgen« (a. a. D. prop. 15 unb 16) geliefert. 



6. ©ngere SBegrenjungen ber 3<xl^l « Ptib oon gütigen« a. a. D. 
unb von Sac. ©regorp teil« in ber angeführten ©d^rift, teil« in 
bem Slnl^ange ber Exercitationes geometricae 1668 angejeigt morben. 
Unter ben l^ierju bienlid^en SRetl^oben ifi folgenbe von Segenbre 
(elem. de geom.NoteS) gebraud^te burd^ il^reS^ragweite bemerfen«tpert. 

S33enn bie Sftell^en f, A, f2t -- wnb v, v, , v^, , . baburd^ gebilbet 
werben, bag (3) 

/i = y/^f ^1 = -^ 

/2 = VÄ^ ^2 = *^-r u. f. m. 
fo näl^ern fid^ il^re ©lieber einer beftimmten ©renje, weil 2/1 — 2y^ 

= /t— t; </— V; alfo fi — v^<i(f—v),U.'\.XO. 

3ur Sered^nung biefer ©renje fefet man f=v{\ + ö) unb bie 
©renje =v{i+Ä8-^'Bd^), morin A, b nä^er ju beftimmenbe ©oeffl^ 
cienten bebeuten. @e|t man ferner /^ = «^1(1+^1), fo wirb bie 
©renje = v^CH-^^i+Bd^^), meil biefelbe burd^ ben t)orgefd^rie«' 
benen unenblid^en 5ßroce§ ebenfo mol^l au« /, unb v^, al« au« / 
unb V gefunben mirb. 6« ift aber (Slüg. Slrit^m. §. 32, 2) 

/, = vyi+ö = v{Y + \S- i ä2) 
^1 = i(/t+^) = t^(l + i^-A<52) 

menrt man bie pl&em 5potenjen von ö al« unbeträi^tlid^ Rein meg* 
läBt S)urd& 3)it)ifion finbet man 



1 i+iö-^ä^ 






100 Viertes ^ud^. Planimetrie. 

S)ie Sbentität bet ©renjeti 



= 1 + i 



^ - ^ 






52 



le^rt (Sllflebra §. 4, 1), bafe 

ift, uttb mitl^in bte gefud&te ©renje vii + ^d — ^d^). 
Seifpiel SKu^ bcn SBerten (3) 

/g = 0,320 364 V3 = 0,317 286 

finbet man für bie ©renje 

0,317 286 
+ 0,001 026 
— 0,000 0025 

0,318 3095 

Slnmetfuttg. 3)ie analptifd&e Seted^nung ber S<^^1 % (2lIIg. 
2ltit]&tn. §. 31 unb 32) würbe Dorbereitet burd^ aSieta (Älitgel mat)^. 
Sffi. n p. 606), aOSalli« unb »routtder, üottenbet burd^ 3ac. 
©regorp, Sheraton unb Seibnij (Älögel matl^. SB. I p. 654). 

7. 5)0« aSerplttti« t)on Sogen eine^S fireifeS iji bew SSerl^ältniÄ 
il^rer ßentriroinlel gleid&. Eucl. YI, 33. 

j> SBewei«. S)er SBinfel 5^c entpit ben wten 

c 2:eil t)on 5-4D entweber wmal, ober mel^r alÄ nntal 
unb weniger alg (n + i)mal, b. I&. -ß^C : bad = 
n : »?, ober 

^ j^ w : m < BAC: BAD < n + 1 : m 

S)te ©eraben, weld^e ben SBinfel bad in m gleid^e 3;etle teilen, 
teilen aud^ ben Sogen BD in m glel(^e 2;etle, weil ju gleid^en ßen'» 
trtwinleln gleid^e Sogen be« Greife« gel^ören (§. 1 , 6). SBenn nun 
ber Söinlel BAC ben wten 2;eil t)on 5^D nmal entl^ält, fo ent||ält 
aud^ ber Sogen BC ben witen 2:eil be« Sogen« BD «mal, b. 1^. 

BC:BD = n:m = BAC: BAD 

SBenn aber 

?i : w < BAC : 5-4D < w + 1 : m 

fo iftaud^ 

n:m<^0 :jBZ) <n + l:w 
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S)ie ©ifferenj bet aSetl&ältntffe {bc : BD) — {bäC : BAD) tarn von 
SRutt nld^t üetfd^ieben fein, weil fte f leinet ift al8 ber beliebig Heine 

S3tud^ --. aSetfll. §. 10,1. 



8. 3)te einem SBinfel concentrifd^ eingefd^riebenen Ärei^bogen 
finb ä^nlid^ (1), alfo J)at ieber von i^nen ju feinem SRabiu^ ba^felbe 
SSer^dltni«, weld^e^ ber Slrcu« be^Sffiinfelä l^eiBt. ©erSKtcuSüon 
180« ift 7t, bet Sltcug t)on iMji n: 180 (7), bet SJltcua von a^ ifl 

180 

«»: 180 = « : -^, bet 2ltcu8 eine« gSinlel« ift bo« »et^ältni« 

be« SBinfefö jum Trten Steil von 180«. 

©et ©enttiroinfel, beffen Sogen fo lang iji ate bet SlabiuS, l^at 
ben Sltcu« l unb 180 : tt ©tab, b. i. 

570,2958 = 3437',75 = 206265" 

S)et 3ltcu8 a ge^ött ju bem Sffiinfel von (180 : 7i:)a (Stab. Semnad^ ift 

Ätei^bogen = atcuS be« ©enttin). x SRabiuS 
ÄteiÄfeltot = i2ltcu3 be« ©enttin). x Cluabtat=»giabiu3 

(§. 10, 4) 
SBie man ©töfee abfiitjenb fe^t füt i^t aSetpltni« pt ©in^eit, fo 
fefet man SBinfel fttt feinen 3ltcuS, inbem man ben ^iten Steil von 
180<> als SBinfeleinl^eit nimmt. 
3lnmenbungen. SBenn 

BA^ = 2BA, BA^ = 2BA^, 

u. f. xo., menn von ben Steifen, 

beten ©entten A^, A^].. unb 

beten Slabien A^B, a^b, . . 

flnb, bet etfie von bet ©etaben A^C in C,, bet jweite von bet ©eta^ 

ben ^2^1 1^ ^2f • • gef(ä&nitten mltb, fo finb bie Sogen BC, BC^, 

BC^, . . von gleid^et Sänge. Senn bet SBinfel BAiC^ = BA^C ift 

bie ^älfte oon BAC (§. 4, 2), u. f. m., folglid^ 

AB.BAC = A^B.BA^C^ == A^B , BA^C^ == .. 

aSenn B baS ©enttum beS Äteife« abcs x% unb menn bet um 
S mit bem SRabiuS SA befd^tiebene ÄteiS oon ben ©etaben SB, sc 
in B", C gefd&nitten mitb, fo ift AB' = SA . ASB\ AB = ra. ARB, 

1ASB' = 2ASB^ARB, folfllid^ AB' :AB =^ SA:2RA, AB'iAC 
= AB:AC. 

3)ie fd^einbate ipö^e eine« Dbieft« ijt bem SSetpitniS feinet oet^ 
tüalen §8l&e jum l^otijontalen Slbiianb oom 2luge um fo mel^t glei$, 
je Ileinet biefeS Setl^ältni«, b. 1^. je meniget bie ^ö^e be« DbjeftS von 
einem ÄteiSbogen cetfd^ieben ift, bejf en ©enttitoinlel bie fd&einbate ^öl^e 




JL^ ^1 



102 SSietteS ^ud^. Planimetrie. 

be^ Dbjeft« attfitebt 3ft j. S3. AB = 27,3 gufe, OA = 1859 %u% 
ber äßinfcl BAO red^t, jo ^at man AB : OA :== 0,0147 unb bie 

fd^einbare ©ö^e ^05 = 0,0147.3438' 

— - — '^ ' ' S)ie logaritl^tnlfd^e Sered^nunö wirb 

Sllflebra §. 8, 3 gejetgt. 

9. 2luf einer Äuroe teile man von einem il^tet fünfte au8 Sogen 
von gleicher Sänge ab, jiel^e bie S^angenten ber Äurt)e in ben %txU 
punften (§. 3, 5), unb beftimme ben SQBinfel jeber 3;angente mit ber 
t)orl^ergel^enben. SBSenn nun biefe SBBinfel einanber gleid^ ftnb, wie Hein 
aud^ bie gleid^en Sogen genommen werben mögen, fo änbert fid^ bie 
9lid^tung ber Äurt)e t)on bem genjäl^lten Slnfange an gleid^förmig, bie 
Äuroe ift bafelbft gleid^förmig gefrommt unb l^at eine unoer*» 
anberlid^e Ärümmung (curvatura, courbure). SBenn aber biefe SBinfel 
ungleid^ [inb, fo änbert ftd^ bie SRid^tung ber Äurt)e ungleid&förmig, bie 
Äuroe ift ungleid^förmig gefrümmt unb l^at t)eränberli(^e Ärüm* 
mung. QeberÄrei^ ift gleid^förmig gefrümmt, weil ber SQäinfel 
ber Slangenten an ben ®nben eineÄ Sogen* bem ©entriroinfel gleid^ 
ift (§. 4, 8.), unb iu gleid&en Sogen gleid^e Sentriioinfel gel^ören. 

Unter ber Ärümmung eines ÄreifeS b. i. einer gleid^förmig 
gefrümmten Sinie ift ber SBinfel ju t)erfte]^n, weld^en bie SEangenten 
an ben ®nben eines SogenS bilben, beffen Sänge einer Sängeneinl^eit 
gleid^fommt golglid^ l^at man 

Ärümmung beS flreifeS = ^ . . 

meil jener SBinfel bem ©entriroinfel beS Sogen« gleid^ ift, ber auS (8) 
gefunben mirb. S)iefe ©leid^ung leiert, bafe bei einem Äreife, beffen 
SftabiuS r ©inl^eiten i^at, bie 9lid&tung um ben rten S^eil von 180® : n 
fid^ änbert, wenn ber Sogen um eine ©in^eit fid^ änbert SRan 
fd^lie^t ferner, baß ber Ärei« ben rUn SCeil fo ftarf gefrommt ift, als 
ein fireiS, beffen SftabiuS eine ©inl^eit ift; bafe bie Ärümmung beS 
ÄreifeS unenblid^ mirb, menn ber SRabiuS oerfd^minbet unb ber ^eiS 
mit feinem Kentrum pfammenfällt; ba| bie Ärilmmung beS ÄreifeS 
üerfd^winbet, menn ber SlabiuS unenblid^ mirb unb ber ÄreiS mit 
einer feiner Stangenten jufammenfällt 

Slnmenbung. S)ie Summe ber Krümmungen berÄreife, meldte 
üon ben Seiten eines S)reiedES je eine außen, bie beiben anbern innen 
berühren, ift ber Krümmung beS eingefd^riebenen KreifeS gleid^. SBenn 
bie Seiten beS S)reiedES BC, CA, AB ber Steige nad& a, b, c ®in^ 
i^eiten ^aben, xotnn D, F, o, H bie ©entren ber bem S)reiedE einge*' 
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fd^tiebenett ^eife bebeuten, unter betten ber erfte t)on bem ©teied ein*» 
gefd^loffen ift, ber jweite bie Seite bc außen berührt, u. f. n)., wenn 
ferner bie Sftabien biefer fireife ber SReil^e nad^ d, f, g, h (Sinl^eiten 
betragen unb bie glä($e be^ S)reie(J« A öuabrateinl^eiten l&at, fo 
f erliefet man au8 ben ©leid&ungen ABC = -{-bcd+cad+äbd = 

— CBF+CAF+ABF==^.., 2A = (a+Ä+c)e? = . . , bafe 

1 a + ^ + c 1 — a-f-& + c 

~d 2Ä~~' 7 "" 2A 

1 a — & + C 1 a-\-b — c 

J ^ 2Ä ' ~h ^ '~~2Ä 
111 1 

folglid^ — H [-— = — *), tDorin bie obige Sel^auptung ent^ 

l^alten iji. 

10. ®ine_ ungleid^fömiig gefrümmte Sinie l^at in iebem 5ßunfte 
eine bepimmte Ärümntung, in t)erf(ä^iebenen fünften im allgemeinen 
perfd^iebene Krümmungen. Um bie Krümmung ber Äurt)e in einem 
il&rer 5ßunfte ju bered^nen, bilbe man ben SBinfel ber Siangenten t>t^ 
gegebenen 5ßunftö unb eine^ in feiner M\)t beliebig gett)ä^lten 5ßun!t^, 
ober ben gleid^ großen SGBinfel ber 5Jlormalen biefer ^jJunfte (§. 3, 6). 
5Der Ouotient beS fo entftanbenen SBinfelS („Kontingenjwinfer bei 
ben 5Reuem) burd^ ben jtoifd&en ben S5erül^rung^pun!ten Uegenben 
Sogen brüdt bie gefud&te Krümmung infotoeit genau an^, atö ber 
Sogen für gleid^fötmig gefrümmt gelten barf (9). S)iefe aSorati^fe|ung 
mirb um fo mel^r erfüllt, je Heiner ber Sogen. Sllfo ift bie gefud^te 
Krümmung bie in jebem gegebenen gaUe ju bered^nenbe ©renje, 
toeld^e jener Quotient erreid^t, inbem ber Sogen oerfi^toinbet 

SBenn A ber gegebene 5ßunft ber Kuroe, B ein beliebiger 5punlt 
ber Kurt)e in ber S^al^e t)on A ift; menn bie 5Rormalen ber Kurtje in A 
unb B gebogen toerben unb bie erflere von ber lefetern in C gefd&nitten 
mirb; menn femer ber Kreiä, beffen Sentrum C unb beffen SRabiu« 
CA ifl, bie 5Rormale CB in D fd^neibet fo ift ber SBinfel ACB bem 
Quotienten be^ Sogen^ ad Hxä) ben SftabiuS 
CA gleid^ (8). golglid^ ift ber Quotient vbn 
ACB burd^ ben Sogen AB fooiel aliS ba« $ro^ 
bult be« Ser^ältniffe« ber Sogen ad : AB mit 
ber Krümmung beä Kreife« (0). SBeil aber bie 
Sogen ad unb ab normal ju AC finb, fo berül^ren fie einanber unb 
fallen um fo mel^r jufammen, Je Heiner ber Sogen ab unb baburd^ 

*) S'Suilier filem. d'analyse geom. et alg^br. p. 224. aSergl. ©tereom. 
♦§. 8, 14. 
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bct SBintel äCB toirb. SDabei htf)ait C eine enblid^e ©titfetnuttg ton 
A, toenn ntd&t bie Äutoe in A bie Ärümmuttg ^at aRitl^itt ift bie 
Ärümmung ber Äurx)e In A ber Ärümmung etneiS befiimmten Greife« 
gleid^, weld^er unter ben bie Äurt)e in A beröl^tenben Reifen am 
meiften mit ber Äurpe jufammenfäHt, fo bafe jwifd^en il^m unb ber 
Äurt)e ein ^ei^ nii^t gejogen werben lann. S)iefer ^eiÄ l^eifet ber 
Slrümmunggfrei^ (D^culation^freiiS) für ben gegebenen 5ßunft ber 
S!urx)e, fein ßentrum baS Srümmung^centrum, fein 3tabiu8 ber 
Ärümmung^rabiuS. SDBeil ein bie^uroe in A berül^renber ^ei^, 
ber bnrdö B gel^t, in ben Strümmung^freiä übergel^t, wenn B mit A ju^ 
fammenfällt, fo fagt man, bafe ber Ärümmung^freüS mit ber S!urüe 3 
unenbli^ nal^e fünfte gemein l^at, beren aSerein ber Serül^rung^punlt 
ifi, unb nennt feine SSerüi^rung (bie iugleid^ ©urd^fd^neibung iji) 
3punltig. Slnbere S!reife, weld^e bie Äuroe in bemfelben ^unft berühren, 
l^aben mit if)r mie bie gerabe Tangente 2punftige S3erül^rungen (§. 3, 5). 

2)ie Seigre t)on ber Ärümmuna ber Äurocn würbe angeregt burd^ ßu^genä' 
Sefire üon ber SCBroirfelutw ber wiroen (Horol. oscill. 1673. 3ter ^bfd^n.)* unb 
finbet fid^ auSgebUbet bei 5cen)ton in mebrcm ©teßen ber Principia (1687), be* 
fonberä aber Methodus fluxionum, probl. 5 unb 6 (juerft 1736 gebrutft). ©leides 
jeitig f)ai benfetben ©egenftanb Seibnij Beleud^tet (Acta Erud. 1686), t)on bem 
ber 2lu§brucf DSculation l^errül^rt, nidöt ol^ne 3«^u9^f weld^c 3a c. 35ernouHi 
Acta Erud. 1692 berid^tigte. SBergl. Älügel matl^. Sß. III p. 398. 
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1. S)ie ©trede AB einer gegebenen ©eraben l^abe x Sängen^ 
einl^eiten. SSBenn bie S^^l a? um y fteigt ober fättt, fo bewegt fid& ber 
©nbpunft B ber ©trede äb auf ber gegebenen ©eraben Dormdrt« in 
ber 3ti(^tung üon A nad^ B ober rüdmärtä in ber entgegengefe|ten 
Slid^tung. SBBenn in bem jmeiten gatte bie 3)ifferenj a? — y nutt ober 
negatio mirb, fo fäHt ber ®nbpunft B mit bem Slnfang A jufammen 
ober über benfelben l^inauS auf bie anbere Seite ber gegebenen ©eraben. 
Sroei ©tred en ab unb AC einer ©eraben ^abtn alfo SBerte 
von gleid&en ober von entgegengefe|ten S^i^^tt, je nad^-» 
bem bie Sftid^tung von A na^ C mit ber 9li(§tung von A 
nad^ ^ übereinftimmt ober nid^t.**) 



*) 2)iefer Slbfd^nitt ift cigentlidj trigonomctrifd^; bie in S3etradjt gezogenen 
metrifd^en Stefationen finb fold^e, bie SBinfel unb 8QBinfeIfun!tionen nic|t entl^alten. 

**) S'legatbe ©treÄen finb feit bem 9lnfang beS I7ten g^l^tl^unbertS, nantent= 
lid^ burd^ (Sirarb, 2)eäcarteä u. 21. in ©ebraud^ ge!ommen. 2)ie folgerid^tigc 
Unterfd^eibung ber ©treden AB unb BA ift aber erft t)on HÄöbiu« 1827 (öar^c. 
©alc. §. 1) in ben geometrifd^en Galcul eingeführt worben. 
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Sie ©tteden ab unb ba finb entgegengeje|t gleid^, b. \ 

BA = —AB, AB + BA = 

SßSie auä) bie ^ßunfte ^, 5, c auf einet ©etaben liegen mögen, immer 

{^ AB+BC+CA = 0, AB+BC=AC, BC == AC — AB, U.\.ro. 

S)enn bei jeber Slufeinanbetfolge ber btei 5ßunlte ift eine bet ©treden 
AB, BC, CA ber Summe ber beiben anbern entgegengefefet gleid^. 

S)a^ ^txä)tn irgenb einer ©trede MN ift erft bann beftimmt, 
menn eine ©trede berfelben ©eraben atö pofitio gegeben ift, bereu 
Sftid^tung bie pofitipe Sftid^tung ber ©eraben Reifet. Sei par== 
allelen ©eraben mirb t)orau^gefe^t, bajs i^re pofitit)en Sftid^tungen ftber^ 
einftimmen; jroei parallele ©treden AB unb CD l^aben bann gleid^e 
ober entgegengefeite B^td^^tt, ie nad&bem bie Stid^tung von A naä) B 
mit ber Slid^tung von C na^ D übereinftimmt ober nid^t. 3n bem 
^Parallelogramm ABCD ift bemnad^ AB + CD = BC+ DA = o. 

3ft C bie aRitte ber ©trede ^i9, unb ein beliebiger ^punlt 
ber ©eraben ab, fo ift ba« $robu!t ber ©treden 

AO.BO = {AC + CO){CO — CB) = CO^ — CB^ = CO^ — {AB^ 

pofitit) ober negatit), je nad^bem o bie ©trede AB aufeen ober innen 
teilt ebenfo finbet man 

AC^+BO^ = 2^C2 + 2C02 = iAB^+2C0^ 
AO^ — BO^ = AAC . CO = 2AB . CO 

S)ie ©ifferenj ift pofitit) ober negatio, je nad&bem naiver an b ober 
an A liegt, je nad^bem CO unb AB gleid&e 3^td&en l&aben ober nid^t 

2. pr atte 5ßunlte einer 5Rormale ju ab ift bie S)ifferenj ber 
Duabrate il^rer Slbfiänbe von A unb b von berfelben 
©röfee. Sffiirb AB von ber 5Wormale in gefd^nitten, Jp 

fo i^ für ieben 5ßunft P ber 5Rormale nad^ §. 10, 5 

0P2 ^ AP^ — AO^ = BP^ — BC^ 
folglld^ AP^^BP^ = AO^ — BO^ = 2AB,C0 2 ^ ^ 

menn c bie 3Ritte von ab (i). 

Umgef el^rt fd^liefet man, ba^ bie 5ßunlte, für meld&e a 

bie S)ifferenj ber JQuabrate il^rer Slbjiänbe oon 2 ge*» 
gebenen ^punften oon gegebener ©röfee ifi, auf einer bejHmmten ®e^ 
taben liegen, meldte bie ©trede ber gegebenen 5|Sunfte red^tminfelig 
fd^neibet.*) mnnAP^ — BP^ = AQ^ — BQ^ ift, foijt PQ normal 



♦) Slpolloniuä im 2ten SBud^ ber thentn Drtcr. SBctgl. Simfonö a3car6eituttg 
iil&erf. von (Sameret p. 209. 
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ju AB, ©efe^t, ble 9lomialen ju ab burd^ P unb Q fd^nittett ab 
in o uttb 0", fo TOäte ap^ — bp^ = 2Aß.co, aq'^—bq^ = 
2^^ . CO', folgltd^ bie eine S)ifferenj t)on ber anbern oerfd&teben. 

SBenn P ein beliebiger 5ßunft ber ®bene be« 2)reiecf^ ^^C ifi, 
unb wenn bie ©eiten AB, BC, CA oon ben 3flomialen au^ P in H, 
F, G gefd^nitten werben, fo l^at man 

C AH^ — BH^ = ^P2 — 5P2 

rx.jj, BF"^ — CF^ = BP^ — CP2 

^L -> >>-* folglidö burd& aibbition 

\ y^ Am—BH^+BF^^CF^+CO^—AG^ = 

- y^ ©inb 0^, ^^, B^ bie aRitten t)on AB, BC, CA, 

X fo iji (1) AH^ — BW- = 2AB.C^H, u. f. w., 

[/^ mitl^tn 

wobei bie $robu!te pofttit) ober negatio ftnb, je nad^bem AB unb 
C,^, -BC unb A^Fj CA unb ^lö^ einerlei ober entgegengefefete Sftid^^ 
tung l^aben. 

Umgele^rt jd^liefet man aui ber ©leid^ung AH^—bh^+bf^ 

— CF^+CG^-'AG^ = ober ^5.Ci^+^C.^iP+C.4.54(?= 0, 

bafe bie ©eraben, toeld^e BC in P, C^ in ö, AB in ^ normal 
fd^neiben, burd^ einen 5ßunft gel^n. 

8. S3Benn eine burd^ ben gegebenen ^unft A gezogene ©erabe 
mit einem gegebenen ÄreiiS bie fünfte P unb a gemiin l^at, fo ift (1) 

JB AP.AQ =AC^ — PC^ 

wenn C bie SRitte von PQ ift, unb (2) 

/ AC^ — PC^ = AB^ — PB^ 

__ "3^ ^^^^ ^ ^^ ©entrum beiS Streife« iji. 

""-■' 2)a^er l^at ba« $robult AP, Ad = 

^j92 _ p^2 pi^ jebe burdö A ge^enbe unb ben Ärei« in P unb Q 
fiftneibenbe ©erabe benfelben SBert unb jwar pofitio ober negatit), je 
nad^bem bie ©tredten AP unb Ad einerlei ober entgegengefefete Sftid^^ 
tung l^aben, b. 1^. ie nad^bem ber gegebene 5{5unft A oom Äreife auS- 
gefd^loffen ober eingefd^loffen ift. S)iefeÄ burd& ben ^ßunft unb ben 
ÄreiÄ beftimmte 5J5robuft l^eifetbie ^Potenj be« ^punlte« in Sejug 
auf ben Ärei^ (§. 11, 4), meldte entroeber pofitio unb bem Cluabrat 
ber au^ bem 5ßunfte an ben ÄreiÄ ftd^ erftredtenben 2;angente gleid^ 
ift, ober negatio unb gleid^ bem Duabrat ber l^alben Seltne, meldte 
unter ben burd^ ben 5ßunft gel^enben ©eignen am Ileinften ift 
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Slttwenbutig. SEBcnn man in bem gleiiä^fd^enfeltgen ©reiedE pQb 
einen 5punft ber Safi« PQ butd^ -4 bejeid^net, fo ^at man 

worin baS 5ptobuIt einen neflatit)en SBert l^at, menn A t)on PO» ein* 
gefd^loffen ift 

iQietauiS erfennt man, bafe ba8 Cluabrat ber 
Seite be« regulären günfedÄ ber Summe ber Clua* 
brate ber Seiten be^ regulären ^t^^md^ unb Sedfe«- 
edf^ gleid^ ift, menn biefe giguren bemfelten ^eife 
eingefd^rieben finb (Eucl. Xin, lO). 6^ fei AE = 
CE = AD = AB, AC = BD gleid& bem golb^^^ 
nen 2lbfd&nitt t)on AB, fo bafe äC^ =. ab.CB 
(§. 11, 6). 5Dann finb BD, AE, be bie Seiten 
beg bem ^eife, ber um A mit bem Sftabiu» ab gejogen ift, einge-^ 
fd^riebenen regulären S^^ned«, Sed^^edf«, günfedE^, unb man l^at 

BE'^ = AB.CB+AE'^ = PI>2 + ^£2 

4. S)ie 5ßotenj be« ©entrum« eine« bem 3)reied eingefd^riebenen 
ÄreifeS in Sejug auf ben bem 3)reiedE umgefd^riebenen Ärei« ift ba« 
boppelte 5ßrobuft ber Sftabien biefer Äreife.*) 

Sem ei«. 3ft M ba« ©entrum 
be« Greife« ABC, N bie 3Ritte be« 
Sogen« BC, unb mirb bie ©erabe 
AN t)on bem Ärei«, ben vxaxi um 
ba« ©entrum N mit bem 3labiu« 
NB befd^reibt, in D unb F ge^ 
fd&nitten, fo le^rt bie ©leid^l^eit ber 
SBinfel 1DCB, dnb, anb, acb, 
ba§ D ba« ©entrum be« bem S)rei^ 
edt ABC eingefd^riebenen Äreife« ift 
(§. 6, 8). Sffieil ber SBinf el FBD red^t 
ift, fo ift F ba« ßentrum be« Ärei^ 
je«, ber bem SEBinfel bac einge«* 
fd&rieben ift unb bie Seite BC au&en 
berül^rt. Skl)t man ben S)iameter 
NO be« Äreife« ABC, fo ift ber 3Binfel NAO red^t, unb ^0 mirb oon 




♦) @uler Nov. Comm. Petrop. 11 p. 114. Über bie Slclation atoifd^en bem 
2lBftanb ber (Zentren unb ben Slabien von Greifen, beren einer einem ^ol^gon um« 
acfirieBen ift, wöl^renb ber anbcre bemfelBcn ^olggon eingef daneben ift, oergt. 9fl. 
gu| 1798 Nov. Act. Petrop. 10 p. 103, 13 p. 166, ©teiner (Erette 3. 2 p. 289, 
3aco5i ©rette 3. 8 p. 376. 
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BD unb CD in ben 5ßunlten O uttb h gefd&ttttten, ben ©etttten bet 
^eife, bie ben SBinfeln CBA unb ^C^ eingefd^tteben ftnb unb bte 
©eiten CA unb Aß auBen berül^ren. 

SDie t)on ben gleid^en SBtnfeln ^Oiv, ban abgefd&nittenen ted^t*' 
wtnleltgen S)reie(fe Obn, akd, alf finb ä^nlid^, b. f), 

ON:BN = ADiKD = AF:LF 
AD.DN = KD.ON, AF.NF = LF.ON 

2Beil nun AD.DN = AM^—MD'^ (3) u. f. ro., fo l^at man, inbem 
bie Sftabien ber um m, d, f, g, H befd^riebenen Äreife bur(§ r, d, 
ff 9t Ä bejeid^net werben, 

MD^ — r^ = —'2dr 
MF^ — r^ = 2fr 
MG'^ — r^ = 2^r 
MH^—r^ = 2Är 

2Betl it//)2 ^j^^ptt^, tji^ id fann 2e? nt(ä^t gröfeet al8 r fein. 

3ufa|. SDie SBinfel GCR, GBH finb ted^t, aljo liegen B, C, 
G, IT au^ einem Greife, für meld&en G unb H ©egenpunfte finb. 
3)ie @e^ne -BC wirb t)on mn in ^ notmal l^albiert, folglid^ ift O 
ba§ Zentrum be^ Äteife« BCGH, unb bie aRitte von GH, ®abei 
ift N bie 3Kitte Don Z)F, unb M bie SUlitte t)on NO, folgU($ ift ba« 
Zentrum M ber ©d^metpunft ber Sentren D, F, G, H*) giel^t man 
nun normal ju -ßC bie ©tredfen dd^, ff^, GG^, hh^, fo ift A^ 
bie gemeinfd&aftlid^e aWitte t)on G^i^t wnb D^F^, folglid& (§. 8,4) 

^ + Ä = 20A^ 

f—d = 2A^N 

SDurd^ 3lbbition pnbet man 

f+g + h — d = 4r**) 
ii/i)2 + jjfF2 + iif (^2 ^ ;ifiy2 = I2r2 

unoeränberlid^ für alle bemfelben ^eife eingefd^riebenen S)retedEe. 
2)urd^ ©ubtraftion finbet man 

—f+g + h + d = 4/lf-4i 
f+g-h + d = 4MCi 

menn b^, c^ bie 3Ritten t)on CA, ab bebeuten. 3ft ber SBinfel bac 
ftumpf, fo tritt —A^m an bie ©teile oon ma^. ^ierau^ ergiebt 

♦) SBcrtrami 1863 (©ninert 3lrd^b 42 p. 356). SBinbet SBütttemb. Äomfp.=^ 
S3ratt 1872 p. 96. 

**) geuetbac§ baS gerabl. 3)rcicil 5 unb 50. 
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MA^ + MB^ + MC^ = d + r*) 

--MA^ + MB^^MC^ =/— r 

MAy — MB^+MCy == g — r 

MA^+MB^—MC^ = h — r 

3)urd^ SUluUtpUfation finbet man (^ + ä)(/— d) = BC^, u. f. tt). 

6. Sßenn bie fünfte A, B, C, d auf einem Äreife liegen, unb 
bie Oeraben ab, CD au^en in N, bie ©eraben BG, da außen in 
P, bie ©eraben ^C, BD innen in fi(j^ fd^neiben, fo fd^neiben fid^ 
bie Äreife 
ABB, BCN, CDF, DAN in einem 5ßunft .s bet ©eraben PN 

ABO, BDN, DCO, CAN ^ ^ ^ R ^ * NO 

ACP, CBO, BDP, DAG ^ ^ ^ T ^ ^ OP 

S)ie Summe ber 5ßotenjen t)on je jwei ber 5ßunfte P, n, o in Segug 
auf ben Äreia ift bem Duabrat i|rea Slbfianbea flleid^**), b. 1^: wenn 
man baS ©entrum burd^ M, ben SftabiuS buri^ r bejeid^net, fo l&at man 

MP^+MN^ — 2r^ = PN^ 

MN'^ + MO'^ — ir^ = NO^ 
Jltf 02 + Jfp2 __ 2r2 == OP^ 

SDabei finb R, S, T bie gußpunlte, M ber 5Durd^fd&nitt ber ^ö^en 
bea S)reiedEä iV^OP. 

Sewei«. SBirb ber an^ 
bere ©urd^fd^nitt ber Äreife 
BGN unb GDP burd^ s U^ 
jeid^net, fo erl^ält man bie 
©leid^ungen ber 3Bin!el 

2PSG = 2PDG = 2ADG, 
2GSN = 2GBN — 2GBA, 

bal^er bur(^ Slbbition 

2PSN=^2ADG-{-2GBA={^, 

worauf man erfennt, baß 
S auf ber ©eraben PN liegt. 
S)urd^ s ge^n bie Greife D^iv^, abp, asergl. §. 4, 7 2lnm. 5ftun ift (3) 

MP^ — r'^ = PB,PG = PN, PS 
MN^ — r^ = GN.DN= PN. SN 

bal^er burd^ Slbbition unb ©ubtraftion 




*) ©arnot geom. de pos. 137. 

**) ©tcwart 1763 propos. geom. I, 39 nad^ ber Slngaßc ooti ©^aäleS Ap. 
bist. p. 1 78 b. Übcrf. 
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MP'^ — MN"" = {PS + SN) (PS— SN) = PS^ — SN^ 

2luf bemfelben SBege flnbet man 

MN^ + M0^-^2r'^ = iV02 

tnttl^itt burd^ ©ubttaftiort 

MN'^ — MP^ == NO'^ — 0P2 

9lad^ (2) erlennt matt auÄ biefeti ©letd^uttgctt , baj5 fotool^l SM, aU 
anö) OM ttormal ju PN fittb, ti. f. tt). 

Slttmerfuttfl. äBetttt matt bem Äreife beliebifl t)tcle SJierede eitt«^ 
fd^reibt, t)oti bettett jje eitt $aar gegettüberliegenbe ©eitett burci^ einett 
gegebettett ^puttft n gel^tt, fo fd^tteibett fid^ bie attberti gegettüberltegett«^ 
beti ©eitett auf eitter beftimmteti (Serabett OP.*) ®etiti pn^ — mp^ 
l^at bett uttDerättberlid^eti äöert MN'^ — 2r^, alfo Uegett bie S)utd^^ 
fd^ttitte P auf einet ©eraben, bie mn notmal in t fd^neibet 3)ie 
5ßunfte N unb t teilen ben butd^ iv gel^enben S)iametet l^atmonif d^, toeil 

TN^ — MT^ = PN^ — MP^, {MN'-MT)'^ — MT^ = MN^ — 2r^, 
MN.MT = r2, ifiV+r :ilfiV^— r = r + ilf T : r — Jf T (§.8,6). 

gällt A5 mit CD jufammen, fo metben BC unb ad 2;angenten 
be^ Äteife« in (7 unb z>, beren SJutd^fd^nitt alfo aud& auf bet ®e^ 
taben OP liegt. gäHt C mit D jufammen, fo mitb CD eine but(5 
iV^ gel^enbe 2;angente be^ Äteife^, beten 83etü^tungÄpunIt auf bet*» 
felben ©etaben OP liegt 

S)ie ©etabe OP l^eifet bie 5ßolate be« 5punIteS N in Sejug 
auf ben Ätei^, bet 5ßunft n bet 5ßol bet ©etaben. ©benfo iji 
PN bie 5polate t)on O, bet 5Pol t)on PiV^, iV^O bie 5ßolate t)on P, 
P bet 5pol t)on ivo. 

6. 3ebet ^punft, bet in S3epg auf jmei gegebene Steife gleid&e 
^otenjen l^at, liegt auf einet beftimmten ©etaben, meldte ben 2lbfianb 
bet ©entten AA^ notmal in O fo teilt, bafe AO'^ — A^ 0^ bet ®iffe^ 
tenj bet Duabtate bet Sftabien gleid^ i% unb butd^ bie gemeinfd^aft^ 
lid^en 5]Sunfte bet Steife ge^t.**) ©efe|t, bie 5ßunfte B unb -ß^ l&aben 
in Sejug auf bie Äteife {A) unb {A^), beten 9tabien r unb r^ ftnb, 
gleid^e ^otenjen, fo l&at man (3) 



*) S)iefc ©erabe fommt nad^ il^ren mctrif(§en ©igenfd^aften im mtiten ^u^ 
ber ebenen Örtcr t)on 2lpoUontuä t)or (©imfong Bearbeitung überf. t)on ©ame* 
rer p. 825). 2)ie grapl^ifcben 93ejie]^ungen be§ 2)reiedä ^OP ju bem Ärei§ {M) 
l^at a3rianclEio« (hgnes du 2. ordre 20) angegeben, ftber ?ßoI unb polare oergl. 
©tereom. §. l, 9. Xrigon. §. 7, 21. 

**) Oaultier 1812 (J. de l'6c. polyt. Cah. 16 p. 139) ^at biefe ©erabe hf- 
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BA^ 



= BA^'^ — 



B^A^ — r^ = B^A^^ — r^ 




BA^—BA^^ = B^A^-^B^A^^ = OA^ —OA^^ = r 

woraus man fd^Uefet (2), bafe AA^ t)on ^ßj nor^ 
mal in gefd^nitten toitb. Qft D ein gemeinfd^aft* 
lid&er 5Punft ber Äreife, fo ift DA^—DA^^ = 
r 2 — r^ \ folglid^ /> ein 5punf t ber ©eraben bb^ . 

3)ie 5ßuntte ber ©eraben bb^ , roeld^e von 
ben Greifen eingef d&loffen werben, l&aben bie Sigen* 
f(ä&aft, ba§ burd^ biefelben Ileinfie ©eignen ber 
Sireife gel^n, toel^e einanber gleid^ ftnb. ®ie von 
ben Steifen au^gefd^loffenen 5ßunfte ber ©eraben 
BB^ l^aben bie ©genfc^aft, baB burd^ biefelben Siangenten ber S'relfe 
gel^n, weld^e einanber gleid^ finb; biefe fünfte finb mithin bie ©entren 
unb bie gleid^en Tangenten finb bie 9labien t)on Streifen, weld^e bie 
gegebenen Greife red^troinfelig fd^neiben, unb beren Drtl&ogonal^ 
freife i^eifeen. S)ie gemeinfd&aftlid^en Slangenten ber beiben Steife 
werben t)on ber ©eraben bb^ l^albiert. 

SBenn bie gegebenen Greife einanber fd^neiben, fo gel^t bie ®e^ 
rabe BBi burd^ bie ©urd^fd^nittSpunfte ber Greife. 3Benn bie Greife 
einanber berül^ren, fo ifl bie ©erabe bb^ bie 2;angente ber Äreife, 
weld^e bur(^ ben gemeinfd^aftlid^en S3erü^rungi5puntt gel^t. Söenn bie 
Äreife einanber weber fd&neiben nod^ berühren, fo finbet man einen 
^unft ber ©eraben BB^ mit $ilfe eines beliebigen britten SheifeS, 
ber ben ÄreiS {A) in E unb F, ben SreiS (-4^) in E^ unb F^ fd&nei* 
bet. S)er gemeinfd^aftlid^e $unlt ber ©eraben EF unb e^f^ ift ber 
gefud[ite 5punft B, weil be.bf = be^.bf^ (3). 

3uf afe. 3&tnn bie Sogen EF 
unb E^F^ ber Greife (A) unb {A^) 
ä^nlid^ unb perfpeltioifc^ , alfo bie 
Sftabien AE unb A^E^, AF unb / •-^V-^^'N^y 

A^ F^ paarweife parattel finb (§. 12,7), 

unb wenn ber ÄreiS {A^ ) t)on ben i i • •' v j " i 2>m 

©eraben EE^ unb FF^^ in e^ unb 
F^ gefd^nitten wirb, fo liegen bie 
fünfte e, f, E2, F^ auf einem 
Steife, unb bie ©eraben EF unb 




trachtet unb axe radical genannt. 3)icfct5c ift von ^oncclet (propr. proj. 77j 
alä öcmcinfci^aftUci^e ©cl^nc (reale ober ibeale), t)on SDlagnuS (3iuf gaben I §.45) 
alä ilottineationSaje ber Greife bejeic^net toorben, unb l^eiftt bet (Steiner (©rette 
3. 1 p. 165) bie Sintc ber gleichen ^otcnjen, bei ^lüdTer (anal, geont. ^n!tm. 
§. 93) bie (^l^orbale ber 5lreife. 
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E2F2 fd^neiben fid^ in einem ^unlt b, ber in Sejug auf bie gegeben 
nen treije gleicä^e 5ßotenjen l^at ®enn e« ift ber SBinlel ^eff^ = 
2E^F^F2, weil EF unb E^Fi patattel ftnb, ^e^f^f^ = "IEE^f^, weil 
^2 ciuf bem Greife e^f^f^^ liegt, alfo ^eff^ = ^ee^f^. 3)a]^et 
liegt £2 ^iif bemSiteife eff^, unb man l^at be.bf = be2.bF2. 
aOBenn man alfo burd& einen S|nlid^feit«punlt ber ^eife (ä) unb 
{A^) ©erabe jiel^t bie bie Greife in E unb iS2, F unb i^2f ^ w^i> 
G^, . . fd^neiben, unb bie giguren efg . . unb e^f^G^ . . perfpel^ 
tiüifd^ aber nid^t äl^nlid^ ftnb, fo fd&neiben fid^ bie entfprei^enben 
©eignen ef unb e^f^, . . auf ber Oeraben, beren fünfte in Sejug 
auf bie Sreife gleid^e spotenjen l&aben.*) 

7. e« giebt im allgemeinen nur einen 5ßunft, ber in S3ejug auf 
3 gegebene Greife gleid^e $otenjen l^at %\xxS^ biefen ^unft gel^n bie 
(Seraben (6), beren 5Punfte in 33ejug auf jebe^ $aar t)on ben gegebenen 
Greifen gleid^e ^oteujen l^aben; burd& benfelben $unft gel^n alfo bie 
üorl^anbenen gemeinf^aftlid^en ©eignen ober Stangenten ber Streife.**) 
SEBenn biefer 5J5unft t)on ben Streifen au^gefi^loffen ift, fo ift er ba^ 
©entrum be^ Slreife«, ber bie gegebenen Streife red^tioinfelig f(^neibet 
5Diefer 5ßunlt ift im attgemeinen (t)ergl. 8) unenblid^ fern, menn bie 
©entren ber Greife auf einer (Seraben liegen. 

3n S3ejug auf bie Slreife, beren S)ia= 
meter bie Seiten eine« S)reied^ finb, l^at 
ber ©urd^fc^nitt^punft ber ^ö^en be^ 3)rei^ 
edE^ gleiche ^otenjen. ©inb AD^ be, CF 
bie ^ö^en be^ S)reied^ ABC, meldte fid& 
in H fd^neiben, fo liegt E auf bem Greife 
ABD, F auf bem Greife bce, d auf bem 
^eife CAF, unb e3 ift (3) 

AH, HD = BH.HE = CH.HF 

®er gemeinfd^aftlid^e äöert ber 5ßotenj be« 5Punlte« H in Sepg 
auf bie ermähnten Greife ift ba« 5ßrobult ber 5Diameter ber treife, von 
benen ber eine bem S)reiedf def umgefd^rieben ift, ber anbere bie 
©eiten benfelben S5reiedE« berül^rt unb ba« (Zentrum H l^at (§. 6, 9). S)ie 
SBtnfel 2DFC unb 2DAC finb gleid&, weil C, A, F, D auf einem 
Greife liegen. SBenn aber M ba« (Zentrum be« Greife« ABC unb C^ 
bie aKitte t)on AB ift, fo iji 2ACB ober 2AGD bem eentriioinlel 
lAMC^ gleid^, unb baS red^twinfelige ©reiedf, weld&e« ber Slbftanb be« 




') ^Ottcelet propr. proj. 249. 

^) 3)iottge na$ ber Slngabe »on ^onceCet propr. proj. 71. 
de pos. 305. 
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^Ptttifte« B t)on FD mit FC unb fd btlbet, Ift beti ©teteden acd 
ttttb ilAfC^ al^ttU(]&. Seaeid^net man ben SRablu« be« Äteife«^ toeld^er 
um bog ®ettttum H bem SJreled i>bf eingefd^rieben ift bur(§ u, fo 
l^at matt hf\u = iJf^: J/Cj. SWutt ift MA bem S)iametet be« 
Greife« bef gleid^, ber butd^ 2v b^eid^tiet tüirb, uttb 3fCi ift l^alb 
fo groß al8 CR (§. 12, 8). SDal&er l&at matt CH.HF = 4«^.*) 

8. SBetitt bie ßetitrett t)ott mel&terert Greifen auf eitter ©eraben 
liegett, uttb e« eitteti $uttlt itt etiblid^et ©titfetttuttg glebt, ber in SSejug 
auf bie Steife glei(3^e 5ßotenien l&at, fo giebt e« unenblid^ t)iel 5punfte 
t)on betfelben ©igenfd^aft. älHe biefe fünfte liegen auf einer beftimm- 
ten ©eraben, meldte ttormal ift ju ber ©eraben, auf ber bie ©entren 
liegen, unb meldte bie gemeinfdjiaftlid&en^PunlteberSreifeentl^ält. Sinb 
Af A^f A^, . . bieSentren, r, r^, rj, . . bie Slabien ber ^eife t)on 
f old^r Sage unb ©röfee, bafe für einen beftimmten ^Punlt o ber ©eraben 
AA^A^., bie S)ifferengen OA'^-^r^, oA^^—r^^, OA^^ — r^^,., 
einanber gleid& finb, fo l^at O in SJejug auf bie Greife gleid^e ^o- 
tenjen (3). 3ft nun ob normal ju oa, fo l^at man (2) 

AB^-^A^B'^ = AO^ — A^O'^ = r^ — r^"^ 
AB^ — r^ = A^B'^ — r^^ U. f. W. 

b. ^. B l^at in Sejug auf biefelben Greife gleid^e ?Potenjen. 

aSon 3 unb mel^r Greifen, in SBejug auf roeld^e e« ^Punfte t)on 
gleid&en ^Potenjen giebt, fagt man, bajs fie einen ©äfd&el (faisceau) 
bitten mit 2 gemeinfd^aftlid&en 5ßunlten, bie getrennt (real ober nid^t 
real, imaginär) ober t)ereint finb, je nad^bem bie ^eife ftd^ fd^neiben 
ober t)erfel[|len ober berül[iren.**) 

9. aOßenn jmei 5ßunlte unb P in Sejug auf bie Äreife {a\ 
(^,), (^2) gl^td&e ^Potenjen l^aben, fo liegen bie ©entren A, A^, A.^ 
auf einer ©eraben, unb bie Äreife {A\ (^,), {A^) bilben einen Süfd&el. 
9lujS ben ©leid^ungen 



o^2_^2 = o^i2_^^2 = 0^2^ — ^2 



2 



folgen bie ©leid^ungen 

OA'^ — FA^ = OA^'^ — PA^^ = OA^2_p^^2 



*) geucrbad^ bag acrabl. Xtmd 35. SSetal. p. 60 betfelben ©djrift. 

♦*) Xxe (Serie t)on ©eraben, bie einen (enblid^ ober unenbliA fernen) ?5unft 
gemein IJaben, ift ©on ^eSargueg 1689 Brouillon projet (6d. Poudra p. 104) 
ordonnance de li^nes genannt n)orben. ^ie ^etrad^tung ber S9üf(|el oon ©era? 
ben unb ^roen ift oon Steiner in bie (Geometrie eingefül^rt werben (Softem. 
@ntn). p. 1. Grelle 3* 47 p. 1). S3on imaginöreh $unlten fpnd^t man infolge ber 
!omplesen äBerte i§rer ^oorbinaten bei anal^tifd^er ^el^anblung ber Geometrie. 
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weld^e ju erlentiett gcbett, bafe -4^^ unb AA<^ ttotmal ju op finb, 
mitl^in ^, ^i, ^2 ^'^\ ^^^^^ ©etaben liegen. 2)abei l^at man, inbem 
man ben SJutd^f^nitt bet ©etaben aa^ unb OF butd^ Q bejeld^net, 
bie ©leid^ungen 

unb finbet batauä nad^ SRultlplifation ber .etftetn mit AA^, ber an«^ 
bern mit —AA^ bie ©lei^ung 

= ^i4i.Ä42(-4Q + AQ — ^Q+0^2) = AA^.AA^.A^A^ 

ober inbem man —aa^ butd^ -^j^i erfefet (l), 

A^A^.r^ + A^A.r^'^ + AA^.rc^^ + AA^.A^A^.A^A = 0*) 

Umgefel&rt jiä^Iiefet man: SBJenn bie 5ßunfte A, A^, A^ auf einer 
©etaben liegen unb bie Siabien r, r^, r^ bet Steife (A), (A^), (A^) 
bet tUn aufgefteHten ©leid&ung genügen, fo bilben bie Äteife {A\ (A^), 
(^2) einen Süfd^el. SnÄbefonbete bilben concenttifd&e Äteife einen 
Süfd^el, lebet unenbli(ä^ fetne 5ßunlt f)at in Säejug auf biefelben gleui^ 
$otenjen, il^te Dttl^ogonallteife finb getabe. 

10. SBenn 3 Steife, beten ©entten auf einet ©etaben liegen, non 
einem uietten Äteife ted^tminlelig gef(§nitten metben, fo bilben fie einen 
Süfd^el. S)enn baS ©enttum be^ t)ietten Steife« l^at in Siejug auf 
bie 3 Steife gleid^e ?Potenjen. 

S)ie Steife {B), (B^), 
{B^\ . ., melii^e bie ju einem 
SSüfd^el gel^ötigen Steife 
{AI {A,\ {A^\ . . famtlid^ 
ted^troinfelig fd^neiben, qt^ 
l^öten ebenfalls ju einem 
Süfd^el SGBenn bie gemein^ 
f d^aftlid^en 5ßunfte be« einen 
Süfd^etö teal finb, fo flnb 
bie gemeinf d^aftli(§en5ßunf te 
beiS anbetn S3öfd&el8 imagi«^ 
nät. ®efe|t, {A) roitb oon 
{B) in E, unb bie ©etabe 
AAi von bet ©etaben bb^ 
in O gefd^nitten, fo l^atman 

AB^ = AE'^+EB'^ = AO^ + OB\ EB^—OB^ = AO'^--AE'^ 




*) 35crgl. unten 22. 
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3ft nun AO^ — AE^ pofitit), mithin o aufeer^alb be« Äteife« (.4), fo 
ip EB^ — OB^ pofitto, b. 1^. t)on bem Greife {b) eingefd^loffen. 
©benfo ifl O von ben übrigen Greifen be8 einen Süfd^el« au^fle^ 
f(ä&loffen, von ben be« anbem Süfd^elS eingef d&Ioffen , weil nad^ ber 
a5otau«fe|ttng AO'^-^AE^ = A^O'^ — A^e^^ u. f. xo. 3)al&er ifi bte 
©etabe obb^ . . t)on ben Greifen (-4), {A^), . . atiggefd&lojTen, wäl^renb 
ble ®erabe OAA^ . . t)on ben Greifen (B), (5, ), . . gefd^nitten wirb. 
3)ie S)ut(^f(ä&nittöpunfte C unb i> ber ©eraben OA unb be« Äreife^ 
(5) liegen auf fämtUd^en Greifen {B^), {B^), . ., weil jeber 5ßunlt ber 
©eraben OA in SBejug auf (b), {b^), , . gleid^e ^JSotenjen ^at, beren 
aBert für C unb D t^erfd^roinbet. 

11. e« giebt 4 ©reiede, bie non jebeSmal 3 unter 4 gegebenen 
©eraben gebilbet werben, ABC, 

AB^Cy, BC^A^, CA^ B^ . ®ie 

3)urd&f(initte il^rer ^öl^en H, H^ , 
^2f -^3 liegen auf einer ©eraben; 
bie Äreife, von benen A unb A^, 
B unb i^i, C unb Cj ©egenpunfte 
finb/ bilben einen »üfd^el; bie 
©entren il^rer Drtl^ogonalfceife lie*» 
gen auf ber ©eraben ^^t-*) 

Seroei». SBerben bie ©ö^en ber 2)reie<fe ABC, AB^C^ burd^ 
AD, BE, CF, AD^, B^E^, C^F^ bejeid^net, foift ha, HD bie^po-» 
tenj be« 5pun!te« H in S3ejug auf jeben burd^ A unb D gel^enben 
Ärei«r b. I&. H l^at gleid^e 5ßotenjen in Sejug auf bie Greife abd 
unb aa^d, ferner in Sejug auf bieSreife bce unb bb^e, enblid^ 
in SJejug auf bie Greife CAF unb CC^F. $Run l^at H gleid&e ^0^ 
tenjen in S3^ug auf bie Steife abd, bce, caf (7), alfo aud& in 
Sejug auf bie Äreife AA^D, bb^e, cc^f. ebenfo erfennt man, 
ba^ H^ gteid^e 5ßotenjen l^^t in Sejug auf bie itreife aa^d^, bb^e^, 
cc^F^, vDd^t von ben Steifen aa^d, bb^e, cc^f nxä)t t)erfd^ie^ 
ben finb, u. f. w. SBeil jeber unter ben 5ßunften h, H^, H^, h^ 
gleid^e ^otenjen in Sejug auf bie Steife (,AA^), {bb^), (CCJ l^at, 
fo liegen bie ^punlte auf einer ©eraben (6) unb bie Äreife bilben 
einen »üfd^el (8). 




*) S)er erftc ^eU bc§ @a^c§, nadj roeld^em H, H^, .. auf einer ©eraben 
liegen, ift t)on ©tciner (©relle 3. 2 p. 97) gegeben worben; ber anbere 2:ci(, 
no% weitem bie Greife [AA^), .. einen SBüfdJel bilben, rü^rt Don 33obenmiller 
l^er nad) einer 3Ritteilung ©ubemtannä (analst, ©p^ärif p. 138). SSergl. §. 8, 5 
unb Xrigon. §. l, 11. ©runert Slrd^io 46 p. 328. 47 p. 1. 

8* 
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13. Swei Äteife unb bet Atel«, von bem bie t^ttlid&Ieltäpunlte 

bet belben Äreije Oe* 
genputtfte finb, bilben 
einen »üfd^el.*) ©Inb 
Jif unb M^ bie ©entten 
bet Ärelfe, 8 unb t 
il^te t^nlidjleitöpunfte 
(§. 12, 7), unb l&at O 
auf ifi^i flleid&e ^ßo* 
tenjen In »ejug auf bie 
Steife, beten 9tabien 
butd^ r unb r^ bejeid^net wetben, fo l^at man 

r r 




MS = 



MM. 



1 f 



il/T = 



—, — MM. 



r — Ty ' ~r- ' I 

OAf,2_^^2^ (MO—OM^)MM^ « 

_ r^ — r^^ + MM^^ 
~ 2MM^ 

SRun ifi OS.OT = {MS — MÖ){MT—MÖ) 

= Jf02— ilfO(i»f-S+iIfT) + i»fÄ.ilfr 



m2 — **. 2 



i»fO 



«= 3/02 



.2 -,2 



{r'^—r^'^+MM^'^) + 



MM^^ 



, = i»f02 — r2 = Oi»fi2_y.^2 

b. ^. O l^at in Sejuß auf ben Ätei«, beffen ©egenpunfte S unb T 
finb, unb beffen ©enttum auf bet ©etaben mm^ liegt, biefelbe 5ßo^ 
tenj, wie in SJejug auf biefe Steife {M) unb (m^\ Sllfo bilben biefe 
3 Steife einen »üfd&el (8). 

SSon iebem fünfte be« btitten Steife« etfd&eint bet etfte Steiä 
fo gtofe afe bet jweite. SDet Stei«, beffen ©egenpunfte 8 unb T 
finb, fd^neibet bie ©ttede mm^^ notmal außen unb innen nad^ bem 
»etl^ältni« bet Sftabien. älfo l^at man fflt jeben %yxx&X ü beSfelben 
MüiM^ü ^ r:r^ (§. 8, 6). 3)a^et finb bie ©teiede äl^nlid^, bie 
von Mü unb m^ ü, oon ben au« ü an bie Steife gel^enben SDangenten, 
unb von ben Sflabien bet Setül^tungSpunfte gebilbet wetben (§. 11, 2). 

18. S)ie ©etaben, meld&e but(| einen 5ßunlt n gel^n, bilben einen 
Süfd&el, bejfen Kenttum bet gemeinfd^aftlid^e 5ßunft N ift (oetgL 8). 
SBenn nun jebem 5ßunft einet ©etaben be« Süfd^el« ein 5ßunft bet^ 
felben ©etaben fo entfptid^t, ba§ füt atte 5ßcfate entfpted^enbet 



*) @crg. Ann. XI p. 364, XX p. 305. @l^ag(eg g^om. aup. 747. 
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5putt!te A uttb A^, B unb B^, c unb c^, . . bie ^ptobufte iv:4.iv^,, 

NB.NB^, NC.NC^, . . eiuanbet gleld^ pnb unb ben Sffiert p l^aben, 

fo liegen je jtüei^paateentfprec^en'» 

bet 5punlte von üerfd^lebenen ®t^ 

raben auf einem Steife (§. 11, 4). 

S)et 5ßunf t N l^at in Sejug auf alle 

biefe Äteife aa^b^b, aa^c^c, 

BB^C\C, . . glei(i^e ^potenjen, 

beten SBert p ift. SSJenn iv von 

ben ©treden ^i4i, ßj^i, . . au**» 

gefd^lojfen, ntitl^in p pofitit) ift, fo 

werben bie erwähnten Äreife von 

bem flteif e, beff en ©entrum N unb 

bejfen SHabiu« y> ift, red^tnjinfelig gefd^nitten (6). 

3u iebem 5ßunlt ^ xoxxh bet entfpred^enbe $unft -S^i mit ^ilfe 
bet ©etaben nä unb be« Äteife^ aa^ä gefunben. S)ie5ßunlte bea 
Äteifej^, beffen ßenttum N unb beffen aiabiu« Yp ^ft entfpte(ä&en fld& 
felbft; ben von biefem Äteife eingefd^loffenen fünften entfptetien 
auSgefd^loffene fünfte unb umgelel^tt 3ebem unenblid^ fetnen ^Punlt 
entfptid^t bet $unft N. 

. S)ie ©teiede nab unb nb^a^, NAC unb nc^a^, nbc unb 
NC^By, NAB^ unb NBA^, .. finb äl^nlidö unb entgegengefeiten 
Sinne« (§. 11, 2), mithin l^at man 

_ AB^ AyB^ AB 

~ NA' 



A,B, 



A,B, = p 



NB 
AB 



1 



NA. NB' 



NB . NB^ 

A^i = p 



NA. NB 



NA. NC 
AB AC 



ByC, =p 
BC 



BC 



NB. NC 



A^B^:A^C^:B^C^ — j^j^ j^ß * NA. NC NB. NC 

©atau« etgiebt fi(]& j. SB. 



A^ 

B,C, 



A,D, 
B,D, 



AC AD 
BC * BD 



AC. BA, CB. ^,, . _ 

Bi,GÄ,AW[- ^)^-^-^- 

2lu« betfelben üueUe fließen bie ©leid&ungen bet asinfel 

ABN = —B^A^N, CDN = —D^C^N 
NBC = —NC^B^, NDA = ^ NA^Dy^ 



♦) SBobenmiüer nac§ ©ubermannd aRitteilung, nieb. 6plJ&t:i! p. 236. 
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miti^in burd^ älbbttion 

ABC + CDA = —(BiAiDi+D^C^B^) 
SRUtt ift ABC+BCD + CDA + DAB = (§. 2,9), alfo ABC 

+ CDA = —{BCD + DAB), uttb ntatt tt^ält nad^ SSettaufi^ung 
tJOtt D^ß mit —BAD u. f. tu. 

BCD — BAD = — (5iC\Z>i — j^i^iDj 

3Benn inSbefonbere c mit N jufammettfäfft, fo wirb C^ unenbUi^ 
fern, b^C^d^ Derfd^winbet, unb man l&at 

BND — BAD = B^A^D^ 



14. Übet bie SertDanbtfd^aft ber nad^ bem angegebenen ®efe| 
fid^ entfpted^enben giguren abcd . . unb A^b^C^d^ . . ergiebt fid^ 

folgenbe^: 

^ ©tnem Äteife entfprid^t im aEgemeinen ein Ätet^. 3)te ent^ 
fpted^enben fireife liegen perfpeftix)ifd^, fo ba§ iv ein St^nlid^leitäpunft 
betfelben ift. SBenn A, b, C, d auf einem Äreife liegen, unb bie 
©eraben NA, NB, . , benfelben in ^2 r ^2 ^ • • f d^neiben, fo ^at man 

NA.NA^ = NB.NB.^ = . . = q. 3flun ift 

NA.NA^ = Nß.NB^ =.. = ^, folglid^ 

NAi ^ iV^i ^ ^ p 

NA^ NB^ q 

A^ hieraus folgt, bafe bie giguten NA^ ß, Cj . . 
unb NA^B^c^ . . ä^nlid^ unb eine^ ©inne^ 
Ttnb. 9lun ift .42^2^2 • • ein 5?rei8, folg=^ 
lid^ ift audö A^i^i • • ein Ärei«, unb iv 
ein t^nlid^Ieitapunft biefer ßteife. 
einem Greife, ber burd^ n ge^t, entfprid&t eine ©erabe (ein un^ 
enblid^ großer firei«), bie mit ber burd& N gel^enben SCangente be« 

ÄreifeS parallel ift, unb umgefel^rt. Sft ^ 
ber ©egenpunit t)on n, fo ift ber-SBinfel 
NBA red^t, unb zufolge ber äi^nlid&feit oon 
NAB unb NB^Ä^ auä) ber SBinlel b^a^n 
red&t, u. f. ro.*) 

®afe einem Greife ein Ärei« (ober eine 
©erabe) entfpri(^t, erfennt man aud^ burd^ 





^fi *) 2)icfe ©a|e lommcn jucrft im erftcn Sud^ ber ebenen Örter t)on SlpoüO' 
niu§ t)or. Sßergl. ©imfonS Bearbeitung überf. »on ©amcrer p. 47. 3)ie obige 
Sßerwanbtfd^aft oon giguren, in ber a\x6) eine fpprifc^e fjigur ju il^rem ftereogra- 
pl^ifd^en 2lbbilb ftel^t, ift au§ allgemeinen ®efi(i^tg|)unften »on 3Äag nu§ (3Cufgaben 
I p. 236 unb 290, ^reUe 3.8 p. 52) betrautet, oon ^l^omfon angemanbt unb 
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SJetrad^turiQ t)on SBinfelbifferettjen. SBenn ä auf bem Greife bcd 
liegt, fo i&at matt ^{BCD-^bad) «= (§.4, 3); bann aber ifl 
2{B^C^D^=B^A^D^) = (13), b. 1^. A^ liegt auf bem Äreife b^C^d^, 
geßetttt N auf bem Äreife bad liegt, fo l^at man ^[bnd—bad) = O; 
folglid^ ift IB^A^Dy^ = 0, b. 1^. ^1 liegt auf ber ©eraben b^d^. 

3wei Sittieu ber einen fjigur unb bie entfpred^enben Sinien ber 
anbern Sigur bilben entgegengefe|t gleid^e SBinfel.*) SGBenn auf ber 
Äuroe BCD ber 5ßunft C mit d pf ammenf äHt , fo gel^t ber SBinlel 
BCD in ben SBinlel über, meldten bie Sftid&tung ber Äuroe in D mit 
ber ©el^ne db bilbet (§. 3, 5). SEBenn jugleid^ auf ber Äuroe bad 
ber 5punft a mit D jufammenfällt, fo gel^t bie SBinfel^ 
bifferenj bcd — bad in ben SBinfel adc ber in z> fiti& / 

fd^neibenben Äurt)en über, ©benfo ge^t bie entfpred&enbe " j»/^ 
SBinf elbiff erenj B^ c^ D^ — b^ a^ d^ in ben SBinlel A^ d^ c^ . 
ber entfpred&enben in Di fid^ fd^neibenben Äuroen über, /i 
ol^tte ba§ fie aufarte, jener SBinlelbifferenj gleid^ unb W 
entgegengefeit ju fein. Sn bem galle, bafe bie in D fid^ v^ 
fd^neibenben Äurt)en nid^t jum jmeitenmale in B fid^ ^ 
fd&neiben, T)erglei(^t man il^ren SBinfel mit bem SBinfel ber entfpred^en* 
ben in />i fid^ fd^neibenben Äurt)en, nad^bem man für bie fturoen 
Äreife fubftituiert l&at meldte bie Äuroen in D unb D^ berttl^ren. 

3n ber Sll&at wirb ba« gerablinige S)reiedf adc bem entfpred&en^ 
ben S)reiedE ä^d^C^ ol^nlid^, xomn ad unb CD oerfd^winben {Xan^ 
genten ber Äuroen ad unb cd werben). S)abei oerf d&winben nämlid^ 
^C, ^,Di, CiDj, iiiC^, wä^renb iv^, iv^c, nd einanber gleid^ 
werben, folglid^ l^at man (13) 

A^D^l D^C^i C^A^ = ADiDC: CA**) 

16. ^txin 4 5ßuttlte ^i, 5, C, d auf einem Äreife liegen, fo ift 

AB.CD + AC.DB + AD.BC = 

DorauÄgefefet, ba§ bie 5ßrobulte bie Seid^en ber S>reiedte acd, adb, 
ABC (§. 9, 7) ^aben.***) 



t)on Siouoille erläutert (SlouDltte 3. 12 p. 265), enblid^ t)on 3RöbiuS Äreiä* 
oermanbtfdjaft genannt unb umfaffenb bcl^anbelt Sorben (Xl^eorie ber ÄreiS- 
Dem)anbtfd^aft 1855). ^on ^öbius rubren bie 9le(ationen ber Strecfen unb 
Sßintelbifferenjen l^er, in benen ber ^unft N nid^t »orfommt. ilreiäoermanbte 
(^ontoc^llifcöe) ^iguren ftnb Jonform. ©. (Stereont. §. 5, 6. 

♦) 2)iefe ©Tgenfc^aft ift an ben fpl^ärifdjen gigurcn unb i^ren ftercoara?)^ifcl&en 
aiböilbern oon §ooIe unbaRoiore bemerft worben (Valley Philos. Trans. 1696 
t. 19 No. 219). 

♦♦) guft Acta Petrop. 1782, II p. 172 
♦♦♦) 2)iefer ©a^ l^eijt ber ^tolemäifd^e Äel^rfat, mil fein ©ebraud^ jur 
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Sßievted Sßu^, Planimetrie 




SetoeiiS. 31^^ t man parallel mit ber 
Xattgente bei? Äteife« ae eine ®erabe, weld&e 
ilJB, iäC, ^D bet SReil^e na^ irt ^1, C^, D^ 
fd&neibet, fo ifi ber SBinlel eab fotool&l ben 
aBinleln C^B^A, d^b^a, al« auc^ bett SBitt-» 
feltt AGB, ADB gUi^ folgliiä^ finb ble ®rei^ 
td^ABC, ABD benSJteiedett^Ci^i, ad^b^ 
äl^nlt(]&, unb man l^at 

AB.AB^ = AC,AC\ = ilD.^Dj 

mithin (13) 



CD 



2>^ 



i?(7 



ÄCTad ^' JdTÄB ' AB:äC - ^iA:A^i:^|C'i 

gflun iji C^i>i+A^i + ^j^i = 0, weil bie 5Punfte B^, C\, D^ 
auf einet ©eraben liegen (l); folglid^ (Sllgebta §. l, 7) bie ©umme 

CD . DB . BC 



+ 



+ 



= 



AC.AD ' AD. AB ' AB.AC 

rotnn bie ©liebet bet Sfteil^e nad^ bie 3^i^^tt bet ©tteden C^ D^ , D^B^, 
ßj C, , alfo attd& bet ©teiede ACD, adb, ABC l^aben. ©utd^ 3»ul* 
tiplilation mit AB. AG. AD finbet man 

AB.GD+AG.DB + AD.BG = 

SSBeil iebet bet gegebenen fünfte t)om S)teted bet äbtigen ^fünfte 
auÄgefi^loffen ifi, fo muffen von ben 3 5ßaaten gegenübetliegenbet 
©tteden ab unb CD, AG unb db, ad unb J5C, ein 5paat unoet- 
längett fi(5 fiä^neiben, TOäl^tenb bie anbetn 5ßaate unt)etlän9ett ftd^ 
nid^t fd^neiben. S)a3 5ßtobuft bet fid^ fd^neibenben ©tteden ift negatitj 
ju nel^men, vo^nn man bie 5ßtobufte bet fid^ nid^t fd^neibenben ©tteden 
pofitit) genommen l^at 

S3ei einem bem Äteife eingefd&tiebenen SSieted, beffen $etimeter 
|id& felbft nid^t fd^neibet, ift ba^ ^tobuft bet SDiagonalen bet ©umme 
bet ^ßtobulte bet gegenübetliegenben ©eiten gleid&. 

änmetlung. gut 5 5}}unfte eine« ÄteifeS A, b, g, d, e l^at 
man in gleid^et SBeife*) 

BG . CD . DE . EB 



+ 



+ 



+ 



AB.AC ' AC.AD ' AD.AE ' AE.AB 



= 



iSered^nung ber su ben €entrin)in!eln von bis 180» gel^öri^en ©eignen eined 
JlreifeS von g^tolemdud (Almagest I, 9) berid^tet worben ift. ^ie unbefc^rönüe 
^uffteUung beS ©a^eg für irgenb 4 ^unüe bed ^reifeg rül^rt oon SRöbiud l^r 
(J!rei3t)em). 26 unb 44). 

*) Sarnot g6om. de pos. 215. 
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S)te obiflen ®lel(]&ungett bel^alten il^re 9ll(^tifllett, roentt bet 
SRabiu« beiS Äteife« unenblid^ wirb unb ber Ärei« in eine ©etabe 
ilbetfle^t. 3)ann ift CD = AD^-AC, u. f. ro., folfllid^ 

16. »ei 4 beliebigen ^fünften A\ B, C, D t)et^alten fid^ bie 
5ßtobufte AB. CD, ACDB, AD.BC ju einanbet bet Sftei^e m^ 
wie bie Seiten eineä beftimmten S)reiedt«.**) 

»eroei« l. 2)er Ärei« bcd wirb oon AB, AC, AD in B,, 
^u ^i flefci^nitten, fo baß (13) 

^lÄ.^ifi = ^C.uiC, = ad.ad^ 
CD DB BC 



ACAD • AD. AB * ^15.40 



C^D^lD^B^lB^C^ 



Ober 




AB,CD:AC. DB: AD.BC = C,Z>i : Z>,JBi : B^Ci 

SDie SEBinlel beiS 2)reie(J8 -BiCiD^ finb au« 
benfetten ©rünben 

C^B^D^ = CAD — CBD 
D^C^B^ = DAB — DCB 
B^D^C^ = BAC — BDC 

3n ber S3^at beträgt bie Summe ber Söinfel- 
bifferenjen 180 0. 

»eroei« 2. 3Ka(iöt man ba3 ©reied ^BE einerlei Sinne« unb 
ä^nlid^ mit AGD, fo ift 

AE:AD = iljB : AC = BE: CD 

2)abei ift ber SBinlel ead = jB^ic, weil BAE= CAD 
gemad^t ift. Sllfo pnb aud& bie ©reiede Af;D unb 
ABC fi^nlid^ unb einerlei Sinne« (§. 11, 2), b. 1^. 

^ ED:BC = ADiAC 

au« ben ©leid&ungen ab.cd = ac.be, ad.bc 
= AC.ED folgt nad^ SBeglaffung be« gemeinfd^aft^ a 
Ud&en gaftor« AC 

AB. CD : ^C. DB i AD.BC = BE x DB : ED 



D 




*) S)iefc gbentität ift t)on (gulct Benuftt worben (Nov. Comm.Petrop. I p.49). 
**) 9Röbiug JhreidoertoanbtfAaft 16 unb 46. ^ut4 9{ed^nung l^atte Stet» 
fd^neiber bie entfpted^enben 9{efu(tate gefunben (©tunert Streit) 2 p. 240, Geo- 
metrie §. 616). SBergl. ben 3luffa| beä S^crf. in Sorclarbt 3. 54 p. 167. 
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Viertes »ud^. ^aniinetrie. 



Pr bte SQBtttfel be« S)teie<fg ^£i> finbet man bie ®leid&unflen 

^DE = ACB — ÄDB = CAD— OB D 
BEB = CBA—CDÄ = DAB-^DCB 
EBB = BAC — BBC = BAO — BBC 

3)ettn ^DJe = 5D^+^DE = jBD^ + ^cä $iett)on fubtra« 
liiert tnan bte ©leid^uttg ^D^+.i>^C+^CJ5 + C5i) = o, unb 
fe|t — ^öÄ an bie ©tette von bba, cab an bte ©teffe tjott —bac. 

U. f. TD. 

sinnt et fung. aSenn A auf ben Ätei« ^CD ffiHt, fo fatten B^, 
O,, D, mit A jufantttten. S)ie unenblid^ naiven 5ßunfte B^, c^, b^ 
liegen auf einer ©eraben, fo ba^ C^b^ + b^b^ + BiC^ = o in bet 
oben (1) angegebenen Sebeutung. 

®er ixodtt Setoei^ rul^t auf benfelben ©rünben, wie bet alte 
Sewei« be« ^tolemäifd^en ©a|ea. aBenn A auf bem Äteife bcb 
liegt fo ift 2{CAB — CBB) = o, folglid^ 2BDE = o, b. "^^ E liegt 
auf bet ©etaben bb, u. f. to. 

Untgefel^tt fiä^lie^t man au« bet ©leid^ung 

AB.CB + AC.BB + AB.BC = 

baß bie fünfte A, b, C, b auf einem Steife liegen. SBenn A niiä&t 
auf bemÄteife bcb läge, fo wütben bie$tobu!te ab, CD, acbb, 
AB.BC fid^ ju einanbet t)etl^alten wie bie Seiten eine« ©teied«; 
alfo fönnte toebet bie Summe noiä^bie 3)iffeteni t)on jtüeien untet 
biefen 5ßtobuften bem btitten gleid^ fein. 

aOSenn inSbefonbete A, B, C auf einet ©etaben liegen, fo fd&liefet 
man au3 bet obigen ©leid^ung, ba| B auf betfelben ©etaben liegt 
Säge B nid^t auf bet ©etaben ab, fo wütbe e auf bet ©etaben ab, 
alfo nid^t auf bb liegen, u. f. m. 

17. mm jwei ©eignen ab, cb einea Äteife« (ai) in o fid^ 
ted^tttjinfelig fd^neiben, fo ift*) 

AO^ + BO^ + CO^ 4~ DO^ ^ iAM'^ 
AB^+CB'^ = 8-4if2— 403/2 

^emei«. 9iad^ bem ^^tl^agoteifd^en Sel^tfa^ ift 

AO^+CO'^ === AC^, BO^ + BO^ ^ BB'^ 

S)ie ©umme bet Sogen AC, bb ift ein §albfteia 
(§. 4, 5). 3Kad&t man nun ben SSogen ce == äjD, 
fo ift bet Sogen ae ein §albltei«, mttl^in 




*) Xex etftc t)on biefen (Sö^cn ift baö lltcSemma 5ct Sltd^imebeS; bcrr anbete 
ift r>on ©arnot (göom. de pos. 134) nebft mel^rem Folgerungen gegel&en worben. 
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A(ß -h CE^ = AE^ , b. ]&. ÄC^ + BD^ =. AÄM\ getTtet ifl 
AO.OB = CO. OD = ilM2— 0Jlf2 (3), ilJ92 = (^O 4-0^)2 = 
il02 + 2Ä0 . OB + BO^, u. f. W., folfllid^ 

^ß2+C/)2 = 2l02 + B02+C02 + Z)02 4-4^i/2 — 40ilf2 

woraus bie SJel^auptung fid^ ergtebt. 

atnmerfwTtfl. S)er ©a| unb fein SäeioeiÄ bel^alten il^te Sltd^^ 
tigfeit, n)enn bie ©eignen aufeetl^alb be8 Äteife« fid^ fd^netben. 3)ie 
©umme ^02+^02+ C02 + Z)02 ift unab^ngig von ber Sänge ber 
normalen ©eignen AB unb CD. S)ie ©umme ^i52 4- cd2 bleibt un^ 
üeränbert, mtnn für bie normalen ©eignen ab, cd ber Slbftanb il^reS 
S)urd^fd^nittöpunfte8 com ßentrum fid^ gleid^ bleibt. 

18. ^tnn C bie 3Kitte von A unb 5, unb O ein beliebiger 
5ßuntt iji, fo l^at man 

^02 + J502 ==» 2^102 + 2C02 

Sern eis. gi^'^t man op normal ju 

AB, fo ift .äP2 + i?p2 = 2.4C2 + 2CP2 
(1), folglidö .4P2+P02 + PP2 + P02 == 
2^C2+2CP2+2P02, b.i. .ä02 + P02 = 

24C2 + 2C02 naä) im ^ßptl&agoreifd^en ^ 
Sel^rfal. 

3uf äfee. 3eber ?ßunft, beffen Cluabratabftänbe von jmei gegeben 
nen ^Punlten eine gegebene ©umme l^aben, liegt auf einem Äreife, bejfen 
©entrum bie aWitte ber gegebenen ?lJunfte ift.*) SBenn ^02 + po2 
von gegebener ©röfee iji, fo ift 2AC^+2CO^, folglid^ aüd& CO von 
gegebener ©röfee. 

mnn AA^, BB^, CC^,.. poraUele Qt^ntn be« Äreife« {N) finb, 
o ein 5punlt auf bem parallelen ©iameter, fo 
fxnb bie ©ummen oa^-\- oa^ \ ob^ + ob^ \ . . 
von gleid^er ©röfee.**) 3ji ba« ©entrum N bie 
3ßitte von OP, unb ber Sftablu« NM normal 
ju OP, fo l^at man 

0^24. p^2 = OB^ + PB^ = . . = 20Jf2 

9lun finb bie S)reiedEe pna unb ona^ 
gleid& unb äl^nlid^, b. 1^. PA =« O^, , u. f. m. 





*) SC^JoHoniuS im 2ten»u(5 ber ebenen Ortet: Sintfonä Bearbeitung überf, 
t>on ©amerer p. 263 ff. SJergl. unten 22. 

T Sal^ire 1730 Mem. de Paris t. 9 p. 341 Lemma 1. 



**> 



124 Sierted Sud^. ^knimetrie. 

S)er ÄreiÄ (M) »erbe tjon ben ©d^ettfeln eine« ted&teti SBinfel«, 
beffen ©d&eitel ^ ifi, in -ß unb C gefd&nitten. SBenn bet re(]&te SBinlel 

um feinett ©d^eltel ä fid^ btel^t, fo beToegt fid^ bie 

s,^ 3Rttte bet eittgefii^loffertett ©el^ne BC auf entern 

\ bejiimtntett Äreife, beffett ©eutrum bie äRitte oon 

\ AM tfi.*) ©etttt matt l&at AO = JBO (§. 6, 7), 

^ ) Uttb i^fO^ = 90^ folglid^ ^lO^ + jjfO^ = BO^ 

J +M0^ = i»f52^ n)otau« bie SJel^auptuttg ft(i^ 

;^ ergiebt. 3)et Ätei^, u)eld^ett burd^Iäuft, fättt mit 

^ feittem ßetttrum jufammett, ober l&ört auf real ju 

feitt, wetttt ^iW fo gto^ ober größer n)irb, atö bie ^albe ©iagottale 

be« bem ÄrefcS (iif) umgefd&riebeuett Duabratö. 



19. SBetttt ABCD eitt ^paraHefogramm uub *m boÄ ©etttrum be«^ 

^ felbett ifl, fo l^at matt (18) ab^ + bc^ = 2^Jif2 

+ 2MB\ 5Rutt ift iAM^ = AC\.., folglid^ 

/? ^ 2^J52 + 2ßC2 = ^C2 + 5i>2 

-ßc^^ SBetttt matt fertter eittett beliebigett 5ßuttft bur(§ 




ii »0 bejeid^ttet, fo ift 

AO^+CO^ = 2^Jf 2 rf 2iJf 02 

J502 + D02 = 2öi)/2^2iW02 

folglich 

AO'^ + BO^ + CO^ + DO^ = iAC2 + |i?D2 + 4if 02 

gür atte 5ßuttfte o eitteä Äreifeä, ber mit bem ^Parallelogramm ba8 
©etttrum gemeitt l^at, ift bie ©umme ^02 + 502 + 002 + ^02 dou 
berfelbett ®rö6^. 

aSBetttt itt«befottbere abCD eitt SHeftattgel ift, fo ift xotQtn ber 
Oleid^^eit ber S)iagottalett 

^02 + 002 = J502 + D02 

30. aoSetttt matt itt eittem gemeittett aSiered ab cd bie SRittett 
tjott AB, BC, CA burdö G, E, F, uttb bie aBittett oott CD, ad, 
BD burd^ ©1, E^, F^ bejeid^ttet, fo ift EFE^f^ eitt Sßarallelogramm ' 



*) Slnon^m in ©teile 3. 9 p. 102. SJetgl. ©teae 3. 19 p. 205 unb feinen 
(SteUe 3. 18 p. 181. 
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(§. 8, 3), U. f. to. golflUdö 2EF2 i-2F£i 2 = 

EE, 2 + FFj 2 (19)^ ober 

BC^ + DÄ^ = 2F/?'^2^2(?(?i2 
4C2+^Z)2 = 2ö(?i2+2EEi2 

aiu« biefett Oleid&utiflen flnbet matt ol^tte 
aOBeltereg: ^ 

^J?2+ OJ92+2G^öi 2 ^ JJ02+Z>^2^2E£i 2 =^02+5I>2 4-2FJF'j 2 
^52+j5C'2_|.CD2+Z)^2 = ^C2H-J5Z>2+4FFi2*) 

31. S3ei eittetii SJteied iji ba« Duabtat bet ettiett Seite, je ttad&^ 
betn' biefelbe etttetn fpi|ett ober ftutnpfett SBitifel gegettüberlieflt, fleitiet 
ober größer al8 bie ©utnttte ber Ouabrate ber beibeti attbertt ©eitett. 
S)ie S)ifferetij tjl bo« boppelte 5ßrobuft t)ott eitter biefer ©ettett tnit 
betn ©tüd, toeld^e« t)oti il&r baird^ bie SRortnale 
avA betti ®ttbe ber attbertt ©eite abgefd^ttittett \» 

tDirb.**) 

85 ett) ei«. SBetttt CD uttb AE ttorttial gu ^B />^ 
uttb i5C pttb, fo ip (2) -^^^ 

^i52 + i5C2 — Ciä2 = AB^ + DB^ — AD^ 

= BE'^ + BC^^CE^ 

SHtltt ift ^5 = ^D + D^, i5C = JBE+E(7 ^^^ 

(1), folflUd^ : /»-ö 

BE'^ + BCß — CE^ = 2BC.be 

Sffietttt ber SBittlel 5 fpi| ift, fo l^at Di5 tnit 4i5, BE tnit öC einerlei 
giid^tung, unb bie Sßrobulte 2AB.DB, 2BC.be finb pofitip. SBenn 
aber ber SQSinfel B ftumpf ift, fo pttb bie ©treden ab unb i>ß, BC 
unb BE entgegengefe^t, unb bie 5ßrobuIte 2AB.db, 2BC.be nega^ 
tit) (1). ®ie ©leid&^eit ber Sßrobulte AB. DB unb 5C.J?E wirb burd^ 
bie SSl^nlid^Ieit ber S)reie(Ie bdc unb 5E4 beftätigt. 

23. SBenn C auf ber ©eraben AB fo liegt, baM^^ : ^^ = wi, 
unb xotnn D einen beliebigen $untt bebeutet, fo l^at man***) 

*) @ulcr 1750 (Nov. Comm.Petrop. 1 p. 66). 3)te bcigeorbneten ©letd^ungen 
ftnbet man in ©erg. Sinn. 2 p. 310. 

♦♦) Eucl. II, 12 unb 13. 

***) ©tcwott de quibusdam theorem. generalibus . . . Edinbnrg. 1746. 
SSergl. ©I^aäleg Ap. bist. p. 172 b. Übcrf. 
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BC.AD^'^-Cä.BD^ + AB.CD'^ + ÄB.BC.Cä = 

2> SetDei«. 5Dte g^ortneln ^C2 + ^z?2 

^\^ aBette 2ÄC.ÄD^ unb 2AB.ad^, toenn 

— :^ DZ>i notwal ju ^5 (21), unb baS SSer** 

"^ ^ ^' ^ j^ältniiS m. 3lu8 ber ©letd^ung 

2lC2 + ^D2 — C2)2 = m{AB'^ + AD^ — BD'^) 

fittbet man für cd^ bie erfte ber obigen gormeln, na^bem man 
m^AB^ für AC^ gefeit l^at. ®ie anbere entfpringt au8 ber erfien, 
xotnn man m burd& -4C: ^ß, i — m burd& 0J5 : ^^ erfe|t unb be^ 
achtet, baB OB == --BC (1) u. f. w. 

3ufa|. 3)ie ^ßuntte z>, meld&e in Sejug auf jwei gegebene 
5punlte A unb B fo liegen, bafe AD'^ + fc5Z)2 einen gegebenen SBert 
l^at, befittben fic^ auf einem beftimmten Äreife.*) ©e|t man 
m = k{i—m), folglid^ 

m = , . ■• , 1 — m = 



i + k' 1 + k 

k 

unb mad^t man AC = ——-ab, fo erplt man 

_ AD^ + kBD^ fc_ 

^^ ~ 1 + fc (l + )k)2^ 

3ufoIge ber 3Sorau§fe|ung ifi biefer 2Bert von CD^ unoeränberlid^. 
®er gaU k = i ift oben (18) betrad^tet morben. 3n bem gaUe 
k = —1 ift ba« ©entrum beS Äreife^ unenbliiä^ fern, unb ber Ärei^ 
von einer ©eraben, meldte ab normal fd^neibet, nid^t t)erfd&ieben (2). 

23. ®ie ^lää)^ eine« ©reiedä lann burii^ bie Seiten beSfelben 
auÄgebrüdt werben. Biel^t man im 3)reiedE ABC bie ^öl^e C, C nor** 
mal ju -4J5 , unb ^at bie gläd^e be« SDreiedE« A Duabratein^eiten, 
fo ift (§. 10, 4) 



*) SlpolIoniuS im 2tcn S3ud^ ber ebenen Örter (©imfonS Seorbettung übetf. 
von (Samerer p. 263 ff.) IJat bemerft, baf; auf einem beftimmten Steife liegt, »enn 
A, B, C, . . gegebene $un!te, a, ß, y, ^ . gegebene '^a\^Uvi finb, nnb bie gormet 
aAOi-\-ßBO^-i-yCO^-i- ., einen gegebenen SBert l^at. ^o^ baä Zentrum 
beg ÄreifcS ber ©djwerpunft ber fünfte aA, ßB, yC, . . ift, ^at germat (opp^ 
p. 151) J^injugefügt. SSergl. ©tereom. §. 11, 8. 
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A = iAB.C^C, 16 A2 ==. 4ÄB^.C^C^ 

Smm ifi (21) 

(ÄB^ + BC^'-CÄ^)^ = AÄB'KC^B'i 

IßA^ + (ÄB^+BC^—CÄ^y = AAB^.BC^ 

§aben bie Seiten BC, CA, ab ber Stetige nad& a, ft, c Sangeneini^eltett, 
jo fittbet man 

= 4ö2c2 — (62 + c2— a2)2 
= 4c2a2 — (c2 + a2— 62)2 

= 2a2Ä2-|-252c2 + 2c2a2_ö4_54_c* 

= a2(— a2+62+c^0 + *^(«^— *^+<^^) + c^(«^ + i^2— c2) 

SRad^ ben Siegeln übet bie aRuUipUfation ifl 4a262-(a2+fc2_c2)2 
ia& 5|Srobuft ber gaftoten 2a& + «^+^^ — ^2, 2ab—a^-b^ + c\ 
ober (a+6)2— c2, c2 — (a— 5)2, welche mebetum 5probulte von je 
2 gattoten fmb. Sllfo ifi aud^ 

16A2 = (a+6 + c)(— a+6+c)(a— 6+c)(.a+6— c) 

®e|t man a + fi+c «: 2«, b. 1&. ben l^alben 5ßerimetet be« S)reiedtj5 
= 5, fo wirb 

— a'\-b-\-c = 2s — 2a 
a — 6 + c = 25 — 26 
a + 6 — c «=» 2* — 2c 

unb nad& 3)it)ifion burd^ 16 erl[|ält man*) 

A2 = s{s — a){s—h){s — c) 

Um bitfe ^Jormel geometrifd^ ju bemeifen, bejeid&ne man butd^ D 
unb F bie auf ber ^albierenben be« SQäinfete A 
liegenben ©entren ber Greife, weld^e bie Seiten 
be« SreiedÄ ABC berül^ren, unb bie 5Rormalen /\ xp 

DD\ FF' ju AB burd& d, / fo bafe A = *^ 
(§. 13,9). S)ie ©reierfe ADD' unb äff*, d'bd 
unb FFB finb al^nlic^, b. I&. 

d:f = AD': AF\ df == ÜB . BF' 




*) tiefer (Sa^ nebft einem geotnettifdjen beweis !ommt in $eron3 gco* 
bätifd^er ©d^rift nspl Siöntgag üor. 2)er folgenbe geomettijcl^e Seweiä ift eben- 
faUd alten Urf|)run$g unb in !Seonarbo Practica geometnae (1220) ed. Bon- 
compagni p. 40 entl^alten. ^Sergl. ben 2luffa^ be« 35^, in ben Seipsigcc 93eric^ten 
1865 p. 3. 
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a)urd^ aKulttpUIation ftnbet man 

2 _ AD*. ly B.BF* 
^ ~ AF' 

3flutt ift (§. 4, 8) 

2AD* + BC = CA + AB, AD* = s — a 
2D*B + CA = AB + BC, D*B = «—6 
2iiF'— ^C = G4+AB, ^F' = s 

unb -Bi^' = 5 — c, folglid^ 

3ufa|. S)aÄ 5ßrobult bet Slabien t)on ben Äreifen, weld^e bie 
©eiten be« ©reied^ berül^rett, l&at ben SBett AI*) »ejeid^net man 
biefe SRabien butd^ d, /, g, h, fo l^at man (§. 13, 9) 

{a + b+c)d = 2A, {—a+h+c)f = 2A 
(a_6+c)^ = 2A, {a+b—c)h = 2A 

mm 

{a + b+c){—a+b + c){a--b+c){a + b—c)dfgh = 16A* 

rf/^Ä = A2 

SBSenn ba« »icred abcd, bejfen ©eiten ^B, cd tn e fx(ä^ 
fd^neiben, einem Äretö mit bem Sftabiu« r umgefd^rieben ift, fo l^at 
man bei ber §. 4, 10 gegebenen öejeid&nung 

JEJBC2 = r2(e4-6-f-c)2 — ebc{e + b + c) 

EAD^ = r2(e-~d— a)2 = edale—d—a) 

(jß — d — ßj5c --- ^g-j.^-|_c)dfa 



.2 



6c J + ctto + dab + afcc 



2lßCD2 = r\a+b + c+d)^ = (icc?+..)(a+6H-c+^)**) 

34. 3)aÄ ^JJrobttlt t)on jtDei ©eiten eine« S)reiedf8 ijl bem ^ßro" 
bult t)on bem 9)iametet: beiS umgefd^riebenen Steife« mit ber ißöl^e }ur 
btitten ©eite gleid^.***) 3ft AD normal ju J?C, unb ae ein S)ia^ 
meter be3 bem S)reied ^i5C umgefd^riebenen flreijeiS, \o finb bie red^t^ 



*) maf^ieu 1807 unb S'^uilier 1809. »crgL @etg. 3lnn. 1 p. 150. 

♦♦) aimtl^or 33rtef 2)re8ben 1871. 

***) 2)icfc 33emer!un9 ift in bet inbifdjcn Slftronomic von öral^magupta (3lns 
fang beiS 7ten Sci^i^^- n* <^^i^0 entl^alten. ^ergl. Sl^agled ap. bist. p. 475 b. Überf. 
Xie äSc^tiften ber tnbifd^enSRat^cmatifet werben auf griedJifd^eDriginole jurüdgefü^rt. 
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wlnfeltgen SDretede abd unb aec äj^nltd^, weil ble SOSinlel 205^1, 
2CBA, 2CEA flleid& [xni. ©al^et folgt 

^i5:^Z) = AE:AC, AB.AC = ^D.^E 

unb bie ®Ieid&ung bet SBinlel bad unb eac, fo bafe bie SBinfel 
BAC unb iS^iD eine gemeinfd^aftltd^e igalbietenbe AF l^aben. 

SDaSfelbe ^ptobult f ann auf anbete 
SBeife auSgebtttdEt werben, inbem man 
bie benSaStnfel bac unb feinen SReben* 
winfel §albietenben jiel&t, weld&e bie \ ""^^--^(^^^r— ^ 

©erabe BC in F unb ö, ben ftrei« 
in Fl unb ö, fd^neiben.*) ffiann finb 
bie S)teie(Ie ^CF unb AF^B ä^n^ 
li4 n)eil bie SBinfel ACF unb .IF^J?, 
T^^C unb BAF^ gleid^ pnb. ©al^et 
l^at man .40: ^F = AF^: AB, folglid^ 

^5.^C = AF.AF^ = ^/^(ilF+F/'J 
= BF.FC-^AF^ 

meil AF.FF^ = BF.FC (3). ®benfo finb ble ©reietfe ^iCö unb 
AG,B ä^rditS), mithin 

il^.ilC = O^A.AG = {OiG--AG)AG 
== BG,CG — AG^ 

motauS man fd^Uefet, bafe 

/?'Ö2 ^ AG^+AF^ = BG, CG — BF. FC 

35. S)et gefunbene auäbrud für baS 5ßtobuIt t)on jwel Selten 
eine« S)reledfÄ (24) entl^alt jugleld^ ben Slugbtud für ben Siablu« be« 
bem SDreled umgefd^rlebenen Ärelfe* burd^ ble Selten be« ©reledt«. 
aSJell BC . DA ble boppelte glad&e be« ©reledf« Ifi, fo Ijl ba« $robuf t 
ber brel Selten be« 2)reledEÄ gleld^ bem 5ßrobult ber t)lerfad^en gläd&e 
be« S)reledfÄ mit bem SRabluiS be« umgefd^rlebenen Ärelfea. Sejeld^net 
man wie oben ble Selten be8 S)reledfj5, ble ^äd^e beafelben unb ben 
SRabluÄ be« umgefd^rlebenen ÄrelfeS burd& a, b, c, A, r, fo l^at man 

abc = 4 Ar, »• = 1^**) 

hieraus folgt, bafe ble glad&en non ©relecEen, meld&e bemfelben 
Ärelfe elngefd^rleben finb, fid^ oer^alten mle ble 5Probufte l^rer Selten. 

SBell r größer al« ber S)lameter 2d be8 bem S)reledf elnge«« 
fd^rlebenen Ärelfe« Ifl (4), fo l^at man***) 



*) ©d^ootcn exercit. math. 1657 p. 65. 

♦) öral^magupta. @. ©l^aSlcS a. a. 0. p. 470. 

♦) Se^muS eammtung 1820 p. 27. ©reUe matf^. 3lup4e I P- 162. 

»alt^er II. 6. %uf(. 9 






130 Sietteft 9u4. ^lonitneine. 

abe ^ 4A 



./ 




4A a-{'b'\-c 
abe > (— a4-64-c)(a— 6 + c)(a + ft— c) 

3^ bet Zf)at etgiebt ft(5 eitte pojttbe 3)iffetenj ber beiben 5ßrobufte 
für trgenb weld^e popttoe 3<^l^^ «/ ^r ^^ w>enn man bie SMffetettjett 
blefer S<^^tn in bte äied^nung elnfül^tt. 

36. Sier fünfte A, B, C, D befttmmen 4 iDretede. ffienn man 

Don ben gläd^en bicfet Stetede eine jebe mit 
^/ ber ^Potenj bea umgefcltlebenen Ätelfe« In 
^B 33ejug auf ben übrig gebliebenen ?ßunftmul^ 
tlpllclert, fo erl^&lt man gleld&e ^obulte; ll^r 
gemelnfd^aftUd^er äSert Ifi ble ^äd^ be« 
'A S)rele(I«, beff en Selten ble 5ßrobuIte da . BC, 
DB. CA, DCAB finb. »ejeld^net man ble 
5ßotenjen t)on D, A, B, c In »ejug auf ble Ärelfe ABC, bcd, 
CDA , dab hnxä) p, Pit P2f Pzt unb ble na^ (23) ju bereii^nenbe 
gläd&e be« S)rele(l8, beffen Selten ble ^robufte da.bc,.. pttb, 
burd^ s, fo Ift*) 

p.ABC = p^, BCD = P2.CDA = pa.D^JB == e 

S9en)el8. SßJerben da, db, dc t)on bem Ärelfe ABC In ^i, 
B\f ^i gefd&nltten, fo l^at man (13) 

DA.DA^ = DB.DB^ = DC.DCy =p 

^^^» = ^dZ7d5 === da.db.dc^^'^^ 

u. f. n). Sejeld^net man da.db. dc huxä) q, fo Ift 

XÄ = ^DC.AB, b.c. = ^DA.BC, C,A, = ?~DB,CA 

weil bte Seiten t)on -4^ 5, C^ ju ben Selten, roeld^e ble gläd&e c ein* 
fcä^llefeen, ba« SSerpltnia ;> : ^ ^aben (§.11, 2). SRun pnb ble »rel** 
edfe ABC unb -4, B^ c, bemfelben Ärelfe elngefd^rleben, folglld^ (25) 

ABC ^ AB.BC.CA _ q^ 
A^B^Ci ~ A^B^.B^C^.C^A^ ~ p^ 

p.ABC = s 

^nxä) gegenfeltige SSertaufd^ung von A, B, C, D erleibet b feine SBer«' 
änberung, folglld^ erl^ält man auf gleid^e SBelfe p^.BCD = s, u. f. n). 



♦) ©täubt 33otci^atbt 3. 57 p. 88. 



§. 14. ^robuüe unb Duabtate t)on ©trerfen. 
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37. SKu« bert Seiten eine« bem Äreije eingefd^tiebenen fßkud^ 
ABCD laittt rnatt nod^ jtoei anbete bemfelben Äreife eingefc^tiebene 
asieredfe bllben, abc^d, abcd^, inbem man einer ©eite bet3lellie mä^ 
iebe von ben übrigen ©eiten gegenttberfteBt. 
S)ie gläiä^en ber 3 SSierede finb gleid^, weil 
fte von ber gläd^e be« Äreife« burd& bie^ 
fetten ©egntente fiiä^ unterfd^eiben. ;3e j^ei 
Don biefen aSiereden l^aben eine diagonale 
von berfetten ©röfee. @inb nämli(ä& a, b, 
c, rf bie Seiten, fo giebt tS in ben 3 aSier=^ 
edfen bie S)iagonalen /, g, h, von benen bie 
erjie {db) mit b unb c, bie anbere {AC^, 
D^B) mit e unb a, bie britte (,AC) mit « unb b ein ©reied bittet. 

SBenn nun ba« aSiered abüd fonfat) ifl, fo finb aud^ ^J50/Z} 
unb ABCD^ lontav, unb man l^at naä^ bem 5ßtolemäif(ä&en Selirfa| (15) 

hf =i ca-\- bd 
fg = ab -{-cd 
gh = bc -\- ad 

^ierauiS folgt 




j^ j. 1 



:^ : — : y = bc-\- ad: ca-\-bd: ab -{-cd 



ßg'^h'^ = {ab + cd){bc-Yaä){ca-^bd) 

^ {ca'\'bd)(ab-\'Cd) 

^ bc + ad 

2 {ab-{-cd){bc-{'ad) 



Ä2 



(6c -|- ad){ca -|- ßd) ^ 



) 



ab-\'cd 

SBenn bagegen ber ^Perimeter beS aSiered« ^^CD fid^ felbft 
fd&neibet, fo ift bie« aud^ bei ben SSiereden ABC^ D unb ABCDy^ ber 
gall. ®ie fleinfte ©eite j. 35. -45 wirb in feinem biefer aSierede von 
ber gegenüberliegenben ©eite innen gefd^nitten. ®ann l^at man aber 
nad^ bem ^ptolemäifd^en Sel^rfafe ca+Ä,/i = bd, u. f. xo,, inbem man 
bie diagonalen auf gleid&e Slrt mie oben burd^ fu 9v ^\ bejeid^net. 
3Kitl^in ergeben fid^ n)ieberum bie obigen gormein, nur mit bem 
Unterfd^iebe, bafe bie fleinfte ©eite (a) negatin ju nehmen ift. 3n 
ben abgeleiteten gormein für /i \ g^ \ h^ ^ ifi e« gleid&gültig, meldte 
t)on ben nier ©eiten negatio genommen mirb. 

♦) 93tal^magupta. ©. ®l^a§re§ ap. bist p. 485 b. ÜBetf. 3)ic btttte 
diagonale fommt bei @irarb vor. $gl. unten (30). 

9* 
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38. aSenn in einem beut Ätei« eingefc^cbcnen SSicted ABCD 

faie gegenüberltegenben ©eiten da, bc in E, f non ben ©«oben ge« 

fc^nitten roetben, bie butc^ C, D potaHcl mit bcn S)iagonaUn DB, AC 

gejogen |inb, To ift ba« Sieteä CDEF ät|nli<i& abcd unb entgegen^ 

gefegten Sinne«. WA §ilfe be« Sßieredf« .<iflF£, beffcn wfle Seite 

mit ber britten potoQel ip, tonn bo« Siered abcd lonfteuiett wetben, 

befien Seiten gegeben finb unb burcE» beffcn SÄpunfte ein ÄteiS gei^t.*) 

»croei». ©ieBintel 2CDE, IGDA, icba finb glci$, roeil D, 

E, A auf einet ©etoben, C, D, A, B auf einem Äreife liegen. S)ie 

©inlel 2Z>EC, 1ADB, 1ACB finb gleich, 

-^-'-— --„^ weil EC unb fiö parattel fmb, unb A, 

/ "\. \ B, D, c ouf einem Äreife liegen. S)o(iet 

/ ^.. N finb bie©rele(!e cde unb abc ä^nliii) 

[ ^^ ""** entgegengefe|tcn Sinne«. 3>a8fetl)e 

l IP^ etgiebt Rd^ auf gleiii&e SSeife für bie 

\e '"'SZ^^S—"^ S'mede cdf unb abd. ^ierou« er* 

^^-dl!^^^^^^^ ^ '^""* "">" '''^ S^nlic^felt bet ajietectc 

"^~ CDEF unb -15(7D (§. 12, 1). S)al&er 

finb bie entfpteii&enben Sßinfel CD^ef unb AB^Gd entgegengefe^t 

gleich, olfo btc ©treden ef unb AB potaflel unb »on eineilei 

SHi<i&tung. 

aiu« bet ä^nlii^Ieit bet giguren CDEF unb ABCD folgt, menn 
man bie Seiten AB, BC, CD, DA bet Meilie na* but^ a, b, e, d 
bejeic^net, 



S)emnod& I|ot ba« aSiered abfe bie Seiten 

AB = a, BF =M, b + -d, FE = -c, EA = d + -b 

rooDon bie untern ^i\6itn für baS fontawe Sßieted ABCD gelten, 
roö^tenb bie obecn '^ti^w ju nehmen finb, roenn bie Seiten BC 
unb ß^ btefe« Süeted« \\^ unrerlängert ft^netben. 3>e&t man noii^ 
unter ber SiorauSfe|ung *t < a bie ®etabe eq parallel mit fb, 
'- '■'' bog S)reted aEG bie Seiten 

AO = a — -e, GE = h + -d, EA ^ d+-b 



91acfi 2am4 examen des diff. mätbodea p. 16. Xiiefe 9Iufaa6e ift feit bem 
eä 16ten3af|t^unbertS oielfa* Be^atibelt rootben. Setflt. 6fiaäl«e aper^u 
, 496 b. Ubttf. Äunje $latiitn. 2te äufl. p. 239. ©nnttret tw^ ÄliiK 
etna in bet Ubetf. oon eimfonä aSeatbeituna ber ebenen Ottet beäSpoI' 
p. 427. 



§. 14. ^robuftc uttb Üuabrate oott ^tretfcn. 
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©ittb nun bic ©tteden a, &, c, d gegeben, fo laffen fi(j& im all^ 
gemeinen jwei SSterede abcd lonjiruieten, beten Seiten a, ä, c, d 
finb, unb vlvx weld&e je ein Ätei« befd^tieben raet^ 
ben fann, baoon ba« eine fonfat) ijl, wä^renb bet 
^Perimeter be« anbetn ftd^ felbfl fd^neibet ÜRan 
lonftruiete junäd^ft aus ben ©tredfen a, b, c, d, 
wovon c <, a, ein beliebige« SSieredf lmno, 
baju in petjpeftiüifd^er Sage ba« äl^nttd^e SSietedE 
LM^Ny^O^, worin LM^ = c, folglid^ 







N,0, = -c, 



O.L = -d 



a 



ift. S)ann lonfltuiete man, wenn e8 möglid^ ifi, bie 35reiedte AGB 
au« ben ©eiten 

mad^e AB = a in bet 9li(^tung -4ö, DoIIenbe bie ^ataDelogtamme 
EOBF, mad&e BC = b in bet Sftid^tung J5i^ unb AD = d in bet 
Slidötung ^^. Um jebe« bet gefunbenen SSietedfe ABCD läfet ftd^ ein 
Ätei« befd&teiben, unb in jebem ift CD = c 

Sejeid^net man nämlid^ ben SDutdöfd^nitt von BC unb DA butd& 
Hf fo l^at man eh : ef = AE: AG, FH:EF = BF: AG jut 
33eted^nung von eh unb fjbt, dh unb czr. ajlit Pfe bet obigen 
2Bette t)on Ci^, ..,--4(?, . . finbet man dH:CH = bf:AE = 
BH : ^^, unb DH: FH = AD: CF. SDie ©leid&ung dh.AH = 
BH.CH le^tt, bafe bet Ätei« abc butd^ D ge^t. SBeil enblid^ 

CD:EF =- DH:FH = AD: CF, fo ijl CD = c. 

39. S)ie gläd^e eine« bem Äteife eingefd&tiebenen SSietedt« fann 
auf ä^nlid^e 2ltt wie bie gläd^e eine« S)teiedE« 
(23) butd^ bie Selten au^gebtüdtt wetben. .Qk^t 
man CB^ unb CD^ notmal in ab unb ad, 
fo finb bie 35teledEe CBB^ unb cz>z>i ä^nlld^, 
menn A, b, C, d auf einem Ätelfe liegen, mit" 
l^ln bie SSälnlel 2ABC unb 2ADC gleld^ finb. 
ffiemnad^ l^at man 

BB^:ByC:CB = DD^:D^C:CD 

unb füt bie gläc^en 

2ABC = AB.B^C = AB.BC.^^ 




2DAC = DA.DyC = CD. DA. 



BC 
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3)abei ^aben bie gormeltt AB'^+bc^—Cä^ unb CD^+DA^—AC^ 
bie absoluten Söäerte (21) 

2AB.BB^ = 2AB.BC.^ 

2DA.DD^ = 2CZ).D^.^ 

BC/ 

3ft nun ba8 33iere(J ABCD fonfat), unb ^at feine gläd^e r 
Ouabtatetn^etten, fo finb bie ©reiedfe ABC unb i>^c; beten ©umnte 
V ip, t)on einerlei 3^i^^^r folglich 

16i?2 = 4{AB . BC+CD . DÄ)\^^ 

S)ie gotmeln ^5*-*+.. unb CD'^-}-,. finb oon entgegengefeltett 
Beid&en, weil bie SBinfel ABC unb CDA ju 180» fi^ etgdnjen (21), 
folglid^ 

(AB^+BC^—CD^—DA^y = 4(^5.50+ C/>.ö^)^ ^^2^ 

giun ift B^C^ + BB^^ = j5C2, alfo nad& ^titxä)mn bet©eitenbe^ 
SJietedf^ burd^ a, b, c, d 

16t; 2 = 4(a& + cd)2 — (a2+52_c2_rf2)2 
= 8a<^ce? + 2a262-f2a2c24-2a2ö[2_^262c2 +-262^2 ^-2c2d2 

Önbem man bie SDifferenj ber Buabrate jerlegt; finbet man 

16£>2 == (^^a + b + c + d){a — b + c+d)(a + b—c + d){a+b + c--d) 

©efet man no(§ a+b + c + d = 2«, fo etplt man*) 

i;2 = (5 — a){s — b){s — c){s — d) 

SBenn bagegen bet ^Perimeter be« SSieredfö 
ABCD fi(j& felbft fd&neibet fo finb bie 3)reiecie 
ABC unb Z)^a oon entgegengefefeten Seid^en 
(§. 9, 7), TOöi&tenb bie gormein ab'^ -h . . unb 
CZ)2 4. . ^ einerlei S^xä)tn l^aBen. Se^eiclinet 
man bie eJläd&e be« SSieredfä burd^ v^, fo §at 
man in biefem gaHe 

E ß2 

16i;i2 = i{AB,BC—CD.DA)K^~ 

DD 2 




•) »ifa^magupto, SnelliuS. SJfll. ©l^aäleS aperju bist. p. 480 b. ÜSetf. 
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folglid^ 

= — 8a6cd + 2^252 + 2a2c2 + 2a^d^ + 2b^c^+ 2b'^d'^ + 2c^d'^ 
= (^a + 6+c— d)(a— 6 + c— d)(a+ft — c— d[)(a+6 + c-f d) 

©efet man nod^ bie 3)iffetenj einer ©elte unb bet Summe bet übrigen 
Seiten j. SB. « + 6 + c — d = 2», , f erhält man 

S)ie gormein für bie gläd^en t? unb v^ ber aSierede, meldte bie 
Seiten a, b, c, d l^aben unb um meld&e ein ÄreiS fid^ befd^reiben 
lägt, finb bemnad^ eine auiS ber anbern ableitbar; au& ber einen ent^ 
fpringt bie anbere, menn eine Seite il^r ätid&en roed^felt. S)abei ift 
unmittelbar mal^rjunei^men, bafe*) 

t;2 — 1,^ 2 _= flJcd 

2Benn d t)erfd^n)inbet, fo ge^n v unb v^ in bie gormel für bie gläd^e 
beä a)reteclä über, beffen Seiten a, b, c finb (23). 

30. 3)ie Slabien ber Äreife, in roeld^e fid^ SSlerede bef^j^teiben 
laffen, beren Seiten 0, b, c, d finb, fönnen auf ä^nlii^e Slrt gefunben 
werben mie ber 9labiu^ bti Äreife^, in ben mit brei gegebenen Seiten 
ein 3)reie(I fid^ befd^reiben lägt (25). Sejeid^net man bie gefud^ten 
Slabien burd^ r ober r^, je nad^bem ba8 SBieredE nur fonlaoe SBinfel 
l)at ober ni^t, unb bel^ält man bie angenommenen Seaeid^nungen 

(27 ff.), fo ift 

4rr == At\ ABC + ir . DAC 

= abh + ^^Ä 

gflun ift ab + cd = fg, folglid^ 



r 



2 



^♦♦) 

{ab + cd) {bc 4- ad) {ca + bd) 



- (__a + 6+c + rf)(a — 6 + c + d)(a + 6 — c'-|~d)(a-f6 + c— d) 

gür ein Steredt ber jtoeiten Slrt l^at man 

4r^v^ = 4r^.ABC~4r^.DAC =^ abh^ — cdh^ 

abgefel)n 00m 3^i<ä^^^ ^P ab — cd = f^g^, folglid^ 

r — Mlh 
"^^ - 4v, 

2 {ab — cd){hc — ad){ca — bd) 



♦) «ergl. SRöbiu« in ©reUe 3. 3 p. 17. .^ ^ .. ^. 

**) (SJirarb 1626. aScrgl. 6^a8Ie8 aper^a bist. p. 492 b. Uöctf. UBcr btc 
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§♦ 15. Perimeter unb %l(xä)e ber Figuren**) 

1. aSenn jtüel ifopetitnettifd^e S)relecle (b. 1^. ooti flleid&em Uni'' 
fang) gleid^e Safen l^aben, fo l^at boj^ientge, in n)eld&em an ber ^aftö 
ber gröfete SBinlel liegt, bie fleinere gläd^e.**) 3ft ad + db = 
AC + Cß, unb DBA ber größte unter ben an ab Uegenben SBinfeln, 
fo ifi bie gläd&e abd< abc. 

^en)ei^. (S» fei ber äBinlel 

DBA > 05^ > BAC, fo ijl -ß^C 

>bad, fonp läge C im ©reied 
ABD, unb ^C+ CJ? tödre Heiner 
al« AD + DB (§. 3, 2) gegen bie 
aSoraugfefeung. SJal^er fd^neiben fid^ 
AD unb CB innen in E, fo ba^ 
EB < ^E (§. 3, 1). 3Had&t man 
£2?' = EB in ber Slid&tung ^^ unb 
EO = Ei> in ber Slid^tung ec, fo iji FG = z>5 (§. 5, l), folglid^ 

AF+FO+OE + EB = AP+I>^4-£D + FjE = AD + DB = 
.10+ Ca «Run ijl AC < .4F+ FC, folglid^ ^C+ C5 < .ä2^ + 
FC + CE+E^, böiger AF + FQ + GE + EB < AF + FC + 

CE+EB, FG + GE<FC+CE. QxtxauS folgt (§. 3, 2), bafe boä 
SBreied feg ein %t\i be« JDreiectö .lEC ift, folglid^ deb < .lEC, 

i45Z> < ABC. 

3. Unter ben ©reieden auf berfelben Safia l^at ba« gleid^:* 
fd^enlelige bei gleid^em ^Perimeter bie größte ??lä(^e, bei gleid&er glctd&e 
ben fleinften ^Perimeter. 




9iabien ber j^reife, in n^eld^e fid^ mit mel^r gegebenen Seiten ^ol^gone Befd^reiben 
laffen, unb über bie Släd^en fold^er ^ol^gone l^at 9Röbiu§ (a. a. D.) allgemeine 
Unterfud^ungen angeftettt. 

*) ^ie erften @ftt« ^^^ ifoperimetrifd^e Siguren, namentUd^ ber Saft oom 
Äreife unb ber entfpred^enbe von ber Äugel, werben ber ^ptl^agoreifc^en ©c^ulc 
Mtgefd^rieben. ^ie iuqe^'6xx%t @igenfd^aft ber ^alblugel n)irb von ^rc^imebeä 
Spn. et Cyl. II, 10) beroiefen. 3^wöbor (frül^er mitRcnobot üerroec^felt unb inä 
5te S^^- ^^^ ^^^' d^f^^t, n)al^r|d^einU(§ aber nad^ 9lr($imebe3 $u fe^en] l^otte bie 
©lementarfft^e über tfoperimetnfroe giguren in einer ©$rift oereint. SSon berfelBen 
l^at ^l^eon im Kommentar jum Sllmageft (ed. Halma p. 33) einen ^uSjug gemad^t, 
mit weld^em gJaopuä Collect. V üielfad^ 8wfatnmentrifft. 9iad^ biefen Duetten tft 
Renoborg ^bl^anblung beutfd^ n)iebergegeben n)orben t)on 91 o!! im Programm beg 
^iburger S^ceum 1860. ©ine neue ^egrünbung biefer Seigre unb beträd^tUd^e 
®m)eiterungen l^at S'^uiHer de relatione mutua capacitatis et terminorom 
figurarnm 1782 gegeben, ^m grünbKc^ften ift biefer QJegenftanb von Steiner 
1841 in 2 Slbl^anblungen (Brette 3. 24 p. 93 unb 189) beleud^tet worben. 

*♦) ?Jap|)uS V, 5 unb Steiner p. 96. 
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»ewei«. 3fi äd + db = ac+Cb, fo liegt D aufeet^alB 
be« SJteiedä ^OjB. 3ft AC=CB, folglid^ ber aßlnfel C5ii = bac, 
fo ift t)Ott ben SBinfelrt />J?^ unb J5iiz? einer tteinet, bet anbete 
größer al3 CBA, mithin (l) bie gläd^e .4J?d < .4^0. 

3ft bai5 gleid^fd&enfelige S)teie(f ^ßC bem SJteied ABD gleid^, 
unb boj^ gleid&fd^enfelige S)reie(I ^ßjs; mit -45Z) von gleid^em Um«* 
fang, fo iji BAD < ^5£;, folglid^ ABC< ABE, woran« man fd&Uefet, 
bafe ^5C einen fleinem 5ßerimeter l^at ate ^l^E ober i4i?D. 

• 

3. Unter ben ifoperimetrifd^en 3)reiedfen l^at ba2 gleiii&feitige 

bie größte gläd&e. Unter ben gleid^en SJreieden l&at ba« gleid^feitige 
ben fleinften 5Berimeter. 

SBewei«. 3ft ^bc gleid&feitig unb 
von glei($em Umfang mit ade, beffen 
größte Seite ad ip; mad^t man adf 
gleici&fd&enlelig unb von gleid^em Umfang 

mit ADE, fo ift AF + FD + DA = 
AC+ CB + BA, MF < ZAB, unb 

ber asinfel fba < afb. SSerlftngert 
man af um fo, fo baj3 fbg unb 
FBD gleid^en Umfang l^aben, fo ift ber 
aSinlel DBF > BFG, folgli(!^ bie gläc^e fbd < F^ö^ (l). 9flun ifi 

^JDE < adf (2), ^DF < ^J5G^, ABG < ^J5C (2); folgli(i^ 

ADE <i ABC, S)ie anbere Sel^auptung mirb mie in (2) bemiefen 
mit ©ilfe be« gleid^feitigen 3)reiedt«, meldte« mit bem gemeinen JDreied 
gleid^en Umfang l^at.*) 

4. Unter ben S)reie<fen, meld&e bie ©umme oon 2 Seiten glel(5 
l^aben, ifl badjenige ba& größte , in bem biefe Seiten einanber gleid^ 
pnb unb einen redeten SJBinfel einfd^liefeen. 

»emei«. ^^ab = bc, cba = 90^ 

AD + DE = AB + BC = AF+ FE, 
AF = FE, fo ijl ABC > APi; (§. 9, 2), 
AFE > ADE (2), folglich i4i?C> .IDE. 

Unter ben ifoperimetrifd^en SSieredEen 
l^at bemnad^ bcä Öuabrat bie größte ^läd^e. 
Unter ben gleid&en aSieredfen l&at ba« Clua^ /^ — ^. 
brat ben Ileinften Sßerimeter. ^ ^ 

Unter ben ifoperimetrifd^en Ärei«fe!toren l^at berjenige bie größte 





♦) 6t einer p. 99. 
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gläd^e, beffen löogen bem S)iameter gleid^ ift*) S)etttt ber ©eftor ifl 
l^alb fo 9rog oIiS baiS ted^tointelige S)reiecr, beffen ^atl^eten fo lattg 
finb atö ber Sogen unb ber J)iaTiieter (§. 10, 4). »ei gegebener 
Summe ber Äat^eten wirb bcrö »reiedt am größten, wtnn bie Äatl^eten 
einanber gleid^ n)erben. 

5. Unter ddtn ifopertmetrifd^en ^guren i^at ber firetö bie größte 
gläd^e. Unter allen gleidSien Figuren l^at ber Jtretö ben tleinften 
^Perimeter.**) 

SeweiÄ. giguren t)on gegebenem 5ßerimeter Wnnen nid&t beliebig 
groge %lää)t i^aben, meil jebe S)iagonale Heiner ift a\& ber l^albe $eri^ 
meter (§. 3, 2). S)ie größten unter biefen giguren Wnnen von innen 

betrad&tet nirgenb* lon^ey erfd^einen; fonft 
lönnte man bie gigwr oergröfeern, ol&ne ben 
Perimeter }u Dergrdgem, tnbem man }. 99. 
fiatt be« fonoefen Xeitö FGH be« ^erime^ 
jj9 terS ben gleid^en unb äl^nlid^en tonfaoen S^il 
y FJH fefete. ©inb ä unb b ^mUt, meld&e 
ben ^Perimeter einer größten gigur l&albieren, 
fo muß bie ®erabe ab bie gläd&e berfelben 
l^ialbieren; fonft lönnte man bie gigur vtx^ 
größern, ol&ne ben 5ßerimeter ju oergrößern, inbem man ben größern 
Seil bem anbern gleid^ unb ä^nlid^ mad^te. ©inb C, D, . . anbere 
5ßunfte U& ^Perimeter«, fo muffen bie aßinfel äcb, ädb, . . red&t fein; 
fonft fönnte man ol^ne atnberung beS ^PerimetenS bie gigur oergrößern, 
inbem man biefe SBinlel red^t mad^te (§. 9, 2). 2)ie ©d&eitel ber redeten 
aSinlel ACB, ÄDB, . . liegen auf bem Äreife, beffen ©egenpunfte A 
unb B finb (§. 4, 3). Sllfo fann eine gigur oon größter gläd^e bei 
gegebenem 5ßerimeter oon einem Äreife nid^t oerfd^ieben fein. 

Sft ber Ärei« K ber gigur l gleid^, unb L mit bem Äreife M 
von gleid^em Umfang, fo ift L<iM, folgli(^ K<.M, mitl^in K von 
Ileinerm Umfang ate m ober L. 

6. SEBenn ber ^Perimeter einer gigur au« einer unbegrenjten 
©eraben g unb einer millfürlid^en Sinie i beftcl^t, unb wenn entroeber 
bie Sänge oon i ober bie gläd^e ber gigur gegeben ift, fo ijl bie gläd^e 
am größten, ober bie Sänge oon i am fleinften, xotnn bie gigur ein 
ißalbirei« ift.***) 




*) ©teiner p. 114. 
*♦) ^appuS V, 2. ©teiner p. 105. 
♦♦*) ©teiner p. 109. S5gI.^ap|)U$ V, 17. 
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SBemetS. 3)et ^alMretö P unb bie anbete mit i^nt ju t)et^ 
gleid&enbe gigur Q, bei bet bte angeg^enen SJebingungen erfüllt 
finb, n)etben burci^ bie gleid^en unb a^nlid^en ^guren ergän^tr xotX^t 
mit il^nen jut ©etaben g jpmntetrifd^ liegen (§. 7, 4). 5Run ift bei 
gleid&tm ^^Setiweter 2P > 2ö, bei gleid&et glä(^ ber 5ßetinteter t)on 
2P Heinet ala bet pon 2Q (5), folglid^ u. f. ro. 

7. aSBenn bet ?ßetimetet einet gtgut au« einet ©ttede a unb 
einet n^iHIütlici^en Sinie i befleißt, unb toenn entwebet bie üiänge t)on i 
obet bie gläd^e bet e?tgut gegeben ift, fo ift bie gläd^e am gtöfeten, 
ober bet 5ßetimetet am tteinften, wenn bie gigut ein Äteiafegment ift. 

Sewei«. S)a8 t)on a unb z umfd^loffene Ätei^fegment P wetbe 
butd^ ba2 ÄteiÄfegment a« jum Äteife K etgänjt, unb eine anbete t)on 
a unb i umfd&loifene gigut butd^ Q bejei(]^net. 
3flun ift bei glei^em 5ßetimetet J? > Q + aor, 
bei gleid^et gläd&e bet 5ßetimetet non K fleinet 
al« bet t)on a + a« (5). 3)utd^ ©ubttaftion 
Don a« ftnbet man p < Q u. f. m.*) 

S)ut(ä^ aibbition uon Äteiäfegmenten et^ 
lennt man ebenfo, bafe untet allen giguten, beten 
5ßetimetet au« jwei ©tteden a, b, unb einet 
obet jmei millfütUd&en Sinien i, m beftel&t, ba« fitei«fegment bie 
gtö^te %l&^t obet ben Ileinften ^Petimetet l^at, je nad^bem bet 5ßeti^ 
metet obet bie gläd^e bet giguten gegeben ift. 

6benfo fc^liefet man, bafe untet ben au« gegebenen ©eiten gebil^ 
beten ^ßolpgonen biejenigen, meldte Äteifen eingefd^tieben ftnb, unb 
beten 5ßetimetet ftd^ felbft nid^t fd^neiben, gtöfete gläd^en umfpannen.**) 

8. Untet ben ^ßolpgonen oon betreiben ©eitenjal&l l&at ba« ge^ 
meine teguldte bei gleid^em 5ßetimetet bie gtöljte gläd^e, bei gleid^et 
gläd^e ben Ileinften ^JJetimetet.***) 

SBemei«. ©in ^ßolpgon fann in ein gtöfeeteÄ ^ol^gon oon bet" 
felben Seitenjal^l unb t)on bemfelben 5ßetimetet üetroanbelt metben, 
totnn jmei aufeinanbetfolgenbe Seiten ungleid^ ftnb (2). Sllfo mufe ba« 
gtöfete untet ben ifopetimettifd^en 5ßol9goneu oon gleid&et ©eitenjal^l 
gleid^feitig fein. S)a« gtöfete untet ben ^ßolpgonen, bie oon gegebenen 




*) ©tcittcr p. 110. 
**) äl^oula 1737 Comm. Petrop. 9 p. 188 unb ©ramer Mem. de Berlin 



1752 p. 283. Scral. bie ©inleitung ju S'fiuilier'g SGßer!. 
♦♦*) ^ap^uä V, 10. 
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Seiten umf(i^lof(ett toerben lönnen, ifi baSjenige, toelci^em ein 5tretS 
umgefci^tieben rottbtn laxin (7). 

S)ie anbete äSel^auptung n)irb wie oben (2) ben^iefen. 

9. S)ie ^&(i^en bet ifopetintettifd^en regulären ^ol^gone t)om 
2)teie(I an hü jum Arei£ bilben eine fieigenbe Sleil^e; bie Perimeter 
bet gleld^en regulären ^ol^gone t)om S)reie(I an bis }um ßreÜS bilben 
eine fattenbe 3lei^e.*) 

Seroei«. S)a« repläre »ed !ann al« irreguläre« (n+i)e(i 
betrad^tet n)erben, in n)eld^em ein SQSinlel 180^ beträgt. 5S>a» irregu« 
läre (n+i)e(I ifi Heiner al« ba« ifoperimetrifd^e reguläre (n+i)ed 
(8), u. f. U). 



*) $a|)|)uS V, 1. (Steinet p. 112. 2)er Se<jtete l^at ben einfadjen »etoeis 
gefunben. 
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[. 1. 2)urd^fci^nitt t)on ®bcnen unb ©eraben. 




1. 9Benn jtoei (Sbtntn einen $untt gemein l^aben, fo l^aben fie 
eine butd^ ben flenieinfd^aftlid^en ^JJunft gel^enbe (Setabe flentein.*) 

SBeroetiS. SDurdö ben gemeinfd^aftlid^en $unft A ber ©benen 
werben auf bet etften ®bene bie ©eraben BC, de gejogen, weld^e bie 
jweite ®bene fc^neiben, well fie bie burd^ A gelten* 
ben ©eraben ber jroeiten Sbene fd^neiben (5ßlan. 
§. l, 3). 3)urd^ bie ^ßunWe 5 unb E, roeld&e 
auf t)erfd6iebenen ©eiten ber jweiten ®bene liegen, 
ift eine (Serabe benimmt, roeld^e bie jweite 6bene 
in F fd^neibet SSBeil bie ©erabe BE mit ber 
erflen ebene jroei ^JJunfte gemein l^at, fo liegt fte 
auf ber erften ßbene (^lanim. §. l, 4). S)al^cr 
ift F ein gemeinfd^aftH(^er 5|Junft, unb bie ©erabe 
AF eine gemeinfd^aftlid^e ©erabe ber beiben @be^ 
nen, in ber fie pd^ fd^neiben. Slufeerl&alb ber ©eraben af fönnen 
bie beiben ebenen einen $unft nid^t gemein l^aben, ol^ne ganj ju^ 
fammenjufallen. 

2. eine ©erabe unb eine ebene l^aben einen 5ßunft gemein, in 
bem fie im allgemeinen fid^ fd^neiben, SÖäenn bie ©erabe mit einer 
©eraben ber ebene parallel iji, fo ift fie mit ber ebene parallel, b. ^. 
fie fd^neibet fie nid&t unb l^at mit il^r einen un«* 
enblid^ fernen 5ßunft gemein, ll^re aiid^tung ijl in 
ber ebene entl&alten. 

aSemei«. S)urd^ bie ©erabe ab unb einen 
beliebigen $un?t c ber ebene ijt eine ebene be^ 
ftimmt (5ßlanim. 1, 4), meldte bie gegebene ebene 
in ber ©eraben CD fd^neibet (i). S)ie ©eraben 
ab unb CD ber ebene abc l^aben im allgemeinen einen ^ßunft ge* 
mein, in bem fie fid^ fd^neiben, in bem alfo aud^ bie gegebene ebene 




*) Eucl. XI, 3 u. 31. geben nur an, baj bie Sinie, roeld^e awci Ebenen ^tmzin 
^aben^ gerabe ift. 
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Don bet ©etaben ab gefd^nitten rottb. Slujser biefem ^unlt fann bie 
©erabe mit ber (Sbene einen anbem ^nntt nid&t gemein l^aben, ol^ne 
ganj mit i^r jufammenjufaHen. 

SBenn bie ©erabe ab itgenb eine ©etabe CD bet ebene, bie 
jugleid^ ber ebene ABC angeprt nid^t fd^neibet ober mit i^r paraKel 
ift, fo fann fie mit ber ebene einen enblid^ fernen 5ßunft nid^t ge*^ 
mein l^aben, meil AB mit CD feinen enblid^ fernen $untt gemein 
l^at, unb bie ebene ABC mit ber gegebenen &)tnt feinen ^ßunft neben 
CD gemein l^at 5)er gemeinfd^aftlid^e unenblid^ ferne 5Punft von ab 
unb CD (il^re Slid^tung, 5pianim. §. 2) ijl bo« gemeinfd^aftlid^e ber 
©eraben unb ber ebene. 

3. SBenn von ben brei ©eraben a, h, c je jmei auf einer ebene 
liegen, fo l^aben fie einen (enblid^ ober unenblid^ fernen) 5ßunft ge^ 
mein, ben gemeinfd^aftUd^en Sßunft ber brei ebenen, unb bilben einen 
Süfd^el oon ©eraben (5ßlanim. §. 14, 8). S)enn ein gemeinf<i^aft<^ 
lid^er 5ßunft von a unb h liegt fowol^l auf ber ebene ac, al8 aud^ auf 
ber ebene hc, folglid^ auf ber ©eraben c, meldte biefe ebenen gemein 
l^aben. Unb wenn jmei unter ben brei ©eraben fic^ nid^t fd^neiben, 
fo fönnen fie aud^ nid^t oon ber britten ©eraben gefd^nitten werben. 

'S&tnn bie ©eraben ab unb cd parallel finb unb bie ^Untn 
ABE unb CDE in ber ©eraben ef fid^ fd^neiben, 
fo ifi EF mit AB unb CD parattel, jebe ©erabe EG 
beg SBinfel« fea fd^neibet ab. S)enn bie ®>tnt 
GEC fd^neibet bie ebene dca in einer ©eraben ch 
be« aOBinfelä DCA, oon meld^er AB gefd&nitten mirb 
(5ßlanim. §. 2, 6). 2llfo mirb AB aud& oon EG ge^ 
fd^nitten. 

SBenn t)on ben ©eraben . cd, ef jebe mit ber ©eraben ab par-' 
aBel ift, fo fmb aud& CD unb ef parattel*) ©efefet, bie ebenen ABC 
unb CEF fd^nitten fid^ in ber ©eraben CD*, fo m&re CD' mit ab 
parattel, mithin CD nid^t mit AB parallel gegen bie aSoraugfe|ung. 

4. SBenn jwei ebenen a, ß mit einer ©eraben c parallel finb, 
fo ift bie ©erabe «ft meldte fie gemein l^aben, mit ber ©eraben c par== 
alleL $Rad& ber SSorauÄfelung giebt e« auf ber ebene a eine ©erabe « 
unb auf ber ebene ß eine ©erabe h, bie beibe mit c parallel finb (2). 
SJal^er finb bie ©eraben a unb h parallel (3), unb t)on ben brei 




*) Eucl. XI, 9 \^ai ben Seweiä mit ^ilfc einer normalen ©Bene öcfül^rt. 
So(t)ai unb Sobatfd^crog!^ l^aben ßejeigt, ba^ biefer <Sa^ unabpngig ift t)on 
ber Summe ber SBinfel eineS öerablimgen 2)reiefe. 
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©eraben a, b, aß liegen je jiüei auf einer @bene, folglid^ ijl aß mit 
a, b unb c parallel. 

9iad^ bem Sljioni über bie parallelen ©eraben, raelc^e^ ber Qt^ 
meinen ©eometrte ju ©runbe liegt (Panim. §. 2, 7), f einliefet man: 
SBenn t)on jwei ©benen «, /? jebe mit jwei nid^t parallelen ©eraben 
Cf d parallel ift (wenn fie äwei t)erj'd^iebene Sftid&tungen gemein l^aben), 
fo finb fie parallel, b. l^i. fie fd^neiben fid^ nid^t, fie Ijaben eine nn^ 
enblid^ ferne ©erabe gemein unb einerlei ©tellung.*) Ratten bie 
©benen eine enblid^ ferne ©erabe gemein, fo müfete biejelbe forool^l 
mit c al5 aud^ mit d parallel fein. 3llfo toären c unb d parallel, 
gegen bie SSorauSfelung. 

3tt bet gettteittett ©eottiettte it)trb bie Sittie bei: uttenblid^ fentctt ^uttlte eitter 
©bette alä eitte ©etabe oorgeftellt, ttjeit tttit il^r jebe (SJcrabe berfelbett ©bette ttur 
eittett (uitetiblid^ fertten) $utttt getiteiti l^at; uttb bie giäc^e ber uttettblid^ fertten 
SJuttfte beä SRauttteS alö eitte ©bette, toeil tnit il^r jebe ©bette ttitr eitte (uttettbUd^ 
fettte) ©etabe gettieitt l^at. 3Bie ooti betn utiettblid^ ferttett $uttft eitter ©erabett 
ttid^t bie ©ittferttuttg, vooffi aber bie Siid^tuttg, itt ber er liegt, M attgeben lä^t, 
fo fatttt Dott ber uttettblid^ fertten ©eraben einer ©bene ntd^t bie ätid^tung, fonbern 
nur bie ©teffung, in ber fie fid^ befinbet, angegeben toerben. ^araEele ^htmn 
Ijaben einerlei (Stellung, gleici^n)ie parallele ©erabe einerlei SRid^tung l^aben; bie 
unenblid^ ferne ©bene beS SlaumcS i^at unbeftimntte Stellung. 

Unter ber SJorauSfe^ung, ba^ eine ©erabe atoei getrennte unenblid^ ferne fünfte 
l^at, liegt bie gemeinfd^aftlid^e ©erabe ber ©benen, bie einen unenblid^ fernen $unlt 
ber ©eraben c unb einen unenblid^ fernen $un!t ber ©eraben d gemein l^aben, in 
enblid^er ^erne unb ift einerfeitg tnit c, anbrerfeitd mit d iparallel. 

5. asSenn jwei Ebenen «, ß parallel finb unb mit einer britten 
Ebene y je einen ^unft gemein Ijaben, fo werben fie oon il^r in par^ 
allelen ©eraben gefd^nitten. 'S)tnxi bie S)urd^fd^nitte (1) «y unb ßy 
liegen auf ber ^tnt y unb Ijaben einen enblid^ fernen 5ßunft ebenfo 
wenig gemein, al^ bie Ebenen «, ß- 

aOBenn jwei Ebenen «, ß parallel finb, unb eine berfelben uon 
einer ©eraben c ober oon einer Ebene y gefd^nitten wirb, fo wirb aud^ 
bie anbere t)on ber ©eraben ober t)on ber Ebene gefd^nitten. SBirb 
ß t)on ber ©eraben c gefd^nitten, unb ift D ein 5ßun!t t)on «, ber 
nii^t juglei($ auf c liegt, fo werben « unb ß t)on ber Ebene De In 
parallelen ©eraben gefd&nitten. 35ie ©erabe c, weld&e eine berfelben, 
bie auf ß liegenbe fd&neibet, fd^neibet audfe bie anbere auf « Uegenbe, 
mithin bie Ebene « (Panim. §. 2, 7). SBenn ß t)on ber Ebene y ge^ 
fd&nitten wirb, unb c eine ©erabe t)on y ift, weld^e bie Ebene ß f^nei^ 
bet, fo wirb « oon c, alfo aud& t)on y gefd^nitten. 

♦) Eucl. XI, 15. ®ie unenblid^ ferne ©erabe einer ©bene ift t)on 2)e§argue§ 
mit bem Süfd[iel t)on (^Umn (f. ^lanim. §. 14, 8) angegeben unb neuerlid^ nebft 
ber unenblid^ fernen ©bene beg SlaumeS oon ^oncelet (propr. proj. 107. 580) 
eingeführt roorben. ^en Sluöbrudf „(Stellung einer ©bene" t)erbanft man (Staubt 
©eom. b. Sage 40. 

»alj^er II. 6. 9(ttf(. 10 
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äSettn bie @benen a, ß pataUel ftnb, unb eine betreiben mit einet 
©eraben c ober mit einer 66ene y parallel ijl, fo ifl an^ bie anbete 
mit ber @eraben ober mit ber @bene paraDel. äßirb a von c nid^t 
gefd^nitten, fo mirb ß t)on c nid^t gefd^nitten, u. f. m. 

äBenn 3 @erabe a, h, c einen $unlt gemein l^oben unb mit einet 
ebene ö parallel finb, fo liegen pe auf einer ebene, bie mit bet ge*- 
gebenen (Sbtnt paraQel ift. S)enn bie @bene ber @eraben a, h ifl mit 
s parallel (4). aSürbe bie ebene ah t)on ber ©eraben c gefd^nitten, 
fo n)ärbe aud^ 8 von c gefd^nitten, gegen bie SSorau^Sfe^ung. 

3toei ©erabe a, i werben oon brei parallelen 
ebenen y, 5, c ober oon brei ©eraben c, d, e, 
bie mit einer &>tM parallel finb, natt) bemfelben 
aSerl^ältni« gefd^nitten, bie eine in C, D, E, bie 
anbere in C\ D\ E', fo bafe (Eucl. XI, 16. 17) 
CD : DE : CE = C'jy : D'E' : CE" 

Sielet man nämlid^ bie ©erabe CE, meldte Don 
d in D" gefd^nitten wirb, fo fmb cc* unb DD", 
D"D* unb EE' parattel. $ierau8 ergiebt fid^ bie 
Sel^auptung nad^ $lanim. §. 8, 2. 

6. S)rei ebenen a, ß, y ^aben einen $unlt gemein, in bem bie 
©eraben, n)eld^e fie paarn)eife gemein l^aben, fid^ fd^neiben. 'X>tnn bie 
©erabe, meld&e jmei ber ebenen gemein l^aben, l^at mit ber britten 
ebene einen 5ßunft gemein, ber ben brei ebenen angel^ftrt 

2Benn bie brei ebenen mit einer ©eraben parallel ftnb (einen un* 
enblid^ fernen $unlt, eine Slid^tung gemein l^aben), fo finb bie ®e^ 
raben, weld^e fte paarweife gemein l^aben, parallel (4). 

SBenn oon ben brei ebenen jmei parallel pnb, fo ifl oon ben 
parallelen ©eraben, bie fie paarmeife gemein l^aben, eine unenblid^ 
fem (4 unb 5). 

^tnn bie brei ebenen jmei fünfte gemein l^aben, fo l^aben fie 
eine ©erabe gemein, in ber fie fid^ fd&neiben, unb bilben einen Sßf d&el 
oon ebenen ($lanim. §. 14, 8). S)iefe ©erabe ift unenblid& fem, mentt 
bie brei (Sbtntn parallel ftnb. 

7. 3^^i ©erabe a, b, meiere nid^t auf einer ebene liegen, l^ben 
feinen 5ßunlt gemein; aud^ ü^re unenblid^ femen 5ßunfte ftnb oer-* 
fd^ieben. S)urd& {eben beliebigen 5ßunft c be« Slaume« gel^t eine ebene, 
bie mit ben beiben ©eraben parattel ifi. aRan finbet biefelbe, inbem 
man burd^ ben gJunft c bie ©eraben jiel^t, meldte einjeln mit a unb 
mit h parallel ftnb. 
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S)ttt(i^ ieben ^uttft C bti SlanineÄ gel^t aud^ eine ©etabe, tt)el(|e 
mit lebet von, belben ©etabett «, h einen 5|5unlt ßemein l^at. S)enn 
bie ebenen Ca unb Cb f(|neiben fid^ in einet Oetaben CD (i), bie 
fowol^l mit a als aud^ mit h auf einet (Sbene liegt, folglid^ enthebet 
beibe jugleic]^ fi^neibet, obet eine fd^neibet unb mit bet anbetn pataHel 
ift. 3ft unenblid^ fetn, fo l^aben bie ®6enen Ca unb C6 bepimmte 
Stellungen; i^te gemelnfd^aftUd^e ©etabe ijt bie ©etabe t)on beftimmtet 
gtid^tung, weld^e mit a unb b je einen $unft gemein l^at. 

5ffienn fowol^l « als b mit ben ©etaben fc unb / je einen 5pun!t 
gemein l^aben, fo f önnen h unb / nid^t auf einet ßbene liegen ; f onft 
müßten a unb i auf betfelben @bene liegen.*) 

8. ©tei ©etabe a, b, c, von benen je jwei nid^t auf einet Ebene 
liegen, f önnen mit unenblid^ fielen ©etaben k, i, m, . . je einen $unlt 
gemein l^aben; benn butd^ jeben 5PunIt von a gel^t eine ©etabe, bie 
mit ttf b^ c \t einen 5ßunft gemein l^at (7). 3e jmei untet ben ©e^ 
taben i, i, m, .. liegen nid^t auf einet Ebene; je btei untet benfelben 
©etaben ^aben abet nii^t nut mit a, b, c, fonbetn nod& mit unenblid& 
vkl anbetn ©etaben je einen 5ßunlt gemein. Seibe ©etien t)on ©e^ 
taben a, b, c, . . unb k, i, m, . . liegen auf einet butd^ itgenb btei 
©etabe bet einen obet bet anbetn ©etie bejiimmten getablinigen 
gläd^e**), bie ben $Ramen getablinige« iß^petboloib (^ppetbo^ 

lifl^eg, ä une nappe) etl^alten l^^t. 

Sffienn eine ©etabe bet ©etie a, b, c, . . unenblid^ fetn ift, fo 
l^aben bie ©etaben k, i, m, . . mit einet Ebene ri, auf meldtet bie un^ 
enblid^ fetfne ©etabe liegt, je einen unenblid^ fetnen 5punft gemein unb 
finb mit il^^ pataHel. auf jebet Ebene, bie mit i? patattel ifl, liegt 
eine ©etabe bet ©etie K hm,., alfo aud^ auf bet unenblid^ fetnen 
^Um, mitl^in ift eine ©etabe bet ©etie fc, i, m, .. unenblid^ fetn, 
folglid^ pnb aud^ bie ©etaben bet ©etie 
a, ft, c, . . mit einet Ebene ^ patallel. 35ie 
gläd&e, auf bet beibe ©etien ©mt ©etaben 
liegen, l&ei^t ein getablinigeiS (^^petbo*» 
lif^e«) 5ßataboloib; pe ip butd^ btei ©e^ 
tabe benimmt, t)on benen je jroei nid^t auf 
einet Ebene liegen, unb bie mit einet Ebene 
potattel finb. Slm einfad^ften ifl biefelbe 
gläd^e butd& ein unebene« (gauche) SBietedE 




^^ ^crgl. <Steincr ereile S. 2 j). 268. 



♦*j 3)ci; aieweiS Wefet ©igenfdjap Uxu^ auf metrifd^cn »ejieJ^ungen. S^etgl. 
unten Xrigon. §. 1, 16. 
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PQRS bejümmt; jebe (Sbtnt, bte mit PQ unb RS parattel ifc fd&neibet 
QR unb SP in ^Punlten, but(6 welii&e eine ©etabe bet Serie PQ, RS, . . 
fielet; jebe ebene, bie mit QR unb SP :pataBel ift, j<i^neibet PQ unb 
ÄiSf in ^ßunften, burd^ roeld&e eine ®erabe ber ©etie QR, SP, . . gel^t 

9. 3in bet neuem ©comettie l^at man mel^r unb mel^t bie ©ä^e, 
weld&c bie gcgenfeitige Sage ber f^iguren unb i^rer Elemente betreffen, 
üon ben @ä|en unterfd^ieben, roeld^e bie ©röfee berfelben unb quan^ 
titatiöe S3ejie]^ungen von SHaumgröfeen in S3etrad^t nel^mcn. S)ie ©ä|e 
ber erften Art l^anbelnt)on grapl&ifd^en (beffriptioen) Sigenfd^aften, 
bie ©afee ber anbern 2lrt von metrifd^en Sftelationen ber räumlid^en 
Dbjefte. 2Wan fann beSl^alb bie gefamte ©eometrie aud& in jroei 
©cbiete trennen, in eine ©eometrie ber Sage (situs, Situation), unb 
eine ©eometrie be« SDiafeeg.*) 

©d^on bie erjten grapl^ifd^en ©ä^e, roeld^e bie Sage t)on 5punften, 
©eraben, (Sbtwn betreffen, laffen eine gewiffe paarmeife Sufammen*' 
geprigfeit (Qualität, Jleciprocität, Polarität) erlennen, t)on ber 5trt, 
ba^ au2 einem ©a^e ber il^m jugcorbnete (reciprofe, polare) ©a| 
entftel&t, wenn 5punfte unb ©benen mit einanber certaufd^t merben.**) 
3flämlid&: 

3)urd& 2 ©erabe a, b, bie auf einer ©bene liegen, ift ein $unlt 
ab beftimmt. 33urd(i 2 ©erabe «, b, bie einen 5punft gemein l^aben, 
ift eine ®bene ab beftimmt (^pianim. §. 1 unb 2). 

S>urd^ 2 fünfte A, b i^ eine ©erabe ab bejiimmt. a)urd^ 2 
©benen «, ß iji eine ©erabe aß beftimmt. 

S)urdö 2 Sllid^tungen ifl eine ©teUung, burd^ 2 ©teHungen eine 
Slii^tung beftimmt (4). 

3)urd^ eine ©erabe a unb einen 5Punft ß, ber nid&t auf bet 



*) aSergt. SciBnis Srief an ^u^gcnS 1679 ©ept. 8, mehrere SlB^anblungcn 
t)on @uler, ^anbetmonbe u. 91. (9teu$ Repert. Gomm. p. 33). ^ie %u^ 
brütfe „grapl^ifdj unb mctrifA" finb von ?ßoncelet propr. proj. 5 ff . entg^en^ 
gefegt roorben. SJergl. (Sl^aSlcS Aper9u bist. p. 207 b. ftberj. ©arnot'S 660- 
m^trie de position l^anbelt nur von mettifd^en Stelationen. ^ie @ntmi(felung ber 
grapl^ifd^en @igenfd^aften beS Slaumed o^ne ^enu^ung ntettifdier fUtlaäontn, toeld^e 
Sie tfiguren alg trandportaBel oorau§fe|en, l^ot Staubt d^eom. ber £age 1847 
unternommen. 

**) ^a3 @efe^ ber Qualität ift perft in metrifd^er SBejiel^ung bei bem fpbäri« 
fd^en 25reted unb feinem $olarbretc(! (§. 4) von SSieta, Sanäberg, ©nelliuS 
mal^rgenommen n)orben. ^ergl. (^l^aSieg Ap. bist. p. 52 b. tl5etf. unb ^(ttge( 
matl^. Sß. 4 p. 850. ^aSfelBe n)urbe umfaffeno in gtap^ifd^er ^esiebung bei planen 
unb räumliraen ^iö«*^^ ^* ii« Slnfang beS lOten Qa^rj^unbertS erxannt. Sßefent* 
lid^ war babei bte ©infül^rung ber Benennungen „$ol etner ©eraben" burdj @ers 
öoi§ 1811, „polare eineä «ßunfteS" unb „3)uaatät" burd^ Oergonne 1813, „9fleci= 
procitöf' bur(^ ^qnge, ^oncelet unb ^lüdEer. SBergl. (Sf^a^U^ Ap. bist, 
p. 398 unb 405 b. äberf. ^ie obigen ^ualiftetungen finben fid^ M ©ergonne 
(Ann. 16 p. 209) unb (Staubt @eom. b. Sage 66. 
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®etaben ließt, Ifl eine ©bette aß befHnttnt. 2)uriä^ eine ©etabe a 
ttttb eine 6bene ß, weld^e bie ®etabe nid&t entplt ifl ein ^un!t aß 
beflimmt (2). 

S)utc^ 3 5punlte A, b, C, bie ni$t auf einer ©etaben ließen, ift 
eine Ebene ABC beftimntt. S)tttd^ 3 Ebenen «, /?, y, bie nid&t eine 
©etabe enthalten, ift ein 5punft ctßy beftimmt (6). 

Sei biefen @Ä|en ifi eS gleid^gilltig , ob bie 5ßunfte, ©etaben, 
Ebenen in enblid^et obet unenbli<]&et getne liegen. 




§. 2. 2Bitt!eI unb Slbftänbe von ©benen unb 

©eraben. 

1. ^tnn eine ©etabe ju pei fid^ f(i&neibenben ©etaben einet 
Ebene notmal ift, fo ift fie eine 5Rotmale bet Ebene, b. l^. ju jebet 
©etaben bet Ebene notmal.*) 2Benn bie 
SBJittfel NAB, NAC xt^t finb, unb bie ©e- 
tabe AD auf bet Ebene ABC liegt, fo ift au(§ 
bet SBinlel nad teij&t unb an eine 3flot^ 
male bet Ebene ABC 

Sewei«. SKan jiei^t auf bet Ebene ABC 
butd^ je einen beliebigen ^JJunft bet ©d^enfel 
AB unb AC be« SBinfetö, in roeld&em ad 
liegt, bie ©etabe BC, toeld^e AD in D fd^neibet 3luf bet bie ©e^ 
taben AB, AC notmal fd^neibenben ©etaben teilt man entgegen* 
gefeit gleid^e ©tteden ah, AN unb AO, SDann finb (^lanim. §. 5) 
bie ©teiede NAB unb gab gleid^ unb ä^nlid^, b. ^. NB = OB; 
bie ©teiedEe NAC unb OAC gleid^ unb ä^nll^ b. f). NC = OC; 
bie ©teiecfe nbc unb OBC gleid^ unb ä^nlid^, b. ^, SB. NBC = OBC; 
bie S)teie(Ie NBD unb OBD gleich unb ä^nU4 b. ^ A^/? = 0J9; 
bie SJteiede NAD unb 0^z> gleid^ unb ä^nlid^, b. i m.NAD = DAG. 
^mna^ ift bet SEßinfel nad ted^t. 

Slnmetlung. SOSenn bie Ebenen ß, y ju einet ©etaben a not*» 
mal ftel^n, fo fönnen fie ftd^ nid^t fd^neiben. Eucl. XI, 14. ^^nn eine 
beliebige Ebene d, roeld^e bie ©etabe a entplt, fd^neibet bie Ebenen ß, y 
in ©etaben, bie ju bet ©etaben a notmal finb unb fid^ nid^t fd^neiben. 



*) Eucl. XI, 4. 2)er ©uclibfd^c 33en)ciä ift toeitlöufiger alä bet l^icr gegebene, 
ber in einer «bl^anWwng t)on ©reUe (Brette 3. 45 p. 35) üorlommt. ©in anberer 
S3ett)eiä ift oon Segenbre (geom. V, 4) auf ©ä^e gegrünbet wotben, bie biefem 
(Gebiete t)on SBetrad^tungen fem ftel^n. 
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3. äBenn brei ®etabe ab, ac, ad eine ^Jetobe iiiv^ in bem^ 
felbeti^ßunft nottnal fd^nelbeti, fo Wtutn fie auf einer ebene. Eucl.xi,5. 
ßäfle AD nid&t auf BAC, fo fd^nitten fid^ bie ebenen nad unb BAC 
in ber ®etaben ae, unb bec SBinlel nae wate ted&t (l), folglid^ 
NAD nid^t ted^t, gegen bie 93otauSfeftung. 

äBenn ein redetet äBinlel um einen feinet @d^en!el aU %%t um* 
gebrei^t witb, fo befd^teibt bet anbete @d^en{el eine ebene. 

3. 3wei 3flotmalen einet ebene liegen auf einet ebene unb fd^nei^ 
ben fid^ nid^t. Eucl. XI, 6. giel^t man auf bet ebene, beten 9lot^ 

malen ab unb CD finb, bie ©etabe ecf notmal ju 
bet ®etaben AC, unb mad^t man EC = cf, fo ifi 

ECA^FCA b.i EA = FA, folglid^ BAE^BAF 

b. f). EB = FB, folglid^ ECB ^ FCB b. 1^. bet 
SBinfel bce ted^t. 3ugleid& jtnb bie »infel dce, 
ACE ted^t; alfo liegen CB, CD, CA auf einet ebene 
(2), TOö^enb bie aaSinlel dca unb CAB ted&t jtnb. 
3SBenn CD notmal ju bet ebene ACE, unb bie ®etabe AB auf 
bet ebene DCA notmal ju bet ©etaben CA gejogen mitb, fo ift ab 
eine Slotmale bet ebene ACE. Eucl. XI, 8. @efe|t, AR toate bie 
5Rotmale bet ebene ACE, fo läge AB* auf bet ebene DCA, unb bie 
ebene ^^^ wate notmal ju bet ©etaben CA; alfo läge bie ©etabe 
AB nid^t auf bet ebene DCA, gegen bie SSotauiJfe|ung. 

änmetlung. Um bie 5Rotmale bet ebene « 
butd& einen gegebenen 5ßunft b ju aiel^n, l&at matt 
3 ted^te 8Bin!el ju lonfttuieten. Siegt B auf «, unb 
c Jonfttuiett matt bie ted^ten Sffiinlel cbd auf «, 
CSE aufeet €t, DBF auf bet ebene dbe, fo ifi 
5i^ biegefud&te Slotmale, ^tnn BF liegt auf bet 
ebene dbe, bie ju bet ©etaben BC bet ebene « 
notmal pel^t (l). 

Siegt B au^et a, unb Jonfltuiett man bie 
ted^ten SBäinfel BCD, beffen*@d&enfel CD auf « liegt, dce auf a, 
unb J5FC auf bec, fo ifi bf bie gefud&te Slotmale. Äonfltuiert 
man auf bet (Sbtw B€Ehta ted&ten aOäinJel GCE, fo ift CG eine 
Slotmale bet ebene «, folglid^ aud^ BF. 

4. SBenn eine ebene ß eine Slotmale einet anbetn ebene « 
entl&ält, fo liegt jebe Slotmale bet ebene ß, bie mit bet (Sbm^ « einen 
5ßunlt gemein l^at, auf bet (Sbmt «, unb bie ebenen i^ei^en notmal 
JU einanbet geftettt Eucl. XI, 18. 3ft ^ ein gemelnfd^aftlid&et $unlt 
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bet belben Ebenen, DG bie auf ß lieflettbe 3lor^ 
male t)Ott «, i>E eine 9lotmale t)Ott /?, fo Iji ber 
SBlttlel EJDC red&t, mltl&ltt />£ eine ®erabe ber 
ebene « (2). 3fl F ein beliebiger ^Punlt t)on «, 
Fö eine SRormale t)on ß, fo liegt Fö mit de 
auf einer ®bene (3), b. 1^. iPö liegt auf «. 

SBenn jwei ebenen normal ju einer britten ^tnt ftel^n, fo Ifl 
bie ©erabe, weld^e fie gemein l&aben, ju ber britten &tm normal, 
»ergl. §. i, 4. 

5, Swel ebenen, bie fid^ in einer ©eraben fd^nelben, teilen bcn 
9laum in 4 Staume, n)eld^e ^lad^enn)inlel (angle diedre, coin bei 
Segenbre Geom. v, 17) genannt werben. S)ie SIeile ber ebenen, 
welche einen gläd^enrolnlel elnfd^llefeen, i^elfeen feine Seiten ober 
gläd&en (f%, face); bie ©erabe, In ber bie ©elten iufammentreffen, 
i^elgt bie ^ante beiS f^läd^enwlnfetö (ni^Qi, latus, cote, beffer acies 
bei euler, arete bei Segenbre). 2)er glä^enit)lnlel,^ejfen Äante 
AB, beffen ©elten ABC unb abd finb, wirb burd^ CABD ux^tu 
beutig begeld^net, xovxa ber ©Inn ber ©rel^ung fejlgefefet Ijl, bur(§ 
welii&e ber glä($enu)lnfel befd^rleben werben fott, b. l^. vs^^nn bejilmmt 
ip, ob einem oon A nad^ b aufwärtö gerateten SBetrad&ter bie t)on 
C nad^ D gel^enbe Bewegung llnKum ober red&töum gel^enb erfd&elnt 
aSergl. ^pianlm. §. l, 5. _ _ 

I. ©leld^e gläd^enmlnfel GABD unb GEFH finb fongruent. 
Äonjirulert man bie SBlnlel gab = gef unb dab = hef, unb 
Dereinigt man ben SBlnlel gab mit 
bem gleld^en SBlnlel OEF, fo fällt bie 
ebene dab mit ber ebene hef ju^ 
fammen, fonft mären bie belben %W 
d^enmlntel ungleld^. S>al^er fäUt aud^ 
ber ©d&enfel ad mit bem ©d^enlel 
EH jufammen; unb bie SBlnfel GAD 
unb GEH flnb elnanber gleld^. Äon*» 
ftrulert man auf bem erften gläd&en=* 
mlntel bie SQBlnfel G'A*b = gab unb d*A'b = dab, fo Ift aud& 

G'A*D = GEH, folglldö C*A'D' = CAD. 

II. ein gläd^enwlnfel l^at mit einer ebene, meldte feine Äante 
fd&nelbet, einen SBlnfel gemein, unb wirb oon parallelen ebenen In 
gleld^en SBlnfeln gefd^nltten (l). SBenn bie ©d^entel eine» SBinfel« 
mit ben ©d^enfeln eine« anbern SBlntelä ber 9lel^e nad^ parattel unb 
oon einerlei Slld^tung finb, fo flnb bie Sffilnfcl gleld^. Unter bem 
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SBinlel von jwei ©etaben, bie nitbt auf etnct ©bette liegen, 
toirb eitt SBitttel t)erftatibett, beffett @(§eti!el mit bett beibett ©erobett 
ber Sieil^e tta^ parallel uttb t)ott eittetlel SRid^tuitg fitib. 

in. Utttet eitteiti Sftortnalfd^ttitt eitte^ gläd^etttDittlefe t)etfiel^t 
tnati bett aOBtttJel, itt toeld^etti ber gläd^entDittlel von eittet ©bette ge** 
fd&ttittett tt)itb, bie ju bet Äattte, alfo anä) ju bett ©eiteti be^ gläd^en* 
toittfetö (4) ttottttal jlel^t. Sitte 5ftottnaUd^tiitte eittej^ gläd^etttüittfel^ 
fittb eittatiber gleid^, gleid^e glä(ä^etttDittfel l^abett gleid&e 5RotttiaUd^ttitte. 
Uttigefel^rt fd&lie^t tttatt, bajs Jtoei gläd^etttüittfel gleid^ fittb, toetttt fie 
gleidde 9lorttialf<3^ttitte l^abett. Eucl. XI def. 6. 

gläd^etttt)ittlel l^eifeeti fpi|, ted&t, ftutnpf, fuppletnetttät, !ottiple^ 
ttietttär, Slebetttoittfel; ©d^eitetoittlel, tuetttt tl^teti 3flortnaljcöttittett biefe 
Settettttuttgett jufottitttett. SEBetttt bie ©eitett be^ glöd^etttoittletö tior* 
tttal JU einanbet ftel^tt (4), fo ift ber gläd^etttoittfel red^t. 

IV. S)ie tjott eitter 9lorttiale eitter ©bette tnit eitter SRottitale 
eitter attbertt ©bette gebilbetett Sffiittfel lötttten ebettfatt^ jurSeftittiitiuttg 
ber von bett beiben ©bettett gebilbetett glad^etttüitifel gebraud^t tüerbett. 
SBettti CAD eitt 5Korttialf(5ttitt be« glä(ä^eittt)itt!eU CABD ijl uttb bie 
redeten 3Bitt!el JAC, KAD auf ber ©bette CAD liegett, fo fittb AJ, 
AK gflorttialett ber ©betten cab, dab {\), unb bie SBinfel CAD, 
JAK einanber gleid^. 

6. SBenn burd^ gegebene ^Punfte beS SRaunie« A, b, c, , . nad^ 
einem gegebenen ®efe| Sinien von beftimmter 2lrt gejogen toerben, 
meld&e eine gegebene gläd^e in ben ^fünften A^, b^, c^, , . fd^neiben, 
fo l^eifeen bie gläd^enpunfte ^,, b^, C^, . . ^ßrojeftionen (projectio = 
©nttoerfung, ©nttourf) ber Sftaumpunfte A, b, c, . . auf bie gegebene 
gläc^e. S)ie gegebene gläd^e ^ei&t bie 5ßroieItion«fläd^e («ilbfläd^e), 
bie burd^ bie Sftaumpunfte gezogenen Sinien j^eifeenbie^ßrojicierenben 
(projetantes) ber ^Ißunlte. S)ie gigur, beren 5ßunfte bie ^projeftionen ber 
fünfte einer gigur finb, l^ei^t bie 5ßroie!tion ber gegebenen gigur.*) 

Sn ben einfad^ften ^^ätten nimmt man jur ?ßroieftion8fläd^e eine 
(BUm, iu ^projicierenben ©erabe, meldte jur ^ßrojeftionäebene normal 



*) 25ic ?ptoie!tiottCtt finb Don ben gticd^ifd^en 2lftronomcn {^xppaxd^ud, 
?ptolctnaeuS u. %.) jur SlbbUbung bet fd^einbaren ^immclähigcl gebrandet toor- 
bctt. Älügel mat§. SB. IV p. 492. gm 16ten 3al^t|uttbcrt würbe bie aus bcm 
2lltertum belannte $erfpeftioe toeiter enttoidelt, ju ber am 6nbe be§ 18ten Qal&rl^utts 
bertS bie von 3Äonge auägebilbete beffriptioe Geometrie (^rojeftionSlel^re) l^injus 
fam. Sn geometrifc^en Unterfud&ungen f)at perft 2)eäargucSum 1640 bie^O:' 
jeftionen gebraud^t; bie äöid^ttgfeit biefer Slnwenbung ift burd^ SWongeS ©d^ule, 
befonberg aber burd^ ^onceTet'g Slrbeiten (propr. proj.) in l^etteö Sic^t gefegt 
worben. 
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[ittb. ®te fo etl^attetten ^ptoiefttotten l&elfeen Slotmalptoieftionen 
(ottl^ogonale, ortl^ograp^lfd^e, ^Ptojeftionett fiä^led^t^in). S)ie ©erabett, 
weld^e bie spunlte einet ©etabett ptojicietett, Hegen auf einet ebene, 
n)el(|e bie ©etabe ptojiciett unb notmal jut ^tojeltion^ebene fielet (4). 
S)ie ®etabe, in bet bie ^tojeJtion^ebene von bet Ebene gef($nitten 
wirb; vDÜä^t eine gegebene ©etabe ptojiciett, entplt bie ^ßtojeltionen 
aUet 5ßunfte bet gegebenen ©etaben unb ift bie ^tojeftion bet ge** 
gebenen ©etaben. SRut in beut galle, bafe bie gegebene ©etabe notmal 
jttt ^ßtojeltion^ebene ift, ift bie ^tojeftion bet ©etaben ein 5J5unIt. 

S)ie SRotwqlptoieftiotten x>on pei fid^ fd^netbenben ©etaben finb 
jwei ©etabe, bie fid^ fd^neiben obet juf ammenf aUen ; bie Siotmalpto^ 
jeftionen von jwei fid& nid^t fd^neibenben ©etaben einet (Sbtnt finb jmei 
©etabe, bie fid^ nid^t fd&neiben obet jufammenfatten. 5Die 3lotmalpto^ 
jeftion eine« teilten aOäinfeia ifi nut bann ein teiltet SBinlel, wenn ein 
©d^enfel notmal ift ju bet Ebene, weld^e ben anbetn ©d^enf el ptojiciett. 

Untet ben Slbbilbungen eine« täumlidjen Dbjelte« finb von befon** 
betet Slnwenbung feine J^otijontale unb cettifale ^ßtojeftion (©tunbtife, 
aiufti^) ; bei jenet finb bie ^ßtojicietenben oettif al unb bie ^tojeftion«^ 
tUnt ^otiäotttal, bei biefet finb bie ^ßtojicietenben löotijontal unb not^ 
mal jut t)ettifalen ^ßtojeftion^ebene. S)ie Silbet, mil6)t in bet ©teteo»* 
mettie jut Untetftä|ung bet SSotftellung bet täumlid^en Dbjef te gejeid&net 
metben, finb ^ßtojeltionen biefet Dbjefte butd^ ^tojicietenbe, bie aud^ 
ju einet anbetn (Sbtnt al« bet ^ßtojeftiongebene notmal fein fönnen. 

7. Untet ben Slbjiänben eine« gegebenen fünfte« b von ben 
5ßun!ten einet ebene « ift bet Slbftanb be« ^fünfte« von feinet 3lot^ 
malptojeftion auf bie ebene (6) am Heinften, unb 
giebt ben Slbftanb be« fünfte« von bet ebene an. 
S)ie 5ßunfte bet ebene, meldte von einem au^et bet 
ebene gegebenen ^unft gleiche 3lbftänbe l^aben, liegen 
auf einem Äteife, beffen ©enttum bie SRotmalpto*' 
jeftion be« 5ßunfte« auf bie ebene ift. j, 

SJemei«. SEBenn aufeet bet ebene « bet 5Punft 
B liegt, wenn C bie Sflotmalptojeftion von b auf «, 
unb D ein beliebiget 5ßuntt bet (ibtnt « ift, fo ift bet Slöinfel bcd 
ted^t (1), folglid^ CB < DB. SBenn E ein anbetet $unft t)on « unb 
DB =. EB ift, fo finb bie S)teiedfe BCD unb bce gleid^ unb ä^n^ 
lid&, mithin DC = EC. 

8. Untet bem Slbftanb einet ©etaben tjon einet ®Unt, bie mit 
i^t pataßel ift, Detftel^t man ben Slbfianb eine« beliebigen 5ßunfte« bet 
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®etaben t)on bet @bene, toeil aQe $unfte bet ®etaben t)on bet (Sbtnt 
gleid^e älbflänbe traben. Unter bem SIbflanb pataDeler Sbenen oetflel^t 
tnan ben älbflanb eineiS beliebigen $untte£ bet einen ßbene von bet 
anbetn (Sbtnt\ n^eil aUe ^ntte ber einen @bene wn btt anbem 
@bene gleid&e Slbjlänbe l^aben. 

Sewei«. SBenn ä unb b ^unttt bet ®etaben, c unb D l^te 

9flotttialptoieItionen auf bie 6bene finb, fo ftnb 

bie ^toitcietenben ^äCunb BD paxaM (3). I^^tnet 

ift bte ®etabe ab mit il&tet Sflotmalptojeftion CD 

pataHel, weil bie ®etabe mit bet ^tojeftionÄebene 

pataHel ifi. Sttfo ifl bog SSietedt ACDB ein 5ßat^ 

attelogtamm, CA = DB. 

SEBenn A unb b 5ßun!te bet einen (Sbtm, c unb D i^te 9lotmöl^ 

ptojeftionen auf bie anbete ebene, unb bie beiben ®benen pataHel 

finb, jo finbet man butd^ biefelben SBettad&tungen CA = DB, 

Sroei parallele ^Untn teilen ben 9taum in 3 Stäume, von benen 
bet mittlete eine ©d^id^t (couche) l^ieifet. S)ie ®tö6e einet ©d^id^t 
wirb nad& bem Slbflanb ber parallelen &>tntn beurteilt ©ine ©d^id^t 
fann al^ ein gläd&enminfel mit einer unenblid^ fernen Äante be^ 
trad^tet werben (§. l, 4). 

9. Unter bem Slbjianb von jmei ®eraben, bie nid^t auf einer 
ßbene liegen, t)erfle]^t man ben Slbfianb ber parattelen 6benen, auf 
benen bie ©eraben liegen, ober ben Slbjianb ber einen ©eraben von 
ber ebene, bie mit betreiben parallel ift unb bie anbere ©erabe ent^ 
pit, ober ben Slbftanb ber 5ßunfte, in weld&en bie beiben ®eraben 
von einer beftimmten ®eraben normal gefd^nitten werben.*) 

SGBenn bie ©eraben a unb b nid&t auf einer ebene liegen, unb 
man jiel&t burd^ einen ^nlt von a bie ©erabe c parattel mit *, 
burd^ einen 5punft t>on h bie ©erabe d parattel mit a, fo ifl bie ebene 

ac nidjt nur mit ber ©eraben b, fonbern 
aud^ mit ber ebene w parattel (§. l). 

ein beliebiger 5punft e ber ©eraben h 
werbe burd^ bie ©erabe ef normal pro^ 
iiciert auf bie ebene ac; burd& f werbe 
bie ©erabe gejogen, bie mit h parattel ift 
unb a in ö fd^neibet; burd^ O werbe bie 
« ©erabe gejogen, bie mit ef parattel ifl 
unb h \n H fd&neibet. S)ie ©erabe OH 




*) Scgenbte Gdom. note 6. 
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tft glel(ä&toie £F eine SRotmale bet ©bette ae (3), folglid^ audö eine 
äilomtale ber mit ac pataQelen @bene £cf, alfo fd^neibet fte bie ©e^ 
taben a unb b notmal unb ift bet S)utd^fd^nitt bet @benen, meldte 
bie (Sktoben a unb b enti^alten unb ju ben pataMen Ebenen ac unb 
&<; notmal ftel^n (4). 

SHe $unlte O unb ^ bet @etaben a unb 6 l^aben oon elnanbet 
einen tleinetn älbftanb, aU itgenb meldte anbete fünfte J unb K 
betfelben Oetaben. 3iel^t man kl patattel mit Gff, fo ift bet SBinfel 

KLJ ted&t, JK > LJS^, Z^iT = Qlf, alfo ./Ä^ > GH. 

10. @ine @etabe, bie eine @bene nidgt notmal fd^neibet, bilbet 
mit ben ®etaben bet 6bene oetfd&iebene SBinlel, mit i§tet SRotmal* 
ptojeltion auf bie 6bene ben Reinßen fpi|en unb ben gtöfeten jhimpfen 
SBintcl. S)e«l^alb oetfie^t man untet bem SBinlel, ben eine ©etabe 
mit einet ebene bilbet, ben SBinlel, meld^ fie mit i^tet 3lotmal* 
ptojeltion auf bie (Sbtnt bilbet*) 

©8 fei C bie Sflotmalptojeftion be« 5ßunlte« A, bc bie SRotmal^ 
ptojeltion bet ®etaben ba auf bie gegebene ebene, bet SBinfel ABC 
fpi^, unb BD eine ©ttedte bet ebene, bie man 
bet ©ttede BC gleid^ mad&t. SBäl&tenb ntm bet ^ 
SBinlel GBD non bi« 180« mäd^ft, fo n)äd&jl in 
bem »teiedt cbd bie Seite cd pon bi« ^bc 
(5ßlanim. §. 5, 5). S)abei wäd^ft in bem ted^t" ~V 

minleligen S)teiedt acd bie §9potenufe ad t)on ^ 

AC \>\& }ut ißppotenttfe eine« ted^tminleliflen äV-^v^ 
3>teiedti5, beffen Äatl^eten 2BC unb CA pnb. _3^^ 
alfo möd^jl aud& in bem a)teiedt abd bet SaSinfel 

ABD t)on ABC m 180® — ^BC. 

aasenn bet SBinW cbd = 90« i|i, fo ift BD eine SRotmale bet 
ebene abc, weil bie ebenen abc unb dbc notmal ju einanbet 
Mn, folfllid^ ABD = 90^ SBenn bieSBinlel Cbd unb CBE tnU 
gegengefelt gleid^ finb, fo finb bie SBinlel abd unb abe gleid&. 

S)et t)on bet ©etaben ab mit bet ebene bcd gebilbete fpi|e 
SBinlel ijl ba« Äomplement be« SBinfcl« NBA, ben bie SRotmale bn 
bet ebene mit bet ©etaben ba bilbet. liefet lefetete SBinfel l&eifet 
in bet Dptif bet 3ncibenjtt)inlel be« ©ttal^l« ab in 83ejug auf 
bie ebene bcd. 

SBäl^tenb bet SBinlel cbd oon bi« 90 <> unb bann oon 90 « 
bi« 180 mäd^ii, fo fättt bet glöd^enwinlel ABDC oon W bi« ABC 



♦) Eucl. XI def. 5 unb Optica 37 ff. ¥ai>t>uö VI, 44. ^^ 
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ttttb iietflt bann wieber bt5 auf 90«. Sielet man CF notmal ju BD, 
fo tft BD eine 3flormale bet @6ene afc, mltl^in afc ein 3lormal^ 
fd^nitt be« gläd^enn)in!el« iißi>a SBenn nun bet SBinlel CBD oon 

^ btö 90» mäd&p, fo roäd&ft in bem ted&twinfe-^ 
Ugen S)teietf Cß/'' bie Äat^ete CF oon 
bt^ CB unb e« fällt In bem ted&tointellgen 
©reted ACF bet SBlnfel ^FC t)on 90« 6t8 
ilßC. SBei weitetet 3unal^me beS SBinJel« 
r CBD t)on 90« bl8 180« fättt ble «atmete 
GF t)on CB m 0, unb bet SBinfel afc 
^ ^^ TOäd^ft t)on ^50 bü5 90«. • 

§♦ 3. Äegcl, 6t)littbcr unb Äugel. 

1. eine getablinige gläd&e (^lanlm. §. 1, 4), beten ©etabe 
fämtlid^ einen ^punft gemein l^aben, l^eifet ein Äegel (xeSvo?, conus), 
bie auf il^m liegenben ©etaben l^eifeen feine Äanten (oetgl. §. 5, 1), 
bet gemeinfd^aftlid&e $unft fein ©enttum (©pifee). S)et Dottftänbige 
Äegel witb butd^ fein ©enttum in 2 gelbet, Äegel unb ©egenlegel, 
geteilt. SEBenn bie ©etaben einet getablinigen glä(i^e fämtlid^ patallel 
finb, fo l^eijst bie getablinige gläd^e ein ß^linbet (KwAtv^^o?). S)et 
e^linbet lann afe ein tegel bettad^tet wetben, beffen ©enttum un^ 
enbltd^ fetn ift. S)ie ^Um lann atö ein Äegel wie aud& atö ein 
6t)ltnbet bettad^tet roetben. 

aSenn eine beliebige Sinie mit einet ©etaben ftatt t)etbunben ift 
unb um bie unbemeglid^e ©etabe al« älje umgebtel^t mitb, fo Ift il&te 

33a^n eine 3lotation3fläd&e (surface de rotation, revolution). 3u 

ben aiotatton^fläd&en gel^ött bet SftotationÄlegel*), entfianben butd^ 
Slotation eineS fpifeen SBinlel« um einen feinet ©d^enfel; bie ebene, 
entfianben butd^ Sftotation* eine« ted^ten SBinfelS um einen feinet 
©d()enlel (§.2,2); bet Sftotation^c^linbet, entfianben butd^ SRo^ 
tation eine« ©tteifen« um einen feinet ©d&enlel; bie Äugel, ent«* 
ftanben butd^ Sftotation eine« ^albfteife« mn ben i^n begtenjenben 
S)iametet (oetgl. unten 4). - 

3)ie ebenen, weld&e bie Slpe einet 3lotation«ft&d^e notmal fd&neiben, 
fd&neiben bie 3lotation«fläd&e in Steifen, beten ©entten auf bet Stje 
liegen (§. 2, 2), unb weld^e 5ßatallelfteife ^eifeen. S)ie ebenen, 

*) Eucl. XI def. Uff. 'man untcrf(§tcb fpiferoinMige, red^twinlcUgc, ftumpf* 
roinJeligc Äcgcl nad^ bcr ®röf;e bcä SBinlelg, bcffcn §älfte burd& Flotation ben 
Äcgcl Bcf einreibt. 3u ben 3iotation§fläci^en gel^ören bie t)on Streif tmcbeö unter* 
fugten Äonoibe unb ©pproibc. X\z allgemeinere ^uffaffung be$ 5legc(g finbet 
fic^ bei SCpoIlontuä Cfonica I def. 1. 
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weld^e bte äje bet SftotationÄfläd^e entl^alten, fd&tteiben bie Slotation«*» 
flä<i&e in tongnicnten Sinien, ^toeld^e nad^ geogtopl^ifd^eTn ©ebraud^ 
aJlcribtane bcr %lää)t l^eijsen/ 

2. eine iSbtnt] bie burd^ ba3 ßenttum eine« Äegel« ge^t, ent^ 
l&ält entweber jn)ei Äanten beSfelben, ober eine Stantt, ober feine. 3n 
beni erften gaUe fd^neibet fie ben Äegel beiberfeit« t)om ©entrum, ber 
fiegelfd^nitt ift ein SBinfel unb fein ©d^eitelioinfel; in bem jweiten 
gaUe berührt fie ben Äegel entlang einer Äante, ber Äegelfd^nitt ift 
eine ©erabe; in beut brüten gaKe fd^neibet fie alle Äanten be« Äegel« 
int ßentrunt, ber Äegelfd&nitt ift ein 5ßunft. 

Sffienn bie Ebene ba« ©etttrum o be« Äegel« unb eine a;angente 
AC einer auf bem Äegel liegenben Äuroe ab enthält, fo tritt ber jioeite 
gatt ein, bie Ebene OAC berührt ben Äegel läng« 
ber Äante OA unb l^at mit il^m außer ber Äante 
Oä in unmittelbarer $Rä]^e feinen $unft gemein. 
S)enn eine Ebene, meldte bie Äante OA unb einen 
neben OA liegenben 5Punft D be« Äegel« entliält, 
l^at mit bem Äegel bie RanU OD unb mit ber 
Äurt)e AB ben 5ßunft E gefttein, in roeld^em bie 
Äuroe oon ber Äante OD gefd^nitten wirb. S)ie 
ebene OAD entplt alfoeine ©el^ne ae ber Äuroe 
AB unb nid^t bie 2:an9ente AC berfelben. 

SBenn ber Äegel unb bie il^n berü^renbe Ebene OAC t>on einer 
ebene in berÄurt)e af unb ber ©eraben AO gefd^nitten werben, fo 
ifl AG bie Slangente t)on af in bem gemeinfd^aftlid^en 5ßunft A, weil 
fie mit bem Äegel, alfo aud^ mit ber Äuroe feinen ^unft neben A ge^ 
mein l^at. Umgetel^rt fd^ließt man: bie ©eraben, weld^e bie eine Äante 
f d^neibenben Äegelfuroen in biefen ^ßunften berühren, liegen auf einer 
3;angentenebene be« Äegel«, bie mit bemfelben jene Äante gemein ^at 

3. eine Ebene, meldte ba« Zentrum be« Äegel« nid^t entl^&lt, 
ift entmebet mit 2 Äanten be«felben parallel, ober fte ift mit einer 
Äante b. l^. mit einer biefe Äante entl^altenben a;angentenebene be« 
Äegel« paraBel, ober fie ijl mit feiner Äante be« Äegel« parallel.*) 




*) Seral. ?ponccUt propr. proj. 4 unb Steinet f^ft. (gntn). 36. a)ie ©d^nitte 
ber Derfd^ieoenen Stotationdf egel Sur$ eine ^u einer ^nte normale ®5ene finb juerft 
Don HRenädJmuä (^latontfdje ©d^ure 370 v. ßl^r.) unterfd[|ieben unb burd^ tut- 
fpred^enbe®(eid^ungenbefUmmtn)i)rben. 9ietmer hi8t.dupl.cubip.58. ^ieSd^riften 
Don Striftäug unb ©uclibeg üBer bie ^egelfd^nitte ftnb nidbt mel^r uorl^anben. 
^rd^imebeg l^at biefe ^un)en aU ©d^nitte eineä iebendtotationdregelS er!annt(Con. 
et Sph. 8 ff .), ^p ( ( n i u g Iftat fie a(ä ©d^nitte eined ieben Tegels, auf bem ein llreiS 
liegt, nad^gewiefen unb mit ben nodj l^cute gebröud^li^en 5Zamen perfel^n (Conica I). 
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3n bent etflen ^aOe werben 2 Spanten bei fiegeis nid^t gej^nitteitr 
bie äbttgen toetben teils auf bem ei^^en, teils auf bem anbem ßegel^ 
felbe gefdgnitt.en; ber ffegelfd^nitt befielt aus sioei ttad^ stoei 9ti$^ 
tungett in« Unenblid^e jtd^ erfhredenben ijten urth l^eifet ]^9perbolif<% 

(vTttgßoX'q, exoessus). 

3n bem jroeiten gaffe werben außer einer äffe Tanten gefd^nittenr 
ber ftegelfd^nitt bleibt nad^ einer Sftid^tung offen unb l&eifet parabo^ 

lifd^ {naQaßüXri, aeqnalitas). 

3fn bem britten S^ffe werben äffe Äanten gefd^nitten, ber ÄegeU 
f(%nitt iji gefd&loffen unb l^eißt elliptifd^ (?u«t/;t(r, defectus). 

ainmerlung. S)ie ^lanfd^nitte eine« ®9linber«, auf bem ein 
ÄreiS liegt, flnb im affgemeinen effiptifiJ^. 3n bem befonbern gaffe, 
baß bie fd^neibenbe @bene mit ben Tanten beS SplinberS paraffel x% 
wirb ber S^linberfd^nitt ein Streifen, beffen ©d^enlel getrennt, real 
ober nid^t tonjiruierbar (imaginär), ober vereint fxnb. 

4. S)ie $un{te beS 9laumeS, weld^e von einem gegebenen $unft 
gleid^e Slbflanbe l^aben, liegen auf einer gefd^loffenen glfid&e, weld^e 
Augel {cipcciQa, globns) genannt wirb. S)er gegebene ^untt l^eißt 
baS Zentrum, bie @tredEe pifd^en bem Zentrum unb einem beliebigen 
$un{t ber ^gel l^eigt ein SlabiuS ber ^gel. @ine ©erabe, bie burd^ 
baS Zentrum gel^t, fd^neibet bie ^gel in ^mei ^nlten, weld^e @e^ 
genpunfte (antipodes) l^eifeen unb einen S)iameter begrenjen. @ine 
burd^ baS Zentrum gel^enbe ^mt fd^neibet bie Shtgel in einem llreiS, 
beffen @ientrum unb 9tabiuS von bem Zentrum unb 9labiuS ber Jtugel 
ntd^t t)erfd&ieben finb, unb ber ein ^auptlreiS (größter ÄreiS, SRor^» 
mallreiS) genannt wirb, ©in §aupt!reiS teilt bie Äugel in jwei f on- 
gruente Steile, weld&e §albfugeln (§emifpl&ären) l^eifeen.*) 

5. äBenn ber SIbfianb einer @bene t)om Zentrum ber Augel 
Heiner ifi als ein SHabiuS, fo wirb bie ^ugel von ber (Sbene in einem 
^etS gefd^nitten, beffen Sentrum bie Slormolproieltion beS Zentrum 
ber ^gel auf bie @bene ifi. Sie älabien ber ftugel, weld^e nod^ 
fünften biefeS Reifes gef^n, liegen auf einem SlotationSfegel; il^e 
$RormalproieItionen auf bie &btnt finb Slabien beS ÄreifeS. 

^Sknn ber älbfianb ber @bene t)om Zentrum ber ftugel bem 
9labiuS gleid^ ifl, fo wirb bie Augel üon ber (Sbtm beräl^rt, b. 1^. bie 
^lormalprojeftion beS Sentrum auf bie (Sbtnt liegt auf ber Augel, 



*) 3)te «uährüdPe „§a«ptfrei8, ©egeit^unfte" ftnb twm Stein er (©rette 3. 2 
p. 45) eingefül^rt toorben. 
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unb Me ©etoben, weld&e tn biefent ^ßuttlt bie liinbtttiä^gel&ettbett 
^auptfveife fteröl&ten, liegen auf bet ®bene. a){e Äugel toitb von 
il&Ten 3*abien ttormal flefd&tiittett. 

asäenn ber abPanb bet ebene t)om ßentrum bet Äugel gtöfeet 
Ifl al« ein atabiitö, fo iji bie ebene r>on ber Äugel anagefd&loffen.*) 

SeroeiÄ. 3fl B ba« Senttum ber Äugel, C beffen 5Rormalpro* 
jeftion auf bie Ebene «, Z) ein beliebiger 5ßunft biefer ®bene, fo ift 
BD > BC. 2öenn nun ßC Meiner ijl al« ein 3labiu8, fo ijl C von 
ber Äugel eingefd&loffen, unb bie ebene l^at mit ber Äugel einen Srei« 
gemein (§. 2, 7). Wtnn BC bem Sftabiu« gleid^ ift, fo liegt C auf 
ber Äuflel unb Jie ©erabe cd berül&rt ben auf ber ebene bcd 
liegenben ©auptfrei« ber Äugel. SQSenn BC größer iji atö ein 3labiu«, 
fo finb atte ^unlte ber ebene von ber Äugel au«gefd^loffen. 

änmerlung. SBier beliebige 5punlte ber Äugel liegen im attge^ 
meinen ni(]&t auf einer (Sbtnt, bie Äugel iji eine Irumme glfi(ä&e 
(Panim. §. l, 4). S)ie burc^ 3 fünfte ber Äugel beftimmte ®btw 
f^neibet bie Äugel in einem Ärei«, beffen Zentrum bie 5Rormalpro^ 
ieftiott be« Sentrum ber Äugel auf bie ebene ift ein t)ierter 5ßunft 
ber Äugel liegt nur bann auf berfelben &)tnt, rotnn er auf bem er^ 
mahnten Ärei« liegt. 

6. S)ie ©eraben, weli^e einen 5ßunft ä gentein l^aben unb eine 
gegebene Äugel {B) beräl&ren, liegen auf einem SRotationSfegel, beffen 
Slje ben gemeinfd^aftlid&en ^unft unb baa ©entrum ber Äugel entl^lt 
S)ie »eru^rungSpunlte C, C*, . . liegen auf einem Ärei«, beffen Sen«^ 
trum auf ber Slje liegt unb beffen ^Hm normal jur Slje ftel^t**) 
"X^tnn bie S)reiede ABC, abc\ . . ftnb red&troinlelig unb fongruent 
u. f. m. 

^Sknn ber 5ßunft A von ber Ä'ugel {b) eingef(|loffen ijl, fo ift 
ber Ärei«, beffen ©entrum mit A juf ammenf ällt , ber Ileinjie unter 
allen Äreifen ber Äugel, beren ebenen ben 5ßunft A enthalten (^pianim. 
§. 6, 11). 

"^txin man ben 9labiu8 ber Äugel burd^ r bejeid^net fo l^at man 
für jebe ben 5ßunft A entl^altenbe Oerabe, meld^ bie Äugel in p unb 
Pj fd^neibet, nad& Panim. §. 14, 3 



AP.AP^ = AB^ — 
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5J)iefe8 für ben gegebenen 5Punft unb bie Äugel unoeränberlid^e ^robuft 



♦» 



*) X^eoboftud Sphaerica I. 
) ®ucHbcg Opt. 23. 
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l&eißt bie ?Potenj be« ^untUi in ©ejug auf bie Äugel; fein 
SQSett ift boiS JQuabtat einer t>on A an bie j^ugel reid^enben 2:angente, 
ober 5Rutt, ober iaS negatioe Duabrat ber l^alben (Heinfien) Seltne, 
beten SÄitte A tft, je naij^bew ber 5ßunlt A von ber Äugel (5) au«^ 
gefd^loffen ift ober auf il^r liegt, ober von iS)x eingefd^lojfen ip. 

7. S^^i Äugeln (A) unb (j5) l^aben einen SreüS gemein, beffen 
Zentrum auf ber ©eraben AB liegt unb beffen Ebene normal ju 
berfelben ©eraben fielet, wie man ani ber Setrad^tung il&rer auf einer 
6bene liegenben §auptfreife erfennt (5ßlanim. §. 3, 3). S)er oon ben 
Äugeln in einem gemeinfd^aftlid^en 5punlt gebilbete ^läd^enminfel wirb 
bnxä) ben SBinfel angegeben, ben bie nad^ bem •gemeinfd&aftlid^en 
^unf t gel^enben Sftabien bilben (§. 2, 5. SlnmO ; alf o fd&neiben pd^ bie 
Äugeln läng§ be^ gemeinfd^aftlid^en Äreife^ unter benfelben SOBinfeln. 

®er gemeinf(^aftltd^e Ärei<5 ber Äugeln ift nur bann real, wenn 
bie SÄabien unb ber Slbftanb ber Zentren ©eiten eine« 3)reiedE8 ftnb. 
®r fällt mit feinem ©entrum jufammen, fo bag bie Äugeln fid& be** 
rüliren, wenn ber Slbftanb ber Zentren ber Summe ober ber S)iffereng 
ber atabien gleid^fommt ©r mirb imaginär, fo bafe eine Äiugel bie 
anbere ganj ein*' ober auSf daließt, wenn ber Slbftanb ber ©entren 
f leiner ift al& bie ®ifferenj ober größer aU bie ©umme ber Sftabien. 

Sn iebem gaUe ift bie ©bene be« gemeinfd^aftlid&en Äreife« real 
unb vermöge ber @igenf($aft fonfiruierbar, bafe jeber ^unft ber ®bene 
in Sejug auf bie beiben Äugeln gleid^e 5ßotenjen beR^t (5ßlanim. 
§. 14, 6 ff.). S)ie oon ben Äugeln au^gefd^loffenen ?Punf te biefer 6bene 
finb ©entren oon beflimmten Drtl^ogonaifugeln ber Äugeln (A) 
unb (B), b. J), von Äugeln, meldte bie Äugeln (^4) unb (B) red^tminfetig 
läng« je eine« Äreife« fd^neiben. 

8. S)rel Äugeln {A\ (B), (C) l^aben im allgemeinen jmei 5punfte 
F unb Q gemein, meiere fgmmetrifd^ jur ©bene ber Sentren ABC 
liegen, f o baß bie ©tredte PQ oon ber ©bene abc normal l^albiert wirb. 
S)enn bie SreiedEe pqa, fqb, pqc finb gleid^fd^enJelig unb bie 
aRitte i^rer gemeinfd^aftlid^en »afi« liegt auf ber (BUne ABC (§. 2, 2). 

5Die gemeinfd^aftlid^en ^Punfte P unb Q fönnen in il&rer äßitte 
jufammenfaUen, ober imaginär werben. Qn jebem galle ift bie ®e^ 
rabe, auf ber bie gemeinfd^aftlid&en fünfte getrennt ober oereint liegen 
ober bie SRealität oerloren l&aben, real unb burd^ bie ©igenfd^aft be^ 
ftimmt, baß jeber $unlt ber ©eraben in Sejug auf bie 3 Äugeln 
gleid&e 5potenjen befifet. ^tnn fie liegt auf ben ©benen, beren 5ßunfte 
in Sejug auf jebe« 5ßaar ber Äugeln gleid^e 5ßotenjen l^aben. 

3u 4 Äugeln (^), (b), (C), (D) giebt e« im allgemeinen einen 
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$unft, bet in Sejug auf biefelben gleid^e ?ßotensen l&at S^enn bie 
©etabe, beten ^Punfte in SBejug auf bie Äugeln (ä), {B), (C) gleid&e 
^otenjen l&aben, l^at mit ber ebene, beten 5ßunlte in ©ejug auf bie 
Äugeln (ä) unb (D) gleid&e 5(Jotenjen l^aben, einen 5ßunlt gemein. 

aßenn ingbefonbete 3 Äugeln von fold^et Otöfee unb Sage finb, 
bafe i^te auf einet (Sbtnt liegenben ^auptfteife einen Sßfd^el ($lanini. 
§. 14, 8) bilben, fo Bilben bie Äugeln einen Süfd^el, b. §. t& giebt 
eine ©bene, beten 5punfte in SJejug auf bie Äugeln gleid&e 5ßotenjen 
befi|en. Sluf biefet ^tnt liegt bet teale obet imaginäte Ätei«, 
weld^en bie Äugeln be« SSilfd^el« gemein l^aben. @ine anbete (Sb^nt 
fd^neibet ben Süfd&el bet Äugeln in einem Süfd^el von Äteifen. 

9. ©in 5ßunft, bet von 2 gegebenen ^ßuntten ä unb b gleid^e 
Slbftänbe l&at, liegt auf bet 6bene, wetd&e bie ©ttede ab notmal 
l^albiett unb ju weld&et bie 5ßunfte ä unb B f^mmettifd^ liegen (§.2,2). 
@in 5ßunft, beffen Slbftänbe t)on A unb b ein gegebene« SSetpltni« 
l^aben, liegt auf bet Äugel, n)el($e bie ©ttede AB naä) bem gegebenen 
SSetl&ältnig innen unb aufeen notmal fd^neibet (panim. §. 8, 6). 

®in ^punft, bet t)on 3 gegebenen 5punften A, b, C gleid&e Slbiiänbe 
l^at, liegt auf bet ©etaben, n)el(3&e bie (Sbtnt ABC im (Senttum be« 
Äteife« ABC notmal fd^neibet (§. 2, 7). 

3u 4 fünften A, b, c, d giebt t& im allgemeinen einen ^nli, 
bet von il&nen gleiije Slbftänbe l^at, ba« ©enttum bet Äugel abcd,*) 
S)enn bie ©etabe, beten 5ßunfte von A, b, C gleid^ fetn finb, l^at mit 
bet ebene, weli^e bie ©ttedEe ad notmal l^albiett, einen 5ßunft ge^ 
mein, bet von A, b, C, D gleid^ fetn ift S)enfelben $unft l^aben 
bie ebenen gemein, weld^e bie 6 butd& bie 4 gegebenen 5|Junfte be^ 
gtenjten ©tteden notmal l^albieten. SBenn bie 5ßun!te A, b, C, D 
auf einet ®Unt liegen, fo ift ba8 ©enttum bet Äugel abcd auf 
einet 5Rotmale bet ebene ABC unenbli(% fetn, unb bie Äugel untet*» 
fd^eibet fid^ nid&t oon biefet ebene. SBenn in^befonbete bie 5ßun!te 
A, B, c, D auf einem Ätei« liegen, fo Rnb alle ^unlte bet ©etaben^ 
TOeld^e bie ebene be« Äteife« in feinem ©enttum notmal fd^neibet, 
t)on ben gegebenen ^punften gteid^ fetn. 

S)emnad& ift eine Äugel but(^ 4 5pun!te bejttmmt, bie nid&t auf 
einem Ätei« liegen; alfo aud^ butd& einen Äteia unb einen baneben 
liegenben 5ßunft, butd^ 2 Äteife, bie 2 5ßunlte gemein l^aben, j. S3. 
butd^ bie Äteife abc unb abd. gwei Äteife, bie in einem 5ßunft 
fid& fd^neiben, lönnen nid^t auf einet Äugel liegen. Sxotx Äteife, bie 



*) getmat de contact. sph. Opp. p. 74. 

asarfcerll. 6. Stuft. ^ 11 
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fid^ nid^t fd^neiben, liegen im attgememen ni<%t auf einer ^gel 
aSetgl unten §. 5. 




10. 3)ie fünfte, bie mn einer gegebenen ©eraben gleid^e Stt*» 
ftänbe l^aben, liegen auf einem 9lotationgcr)linber, beffen SKje bie ge^ 
gebene ©erabe iji. 3)ie ©eraben (ßbenen), bie t)on einer gegebenen 
©eraben glet(|e Slbfiänbe l^aben, berül^ren einen SRotationgc^linber, 
beffen Slje bie gegebene ©erabe ift. 

6in ^untt, ber von 2 gegebenen ©eraben 
einer ßbene gleid^e Slbfiänbe l^at, liegt auf einer 
ber Ebenen, roeld^e bie 5ffiinfel (Streifen) ber 
©eraben normal l^albieren. SBenn bie SBinlel 
GAS, OBS red^t unb bie ©treden OA, OB gleid^ 
finb, unb rotnn C bie Sflormalprojeftion von O 
auf bie ebene be« 2BinIela ASB x% fo finb bie 
©treden CA, CB gleid&, u. f. xo. 

@in 5ßunlt, ber von 3 ©eraben, roeld^e paarweife je einer ©bene 
angel^ören (§. i, 3), gleid^e Slbftänbe l^at, liegt auf einer von 4 be*= 

ftimmten ©eraben, ben Sljen von SRotation«** 
legeln, auf benen bie gegebenen ©eraben liegen. 
SEBenn bie SBinfel OAS^ OBS, OCS red&t unb 
bie ©tredten OA, OB, 00 gleich rmb, fo liegt 
OS forool&l auf ben ebenen, roeld^e bie SBinfel 
ASB unb BSC normal l^albieren, al« aud& auf 
ber ebene, roeld^e ben Sffiinfel CSA normal l^albiert, unb ifi bie äje 
eine« SftotationSIegetö, beffen Tanten bie ©eraben ^-4, SB, SC pnb. 
ebenfo liegen SA, SB, SC* auf einem 9lotation«fegel, u. f. xo. Slnjiatt 
ber Sftotationgfegel flnbet man 9lotatlon^ct)linber, wenn bie gegebenen 
©eraben parattel finb. 




11. ein 5punft, ber oon 2 gegebenen ebenen gleid&e Slbfiänbe 
^at, liegt auf einer ber (^Untn, weld^e bie üon ben gegebenen ebenen 
gebilbeten ??läd^enn)in!el l^albieren. SBenn bie SRormalen oe, of a\x& 
o ju ben (S:Unm abü, bcd gleid^ finb, fo wirb bc von ber ebene 
OEF in G normal gefd&nitten (§. 2, 4) unb OG l^albiert ben Söinfel 

EGF, 

hieraus folgt, baß eine ©erabe OP t)on 2 nid^t auf einer (Sbtxit 
liegenben ©eraben ab unb cd gleid^e Slbfiänbe l^at, yvtnn fie auf einer 
ber ebenen liegt, meldte einen bie ©eraben ab, cd entl&altenben 
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fJlad^entDlnlel äbcd j^albietert, unb tüenn fie jugleid^ mit bet Äante 
BC be« %l&^tnmrätU patattel Ijl. ®entt bie Slbftänbe ber ©eraben 
OP x>on AB unb cd finb ben 3lbftänben be« 
5punfte« o von ben ebenen ABC unb i5CZ) 
gleid^ (§. 2, 9). StiÄbefonbete l^aben alle ®e^ 
raben bet ebene, roeld^e bie butd^ AB unb CZ) 
beftimmte ^\ä)t l^albiert, von AB unb CD 
flleid&e Slbftänbe. 

©in ^mttt ber uon 3 ebenen gleid^e 216^ 
ftänbe i)at, liegt auf einer von 4 beftimntten 
©eraben, ben Sljen von JRotation^fegeln, bie 
t)on ben 3 ebenen berührt werben, ^^nn ber 5ßunft O von ben 
^btntn ASB, BSC glei(ie 3lbftänbe J|at, fo liegt er auf einer ber 
ebenen, weld&e ben gläc^enn)infel ASBC Ijalbieren. SBenn bie_®e* 
rabe so auf jroei ebenen liegt, weld^e bie gläd^enwinlel ASBC, BSCA 
l^attieren, fo liegt fie aud^ auf einer ebene, bie ben gläd^enwinfel 
CSAB l^albiert, weil von ben 3 ebenen gleid^e Slbftänbe l^at S)ie 
®erabe so bilbet mit ben 3 ebenen gleid^e SQäinfel, u. f. xo. 

13. Sw 4 ebenen ce, ß, y^ ö giebt e^ im allgemeinen 8 5ßun!te, 
bie von i^ntn gleid^e Slbftänbe l&aben, bie ßentren ber Äugeln, weld^e 
bie 4 ebenen berül^ren. 

3Kan l^at juuörberjl bie ai&ume ju untetf^eiben, meliä^e bur(§ je 
eine ^^nt getrennt werben. SSon bem gemeinfd^aftlid&en ^Punft A ber 
(Sbtmn ß, y, 8 werbe gejagt, bafe er auf ber 
pofitiuen ©eite ber ebene « liegt; von einem 
jenfeitigen ^unft werbe gefagt, bafe er auf ber 
negativen ©eite t)on « liegt. Sluf ben pofitioen 
Seiten von ß, y, ö liegen nad^ äl^nlid^er Sln^ 
na^me bie gemeinfd&aftlid&en 5ßunfte b, C, d 
ber jebeÄmal übrigen ebenen. Unter aö werbe 
ber auf ben pofitioen Seiten von cc unb ö an 
ber Äante BC liegenbe gläd^enwltifel cerftanben, u. f. w. 

S5er gemeinfd&aftlid^e 5pun!t ber ebenen, weld^e bie giäd^enwinlel 
ccöf ßö, yö l^albieren, l^at von ben ebenen «, ß, y, S glel(ä&e Slbftänbe; 
er liegt folglid^ auf ben ebenen, wel(|ie bie übrigen gläi^enwinfel 
a/^f ßVf y« l^oibieren, ünb Ift ba« Sentrum ber Sugel, weld^e bie 
iSbtntn et, ß, y, ö berül^rt unb auf i^ren pofitit)en Seiten liegt. 

S)er gemeinf(ä^aftli(^e 5ßunlt ber ebenen, weld&e bie SJtebenwinfel 

non ccS, ßS, yö halbieren, ift ba« ©entrum ber bie mer ebenen be*^ 

ril^renben Äugel, weld&e auf ber negotloen Seite t)on S liegt. ®ie 

11* 
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fleitteinf(5aftli($en fünfte bet ©benett, weld^e jtDel ^dd^ettmlnlel aS, 
ßd, yd unh bett 5Rebenn)tnfel be« brittett J^albieren, finb bie ßenttett 
bet bie t)ier ©betten betü|retibett ffiugeltt, bie auf bett ttegatioeti Seiten 
von y, a, ß liegett. 

S)ie ilbtigett 3 oott allett bie 4 ©bettett berül^tettbett Sugeltt liegen 
auf bett ttegatit)ert Seiten t)on iebeSntal groei bet (Sbtmn a, ß, y, 8. 
Ql^te Kentten finb bie gemeinfd^aftUd&en 5ßunfte bet ebenen, roeld^e 
einen bet glöd^enwinlel ad, ßd, yd unb bie SRebentoinfel bet beiben 
anbetn l^albieten. ß. S3. bie ®benen, weld^e bie Slebenroinfel t)on cc6 
unb ßö l^albieten, fd^neiben ftd& in einei^ ©^^^^^^r bie mit bet ®bene^ 
TOeld^e ben gläd^enroinlel yd Iialbiett einen 5punft getnein l^at. S)iefet 
5Punft liegt entwebet in bem ©d^eitetoinlel von yö b. i auf ben 
negatit)en Seiten von y unb *; obet in bem gläd^entoinlel yö auf ben 
negatit)en Seiten von « unb ß b. i. in bem S^eiteltoinfel oon aß; 
obet et ift unenblid^ fetn in bet Sftid^tung jenet ©etaben, xotnn fie 
mit bet ben glfid&entoinfel yd l&albietenben @bmt patallel ifl. S)ie^ 
Jelben Semetlungen gelten von jebem bet beiben anbetn Sentten. 
aSon ben btei legten ^geln Mnnen alfo eine, obet jtoei, obet alle 
unenblid^ gtofe fein, unb bie 4 gegebenen ebenen in unenblid^et fjetne 
betül^ten.*) 

§.4. ©pHtil**) 

!• S)utd& jtoei 5Pun!te A, B bet Äugel (unb beten ©egenpunfte 
A^,B^) iji ein ^auptlteiÄ AB befiimmt. S)ut(5 pei ißauptlteife a, h 
ift ein 5punft ah (unb beffen ©egenpuntt) beftimmt S)enn bie fünfte 
A, B unb ba« Senttum bet Äugel bejiimmen eine ebene, auf bet bie 
©egenpunfte a^ , b^ liegen, unb u)el(ä&e bie Äugel in einem i&auptftei« 




*) Son bet etffcen ^ugel, toeld^e 4 Q^lmta betül^ri, l^at f^ermat gel^anbelt 
p. p. 77), bie ümgen mtgeltt lotnmcn Bei Sagrange sur les pyram. 24 (M6m. 
le Berlin 1773) t)ot, genauer bei geuerbadj (bie breiecfige ^^ramibe §. 36). 2)ie 
^ufoabe, eine ^ugel $u !onftruieren, meldte 4 gegebene &tiMn berührt, ift unter« 
georonet unter bie aUgemeinere ^fgabe: eine^ugel \\x fonftruieren, oie mit 4 ge« 
gebenen kugeln gegebene äBin!e( bilbet. ^ie gegebenen kugeln !önnen $unfte ober 
mhtatn fein, bie gegebenen SBinfel lönnen »erfdjwinben. SJergl. ^aScal oeuvres 
ed. Lahure 11 p. 896. SÄiquel Liouv. J. 11 p. 75. 

*♦) 3)ie 5htgel ift im früJJen Altertum für bie 3)ienfte ber Agronomie als Äon- 
ftruftiondfelb betracfitet unb unterfucfit worben. SCugful^rlid^e SlbJ^anbUtngen ber 
f?>l^ärifc§en ©eometrte t)on 2;i^eoboftu8 (Iteä 3al^rl^unbertt)or ©br.) unb 3Rene* 
laus (Einfang beS 2ten gal^rl^unbertS nao^ @l^r.) finb übrig geblieben. äBeiteren 
3un>ad^g |at bie ^l^äri! burcb 93ieta, SneHiuS, ©irarb, befonberS burd^ 
@uUr unb SeseU erl^alten. gufammen^ängenbe Bearbeitungen berSpl^örtf fmb 
erft in neuefter 3eit von @. §. ©d^ul) 1833 unb ®ubermann 1835 erfd^ienen. 
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fti^nelbet (§. 3, 4). 2)ie ©betten bet J&auptfteife a, b l^obett baS ©eti^ 
trum bet Äugel gemettt, f olflUd^ fd^tteibett fie fid^ itt eittem 2)iatttetet 
bet ftugel (§. i, i). 

^tettiad^ l^at utttet bett fpl^ätifd&ett Stttlett bet i&auptftetö bie*» 
felbett ©tutibeigettfd^aftett, tüie utttet bett plattett Sitttett bie ©etabe. 

3. 3wel 5ßutttte Ä, B uttb betett ©egettputtfte ^, , By teilett 
bett Idtttbutd^gel^enbett ^auptftel« itt 4 Sogett, ab, bä^, AyB^, b^a, 
utttet betieti jtoei folgettbe fuppleitietttät finb, b. 1^. ju elttetn ^alb^ 
Itetö fid^ etgättjett; jtDei gettettttte ®ogett, tole ab uttb a^b^, fittb 
eittattbet gleid^. 

StDei ^auptfteife teilett bie Äugel itt 4 gel^ 
bet, fp^ätifd&e SBittlel*) gettattttt. S)et SEBittfel, ^ 
tDeld^ett itt A uttb A^ bie ©auptfteife AB uttb AC 
bilbett, ifl betreibe, toeld^ett bie in A, A^^ bie ipaupt*» 
Iteife betül^tettbeti ©etabeti AD unb ae, a^d^ 
uttb A^Ey auf ben ©benett ade uttb A^D^Ey^ 
bilbett (^pianitn. §. 3, 6). SRun ftttb bie Xangentett 
AD, AE, AyDy, AyEy ttottttal ju betti ©iattietet 
AAy, alfo fittb bieSbenett ade, a^d^e^ uottnal ju bem S)iametet 
AAy (§. 2, 2), unb bie SBintel DAE, D^A^E^ finb gHotmalfd&nitte be« 
gläd^enroinfetö BAA^C (§. 2, 5), in roeld&em bet fpMt:if*e SBinfel 
ABAyC entl&alten ift. 

asSenn bie von ben ^auptlteifen a, fc unb bie von ben ißaupt» 
fteifen c, d in il^ten S)utd^fd^nittÄpunIten gebilbeten SBBinfel gleid^ 
finb, fo finb bie t>on ben Ebenen a, b unb bie von ben ebenen c, d 
eingefd^loffenen gläd^enwinfel gleid^ (§. 2, 5), unb bie in biefen ^Sii^tn^ 
winleln entl^altenen fp§ätifd&en SQBinfel fongtuent 3)eninad^ ift ein 
fpl^ätifd^et aSinfel butc^ ben SBinfel befiintmt, roeld&en bie i^n ein# 
fd^liefeenben ^auptlteife in einem i^tet ©utd^fd&nitt«ptxn!te bilben. 
©ine i&alblugel ift ein gefitedCtet fpl&ätifd&et SOBinfel. Untet ben oiet 
t)on jtoei ^auptfteifen gebilbeten fpptif(i^en SBinleln etfd&einen jroei 
folgenbe ate 5Rebentt)intel, jwei gettennte alÄ ©d^eitelroinfel. 

8. S)tei 5PunIte bet Äugel A, b, C (unb beten ©egenpunf te A^ , 




*) Uneigetttlid^ ein „fpl^ärifdJeS S^^^i^*"/ «'«^^ wntcr atoci fünften ber 
5tugel in bet Siegel fold^e t)erftanben werben, t)on benen nid^t einet bed anbetn 
©egenpunft ift. Segen bte (GWom. VII, d^f. 9) nennt ben fpl^ätifd^en SBinfel 
fuseau (SpinbeO- 
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B^, Ol), bie ntä&t auf einem ^auptttei« litqtn, beftiwmen btei ^aupt^ 
freife, weld^e bie Äwflel in 8 gelber teilen, fpptifd&e »teiede 

genannt 5Die Sogen*) AB, BC, CA, töeld^e 
bie ^Punlte A, b, C ber Steige mä) oerbinben, 
l^eifeen bie Seiten, bie von ben ©eiten an ü^ren 
gemeinfd^aftlid^en 5ßunlten ber Steige nad^ ge* 
bilbeten SBSinlel AGB, CBA, bac lieifeen bie 
SBinlel be^ fpprifd&en ©reiedä. 3)ag 35reiecl 
]&eifet gUid&i(^enIelig, wenn iroei ©eiten 
einanber gleiiä^ [inb, gleichzeitig, xotnxi atte 
brei ©eiten einanber gleid^ finb, red^tfeitig, 
wenn eine ©eite ein Duabrant ift, ret^t^ 
Win feiig, wenn ein SBinfel red^t ift. 
3u bem fpprifd&en S)reie(J ABC gel^ören l) ba3®egenbreierf 
A^B^C^, weld^eS mit bem Sreicd ber Steige nad^ gleidje 3Bin!el unb 
©eiten ^at; 2) 3 Jlebenbreiede ABC^, BCA^, CAB^, roeld^e mit 
bem 3)reie(I ber Steige nad^ eine ©eite unb ben gegenüberliegenben 
aßinfel gleid^ l^aben, loäl^renb bie übrigen ©eiten unb SBintel fupple^ 
mentär finb; 3) 3 ©d&eitelbreiede A^B^C, B^C^A, C^A^B, bie 
©egenbreiede ber SRebenbreiede. 

Unter einem fpHtifd&en ^pol^gon öerftel&t man bie üon Sogen 
ber ^auptfreife eingefd^loffene gigur, weld^c mel^r ber Sfteil^e nad^ ge^ 
gebene 5ßunf te ber ^ugel, ben erften mit bem jmeiten, . . , ben legten 
mit bem erften, oerbinben. 5Die 2lu^brüde ©eiten, SBinfel, gläd&e, 
diagonalen werben in ber ©pl^drif wie in ber ^Planimetrie gebraucht, 
mit bem Unterfd^iebe, bafe §auptfreife, Äugel an bie ©teile t)on ®e* 
raben, ®bene treten. 3^ i^^^>^ fpprifd^en gigur gel&ört beren ©egen*»' 
figur, bie gigur ber ©egenpunfte ber gegebenen gigur. ®jS giebt 
fpl^örifi^e giguren, meldte mit i^ren ©egenfiguren jufammenfaUen, 
j. S. ein ^auptfrei« ift feine eigene ©egenfigur. 

4. ein fpprifd^e« 5Dreied unb fein ©egenbreied finb im aUge^ 
meinen nid^t fongruent, unb nur bann longruent, wenn ba« S)reied 
gleid^fd^enfelig ift. ©ine fpl^^rifd^e gigur ift mit il^rer ©egenfigur 
gleid^ unb äl^nlid^ unb entgegengefefeten ©inneS (^pianim. §. 7, l); 
beibe l^aben nid&t nur ber Steil^e nad^ gleid^e ©eiten unb SIBinfel, 
fonbern aud^ gleid^e gläd&en.**) 



*) Unter Sogen fd^Ied^tbin werben in ber ©pl^ärif S3ogen t)on §aupt!reifen 
»erftanben. 2)ie 33enennun9 fpl^ärifd^eä 2)reied fommt nod^ nid^t 6ei Xl^eo? 
bofiud, voQhi aber bei 3J2eneIauS oor. 

**) ®ä ift ben dXitn ©eometem nid^t entgangen^ baf; mit ber ©leid^l^eit unb 
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Sewei«. Segt man ben aSinfel be« S)t:eie(I« ^^o auf ben 
aSBittlel Ci be« ©egenbreied« ^i^,C'i, fo fallen bie Sogen C^, üb 
läng« betrogen Ci^^, C^i4,; aber e^fäEt webet ä auf uB^, nod^ b 
auf ^i , aufeer ro^nn CA = c^B^ = CB ift. einem Setrad^ter, ber 
auf ber Slufeenfeite ber Äugel bie fid^ entfpred^enben ©eiten ab, a^b^ 
ber Sreiede ABC, A^B^Cy jurödlegt, liegt C jur Sinfen, C^ jur 
Siedeten. 

SBenn bag Zentrum ber Äugel, p bie 5RormaIproieftion t)on 
auf bie (Sbene ^BC ift, unb bie ©erabe OP bie Äugel in D unb z>, 
fd^neibet, fo finb bie planen 5Dreiede OPA, OPB, OPC gleid^ unb 
ä^nlid^, mitl^in forool&l bie SBinfel POA, POB, POC, a\ä aud& bie 
S3ogen DA, DB, DC gleid^. SDie gleid^fd&enfeligen fpprifd&en 3)reiedfe 
DAB, DBC, DCA l^aben aber mit i^ren ©egenbreieden D^A^B^, 
D^B^Cif D^C^A^ ber 9teil;e m^ gleid^e gläd^en, alfo finb aud^ bie 
gläd^en ABC unb a^b^C^ einanber gleid^. SSergl. 5ßlanim. §. 9, 9. 

5. SBenn in einem fp^ärifd^en S)reied bie Seiten unb SBinfel 
einzeln weniger a\ß 180^ betragen, fo ift bie ©umme feiner SBinJel 
größer a\S 180 ^ bie®lfferenj jn)ifd;en biefer ©umme unb 180^ l^eifet 
ber ©fcefe be» fp^ärifd^en ©reiedS. S)ie gläd)e be« fpl^ärifd^en 
2)reiedg ift ber gläd^e eines äweired^ttointeligen fpprifd^en SDreiediS 
gleid^, beffen britter SBinlel ber ©fcefe beS gegebenen fpprifd^en 
S)reied8 ift.*) 

Sem eis. S5ie ©umme ber fpl^ärifd^en SBinlel (2) aba^C, 
bcb^A, CA^C^b^ übertrifft bie oon bem §auptfreiS ABA^B^ 
eingefd&loffene §albfugel, auf weld&er ber 5ßunft C liegt, um bie 
SDreiede ABC unb A^B^C^. Sllfo beträgt bie ©umme ber Sffiinfel 
BAC+ CBA + ACB me^r als 180 <>. S)ie ©reiede ABC unb a^b^ c, 



äl^ttlid^Jett von ^laumfiguren bereu ^ongrucns nid^t notwcnbig »crbunben ift. 
SSergl. Eucl. XI, 26. Archim. Gonoid. et Sph. 20. ^ie fpätet (i^toeilen über? 
fel^cnc 3n!ongrucnj cincS fpprifd^en S)reiccf§ unb fcineä Öcgcnbreiecfä rourbe unter 
ben Steuern beftimmt auSgefprod^en von ©egner 1741. SSergl. Flügel matl^. SK. 
4 p. 859. S)en obigen S3en)eiä für bie ©Icid^^eit jener infongruenten giäd^en f)at 
Segen bre von einem ungenannten auölänbifd^en 3Ratbemattfer erl^alten unb in 
ben Elem. de geom. VII, 21 (2te Sluä^. 1800) mitgeteilt. Snfongruente ^leid^e 
unb äljnlicl^e 9laumfiguren tperben I) auf ig nadj Segenbre (Geom. VI, def. 16) 
f^mmetrifd^ genannt. 

*) 2)iefer ®a^ ift burd^ ©irarb (Invention nouvelle en algbbre 1629) Be? 
fannt geworben, ber il^n aber unooEfommen bewiesen l^at. 2)Ut bem obigen einfadpen 
33en)eig würbe berfelbe ©a^ von ©aoalieri 1632 (Directorium generale urano- 
metricum c. 8 p. 315) mitgeteilt, ^ie 9{egel für bie ^ered^nung ber %V(xiS)t eineS 
fpprifdben ^ol^gonS wirb Don ^rodciuS apologia Aristot. et Eucl. 1690 p. 78 
„ex aniiquis in Vitellonem notis" angefül^rt. S)iefe §inn>eifuna fowie bie S^otij 
beSfclben Slutorä p. 79: demongtratio amplitudinis anguli soliai refertur ab 
H. Briggio ad Tn. Harriotum — ermangeln biä je^t ber weitern 93eftätigung. 
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l^aben gleid&e glad^en (4), ^oIqIxü^ ifl bte boppelte fjläd^e -4i5C bie 
S)iffetenj jtoifd&ett bet ©utnme ber genannten bret fpl^ärifi^^en SBtnfel 
unb einet ^albfugel, b. i. etn jpl^ärifd&et SBinlel, bejfen ©d&enlel im 
©d&eitel um ben @jce6 ^^C+C^^ + ^lCB — 180<^ von einanber 
abmeid^en. 

®er ißaupttrei«, weld^et bie ©d^enfel eine^ fpl^ärijd&en SBinlefö 
l^albiett, teilt ben fp|atifd&en SBinfel in jn)ei gleid^jd&enfeliöe jpprif(]^e 
JDteiede mit einer gemein jd^aftlid^en S3afi^, an weld&er redete SBinlel 
liegen (§. 2, 1 unb 4). 2)ie gleid^fd^enleligen 3)reie(f e finb longtuent, 
folglid^ ifi jebe« Don il&nen l^alb jo gtofe afö ber jp^drifd&e SBinlel. 
aifo iji bie glfid^e eine^ fpprifd&en SDreied^ ber gläd&e eine« ixotu 
red^twinleligen fp^ärifd^en SJreied« gleid^, beffen britter SBinfel ber 
®jce6 be« gegebenen fpprifd&en SJreiedE« ift 

Slnmerlung. SBBenn fpprifd^e ©reiede ©erfd^iebener Äugeln 
gleid^e ^ä6)tn l&aben, \o l&at ba& SreiedE ber gröfeern Sugel ben 
Keinem ©fcefe. 2luf einer unenblid^ großen Äugel lann ein jpprifd^e^ 
SDreied einen enblid&en @f cefe nid^t l^aben, bie ®fceffe aller fpprifd^en 
3)reiedfe uerfc^tüinben. 2lber nur unter ber ber gemeinen ©eometrie 
ju ©runbe liegenben aSorau^f efeung (^pianim. §. 2, 7) ijl ein unenblid^ 
großer §auptlrei8 gerabe unb eine unenblid^ große Äugel plan. 

211« ©inl^eit ber fpprifi^en gläd^en wirb ba« sweired^troinfelige 
fpPrifd^e S)reiedE genommen, beffen britter aOäinlel eine ©inl^eit ber 
SBinfel ift unb ben Slrcu« l l^at. 2Benn man nun, mie gewöl^nlid^, 
unter ber gläd&e il^r SSerpitni« jur fpl^ärifi^en gläd^eneinl^eit, unter 
bem SBinfel feinen Slrcu« oerftel^t, fo ift bie gläd^e be« fpprifd&en 
SDreied« feinem ®f ce§ gleid^. 

^iernad^ ift ein fpprifd^er SBinfel boppelt fo groß al« ber SBinfel, 
unter meld^em bie il^n einfd^liefeenben ^auptfreife fid^ fd^neiben. gür 
bie %lää)t eine« fpl&ärifd^en ^pol^gon« von n Seiten finbet man (mit 
9lüdEftd&t auf gSlanim. §. 9, 10) bie Summe feiner SBinfel perminbert 
um(w— 2).180^ 

SBenn jmei fpl^ärifd^e ©reiedfe gleid^e Summen il^rer SBinfel 
l&aben , fo l^aben fie gleid^e gläd^en. SBenn pei fpprifd^e ^ßol^gone 
gleid^e Summen il^rer SBinfel l^aben, fo finb ü^re glöd&en ftleid^ ober 
fie unterfd^eiben fidö um eine ganje Slnjal^l von SSierteltugeln. 

6. 3)ie ^auptfreife, meldte einen gegebenen ^auptfrei« normal 
fd^neiben, ge^n burd^ einen ^Punft (unb beffen ©egenpunft), ben 5ßol 
(unb ©egenpol) be«i0auptfreife«. S)ie Sogen, weld^e bie Sßunfte 
be« ^auptfreife« mit feinem 5pole oerbinben, pnb JQuabranten. 
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S)ie Duabtanten, weld^e von einem ^mttt bet Äugel auSgel^n, 
enbiflett ouf einem ^auptfrei«, bet polare be^ 5ßunfte« (unb 
be« ©egenpunfteS). S)ie but(]& ben 5pun!t ge^enben ^auptlreife 
fd^neiben bie ^ßolate be« ^unfteiS normal.*) 

Sewei«. S)ie ßbenen, weliä^e jur ebene be« ^auptlteife« not«' 
mal ftnb unb baS Eenttum bet Äugel gemein l^aben, f(]^neiben fid^ in 
einet Srtotmale bet ®bene be8 ^auptfteife« (§. 2, 4). 

3)ie ©etaben, weld^e ju. einem SftabiuS bet Äugel notmal ftnb 
unb ba^ ©enttum gemein l^aben, liegen auf einet @bene (§. 2, 2), bie 
notmal ftel^t ju jenem SRabiu« unb ju ben benfelben Sftabiuä ent^ 
l^altenben ©benen. 

aJian finbet ben 5Pol eine« §auptfteife3, inbem man in einem 
beliebigen 5ßunft beSfelben einen notmalen ^auptltei« jiel^t unb auf 
bemfelben t)on jenem 5ßunlt auS einen Buabtanten abfii^neibet. 3Wdn 
finbet bie 5Polate eine« 5punfte«, inbem man oon bemfelben au« einen 
beliebigen Ouabtanten siel&t unb notmal ju il^m butd^ feinen ®nh^ 
punft einen notmalen §auptftei« legt. SBenn ein 5ßunlt bet ^ol 
eine« §auptfteife« ifl, fo ift bet ^auptltei« bie 5polate be« 5ßunfte«. 
Wtnn ^auptfteife butc^ einen $unlt gel^n, fo liegen il^te ^JJole auf 
einem iQauptftei«, bet 5Polate be« ^JJunlte«; wenn 5ßun!te auf einem 
^auptftei« liegen, fo qt^n il&te 5ßolaten but(ä& einen 5pun!t, ben 5ßol 
be« ^auptfteife«. 

7. S)et Sogen eine« ^auptfteife« iji butd^ feinen 3lnfan9«punft 
unb ©nbpunit unjmeibeutig beftimmt, menn bet ©inn gegeben ift, in 
meld^em bet ^auptftei« von bem 3lnfang«pun!t bi« jum ©nbpunit 
but(i^laufen metben foH (5ßlanim. §. 4, 6). SBa^tenb man aufeen auf 
bet fonoej en ©eite bet Äugel ben ^auptftei« in bem ootgefd^tiebenen 
Sinne jutüdlegt, beplt man einen feinet 5pole (5ßol unb ©egenpol) 
jut Sinlen, ben anbetn jut Siedeten; untet bem $ol be« ^aupt!teife« 
foll bet jut Sinfen liegenbe oetflanben metben, menn bie SBinlel auf 
bet ftVgel butd^ linl«um gel^enbe S)te]&ungen befd^tieben wetben. 
©emgemäfe mitb bie 5polate eine« fünfte« in fold^em ©Inne butd^^ 
laufen, bafe bet 5punft bet jut Sinten liegenbe 5ßol feinet $olate 
ifi.**) Untet btefen SSotau«fe|ungen gilt folgenbet @a|: 



*) ^l^eobof. Sph. I. SBergl. bie Slnmctfuna ju §. 1, 9. 3)er ^uSbrutf „9ßoI 
eines ÄretfeS" lommt früher j. 35. bei Slrd^imebeä oor (Äugel unb ©^linber U), 
unb bebeutet ba§ fp^tifd^e Zentrum beS Greifes. S. unten 12. 

**) 2luf biefe roid^tiae Unterfd^eibung l^at (SJau^ 1827 (Disquis. generales circa 
Superficies curvaa 2, vi) aufmerffam gemad^t. JBetgl. ©d^ulj ©ppril I, 12. unb 
3Äobiug ana(. @pl^äri! 16 unb 18. 



170 



güttftcS öudj. ©tcrcomctrie. 



S)et von jwei ^auptfreifen elngcfd^loffene SBinlel ift bem von 
i^ten 5Polen cirtgefd^lonenen Sofien glcidö, beffen 5ßol bet ©d^eitel 
beS SffiittfelS ift. S)er tjoti jroei ^^Sunften eittflefd^loffene Sogett ifi bem 
t)on i^ren ^Polaren einfiefd^loffenen SBinlel gleid^, beffen ©d^ettel ber 
5Pol be« Sogen* ift, — wobei um ber Äürje willen äSogen ftatt be* 
ju \i)m geprigen ©entriwinlete gefefet ift. 

SBeweiJ^. SBerben bie burd^ ä gel&enben ^auptlteife tjon ber 
5ßolare be* 5ßunftea -4 in ^5 unb C gef(^nitten, fo bafe bie ©d&enfel 

be« in SBetrad^t fommenben SBin!el8 AB 
unb -4C je einen Cluabranten betragen, 
fo ift ber Sogen BC unjweibeutig be^ 
ftimmt, ber }u il^nt gel^örtge @entrin>intel 
ift ein SRormalfd^nttt be* von ben ebenen 
ber ^auptfretfe eingefd&loffenen glctd^en«» 
winlel* (§. 2, 5) unb bem SQäinfel ber 
^auptlreife gleid^ (2). SBerben nun auf 
ber polare oon A in bem beftimmten 
Sinne bie Cluabranten BD unb CE ab^ 
gefd;nitten, fo finb D unb E bie 5Pole oon AB unb AC, unb man 

l^at BE — BD^ BE — CE, DE = BC. 

8. 3u einem fpprifd^en 35reied ABC gel^ört ein 5Polarbreie(f 
(©upplementarbreied) AB'C, bergeftalt, bafe nid^t nur bie 5ßunlte A\ 







B\ C bie 5ßole ber Seiten BC, CA, ab, 
fonbern auc^ bie ©eiten b'C\ C'A\ A'b* 
bie ^Polaren ber 5pun!te A, B, C finb, 
mitl&in ABC wieberuni ba« ju A'B*C* 
geprige ^olarbreied ift.*) 3fl A' ber 
5ßol oon BC, 5' ber 5ßol oon CA, fo be^ 
tragen bie Sogen CA', CB* je einen 
ober brei Quabranten, unb ber Sogen 
AB' !ann in fold^em Sinne befd&rieben 
werben, bafe C fein 5pol ift, u. f. m. 
■^, 5Die SBintel eine* SDreied« Tmb ber 
Sleil^e nad^ Supplemente ber Seiten be* 
^polarbreied«. 3)enn ber oon CA unb 
CB eingefd&loffene SBinfel ift bem oon iljren 5Polen B' unb A" einge^ 
fd^loffenen Sogen gleid^ (7). 9lun ift A'' ber ©egenpunit üon A', alfo 
A'B' + B'A" = 180», folglid^ u. f. w. 




*) SScrgl. bie 2lnmcr!ung 5U §. 1,9. ^olatbreietfe tocrben beäl^ali^ aud^ reci« 
prole 2)reiecfc genannt. ® üb ermann nicb^ ©pl^dnf 20. 
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S)te gldd^e be* JDteiediS unb bet 5ßerinietet be* ^ßolarbteiedtö 
etgättäen [xö) i\x 360 ^ §aben bie SBinfel be^ Dreied« «, /5, y, bte 
©etten beä 5ßolatbteic(ätö a\ b\ & ®rab, fo ift 

a + a' = 180^ i3 + ft' = ISO», y + c' = 180» 
(« + i3 + y — 180«) = (a'+ft' + c') == 360» 

u)ot)Ott ba« etfte ®Iteb bie gläd^e be« S)rete(I«, baS anbete ben ^ett^ 
tneter be« ^ßolatbreiedfä bebeutet (5). 

9. Su jeber fpprifd&en gtgur flel^ött eine ^ßolarfigur, beten 
5Punfte bet Stelle nad^ bie 5ßole bet Seiten bet gigut finb, unb 
beten ©eiten bet Sleil&e naä) bie 5ßoIaten bet 5ßunfte bet gigut finb. 
SBenn bet 5petimetet bet gigut nid^t auS Sogen t)on §auptfteifen 
beftel&t, fo finb il^te Seiten aU t)etfd^u)inbenb Hein unb mit betül^ten^ 
ben ^auptfteifen jufamnienfallenb ju bettad^ten, beten 5ßole auf bem 
^Petimetet bet 5JSolatflgut liegen, ©ine fpl^ätifd&e gigut ift bie ^olat^ 
pgut il&tet 5ßoIatfigut. 

S)utd^ S^fammenfelung bet gigut au5 ©teieden finbet man, ba| 
bie gläd^e bet fpl^dtifd^en gigut unb bet $ßetimetet il^tet 5ßolatfigut 
ju 360« fid^ etgänjen (8). SKu^ bet Duabtatut bet gigut witb bie 
SfteJtififation bet 5ßoIatfigut gefunben, unb umgelel^tt. 

Qebe ©igenfc^aft einet fpptifd^en gigut fann aud^ al^ ©igenfd&aft 
il^tet 5|Jolatfigut bettad^tet wetben, unb giebt oetmöge be^ 3^1^^^^^^ 
l^ang^ beibet giguten eine jugeotbnete ©genfd^aft bet utfprünglid^en 
gigut äu etJennen. 3n bem 2lu^btudC bet jugeotbneten @igenfdE)aft 
fielen ^auptfteife an bet ©teile von ^punften, Seiten an bet ©teile 
von SBJinleln, ^ßetimetet an bet ©teile Don gläd^en, unb umgefel^tt. 
S)ie ©igenjd^aften bet fpptifd^en giguten finb bual.*) 

10. Untet ben ©igenfd&aften be^ gemeinen fpptifd^en S)teiedE3, 
beffen ©eiten unb SBinfel einjeln 180« nid^t ettetd^en, finb ju et* 
mäl^nen (aWenelauS ©pl^. l): 

I. Sie ©umme bet SEBinfel ift gtöfeet afe 180«. S)ie ©umme 
bet ©eiten ift Ileinet als 360«. 

SeweiS. 3)et ©fcefe beS fpptifd^en S)teiedES ift oben (5) nad&^ 
geraiefen motben. ®et 5ßetimetet beS S)teiedfS mitb butd^ ben @jce6 
beS 5ßolatbteiedtS ju 360« etgäuit (8). 

11. @in Stufeenroinfel ift gtößet al3 bie S5iffetenj, Ileinet alÄ bie 
©umme bet beiben SBinJel, meld&e nid^t neben i^m liegen. Eine ©eite 

*) 3)ic giolarfigur unb bie SBc^iel^ung il^rcS ^erimctetS jur %l&^e ber gigur 
finbet man em>äl^nt (ei (Sd^ul} ©p^ödl I p. 21 unb II p. 241. Übev bie Qua- 
lität (§. 1, 9) uergl. ÖJergonne 2lnn. 15 p. 302. 
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ift größer aU ble S)ifferettj, Ileinet aH bie ©umme ber betbeti anbetn 
eeiteti.*) 

SBewetÄ. §aben im S)teied ^BO ble aOBinfel unb bie gefletiübet^^ 
liegettben Seiten bet Sleil&e nad^ a, ß, y, a, h, c @rab, fo Ift im 
Sflebenbreiecf ä^bc (l) 

« + 180» — /5+180<>— r > 180<> 
a-f-180« — 6 + 180<>— c <-360<> 

b. 1^. 1800 — y > ß — a, a — h < c, u. f. w. 3m S)teie(I ^ßC 
l^at man a + ß > 180<>— y. 

Slnmetlung. S)er fleinete Sogen eine« ^auptfreife« ifi !ütjer 
aU eine anbete Sinie, bie auf ber Äugel jwifd^en benfelben ©nb^ 
puntten enthalten ift, unb giebt ben fpl^ätifd&en Slbftanb feiner 
enbpunWe an. 3)enn ab x^ fürjer als bie auö Sogen tjon §aupt^ 
freifen befte^enben Sinien bc+CA, bc+CD + da,..; alfo ift 
AB lürjer, al« eine ßinie, bie a\i& unenbli(j^ vid unenblid^ Keinen 
Sogen t)on §auptlreifen beftel^enb mit irgenb einer fpl^ärifc^en Äurt)e 
jwifd^en A unb B jufammenfäHt. ®ie auf einer gläd^e jwei fünfte 
oerbinbenbe fürjefte Sinie wirb feit Slnfang beS I9ten S^btS. eine 
geobätif($e Sinie (geodesique) genannt. 

in. ©Iei(3^en SBinfeln liegen glei(3&e Seiten gegenüber; bem 
größeren SBinfel liegt bie größere ©eite gegenüber, ©leid^en ©eiten 
liegen glei(3^e SBinfel gegenüber; ber größeren ©eite liegt ber gröj^ere 
SBinfel gegenüber. 

SeweiS. SBenn im ©reied ABC bie 5!Bin!el A unb B einanber 
gleid^ finb, fo bedt baS 2)reie(I ABC fein ©egenbreied A^B^ G^, xotnn 
man A mit B^, B mit A^ t)ereint. Sllfo ift bie ©eite BC = A^Ci 

= AG. 

SBenn aber ber Sffiinfel GBA > BAG, fo mad&t 
man ben SBinfel eba = J^^ic; unb erl^ält eb = e^. 

5Run ift GE + EB>BC (II), fotglid^ GA> BC. 

SBenn baS ©reied jwei gleid&e 2ßin!el ^at, fo l^at 
fein 5ßolarbreied jmei gleid^e ©eiten, u. f. m. 

Sttnmerlung. S)ie ©umme oon jmei Söinfeln 
ift jugleid^ mit ber ©umme ber gegenüberliegenben 
©eiten Heiner, ober fo ^grofe, ober größer afe 180 o. SBenn j. S. 
bie ©umme ber SBinlel ^CjB + jB^c < 180^ fo ift in bem 
5«ebenbreied GBA^ ber SBinfel GA^b < bcA^, folglid^ bie ©eite 

BC < BA^, b. ^. AB + BG < 180 <>. 




*) ©etüöl^ttUciSi tt>ii?b biefer «Sa^ »orangeftcttt unb nad^ Eucl. XI, 20 auS ©c: 
trad^tungen abgeleitet, njeld^e ber ©pl^äri! fremb finb. 
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11. I. aSBetttt jwei fp^ätlfd^e 3)reiecfe jtoei ©eitett unb bett ein** 
gefd&loffetten SBinfel bcr Steige na^ gleid^ l&aben, fo firtb fie gleid^ 
unb äl^«li(§. SBenn jwei fp^ätijd&e SJtetede jwei SBinfel unb bie 
batanliegenbe Seite ber Sfteil^e na^ gleid^ l^aben, jo finb fie gleid^ 
unb ä^nlid^. 

II. aOäenn jwei fpl^ätifc^e ©teiede bie btei Seiten bet Sfteil&e nad^ 
gleid^ l&aben, fo finb fie gleid^ unb ä^nliiä^. SBenn jwei fp^ärifd^e 
©reiede bie btei SBBinlel ber Sleil^e mä) glei(^ l^aben, fo finb fie gleid^ 
unb äl^nlid^. 

S3en)eiÄ. Unter ben gegebenen SJebingungen finb bie SJreiede 
f ongruent, xo^nn fie eine« Sinne« finb ; bagegen f ann ba« eine ©teied 
boÄ ju bem anbern gel&örige ©egenbreied beden, wenn bie S)reiede 
entgegengefeiten Sinne« finb. S)er peite Sa| wirb auf ben erften 
jurüdgefül^rt. SSergL 5ßlanint. §. 5,2. 2)ie 3ufä|e werben burcä^ 
Slnroenbung ber Sä|e auf bie ju ben S)reieden geprigen ^olar*» 
breiede abgeleitet 

III. aSenn in einem fp|ärifd^en S)reied jroei Seiten unt)eränbert 
bleiben unb ber eingefd^loffene SBinlel wäd^ft, fo roäd^il aud& bie il^m 
gegenüberliegenbe Seite, ^tnn in einem fpl^ärifd^en ©reled jraei 
SBBinlel unoeränbert bleiben unb bie anliegenbe Seite wäd^ft, fo wad^ft 
aud^ ber il^r gegenüberliegenbe aOBinfeL 

»emei«. SBBie 5ßlantm. §. 5, 5. ®er 8ufa| folgt au« ber S3e^ 
trad^tung be« ^olarbreied«. 

IV. aosenn in bem fpprlfd&en ©reied äbc ber SQSinfel b red^t, 
bie eine Äatl^ete ab fpi^ ift unb unoeränbert bleibt, mäl^renb bie 
anbere Äatl^ete bc von bi« 90 » unb bann von 90 <> bi« 180 <> 
wäd^P, fo mäd&ft bie §9potenufe AC von ab bi« 90^ unb bann oon 
90^ bi« 180^ — ^4^5, ber ber unoeränberlid^en 

«atmete gegenüberliegenbe 3Binf el c f ättt oon 90 ^ ^ 

bi« i4i5 unb fleigt bann wieber bi« 90<>. SBenn in 

bem fpprifd&en S)reied ABC bie Seite AC red^t, 

bet eine anliegenbe MnUl C fpi| ift unb unoer- 

änbert bleibt, loäl&renb ber anbere anliegenbe SBinfel 

A t)on bi« 90« unb bann oon 90^ bi« 180® 

toäd^ii, fo fäfft ber bet ted^ten Seite gegenübet- 

liegenbe SBinfel B von 180<> — C bi« 90 <> unb bann oon 90® bi« c; 

bie bem unoetänbetlid&en SBinfel gegenübetliegenbe Seite ab fällt 

von 90® bi« O unb fteigt bann roiebet oon C bi« 90". 

Sem ei«. a)utd^ Settad^tung bet ju ben Sogen geprigen 
©entriminfel nad^ §. 2, 10. ®er 3ufa| wirb au« bem ^polarbreied 
be« S)reied« ^i^i^j abgeleitet. 
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Slnmerlunft. SBeitn jmei fpl^ätlfd&e ©retede einett ttäftm^xnUl, 
bie ^ppotenufe unb eine Äatl^ete, ober eine te(ä^te ©eite, ben gegen^ 
Überliegenben unb einen anliegenben äSinfel ber 9tei^e nad^ gleid^ 
l^aben, fo finb fte gletd^ unb öi^nlid^. 

Unter ben Sogen, weld^e t)on einem 5ßunfte an einen ^auptfrefcS 
reid&en, iji ber fpifee unb normale ber lürjejteunb giebt ben fpl^äri*» 
f^enSlbftanb be8?Punfte* t)om^aupt!rei« an. S)er fpl^ärifd^e 
Slbftanb eineiS $unlte^ von einem ^auptfreiS ift boS Komplement 
feine« fpprifd^en Slbjlanbg Don bem ^ol be« ipauptfreife«. 

12* S)er 5pol A be« igauptfreife«, beffen ebene mit ber ebene 
eine« Äreife« ber Äugel parallel iji, l&at t)on atten ^Punften be« Äreife« 
gleid^e fpPrif(3^e abjlänbe (t)ergl §. 2, 7), unb Reifet ba« fp^ärifd^e 
©entrum be« Äreife«. S)ie gleid&en Sogen, meldte ba* fpl^ärifij^e 
©entrum mit 5ßuntten be« ÄreifeiS tjerbinben, l^ei^en fpl^ärifd^e 

Sftabien be« Greife«. @in ^auptlrei«, ber burd^ 
einen ^JJunft be« Äreife« normal ju bem fpprifd^en 
^ SRabiu« be« 5ßunfteÄ ge^t, unb beffen fp^ärif<^er 
Slbftanb oom fp^ärifd^en ©entrum ein fpl^ifd^er 
SRabiu« iji, ift eine fpprifd^e Siangente be« 
Äreife« (oergl. 5ßlanim. §. 3, 5). S)er fpprifd^e 
aibjianb be« ^oü einer fpl^ärifd&en Slangente be« 
Äreife« Don bem fpprifd^en ©entrum ergftnjt ben 
fpprifd^en Sftabiu« ju einem Duabranten. SBenn B ber 5ßol be« 
^auptJreife« ift, ber einen um A befd&riebenen Ärei« in C berill&rt, 

fo ift CA + AB = CB = 90«. 

S)ie ^punlte, weld^e t)on einem gegebenen ^uvXX ber Äugel, mitl^in 
aud^ t)on ber 5ßolare be« ^ßunfte« gleid^e SKbftänbe ^aben, liegen auf 
einem Ärei«, beffen fpl^ärifd^e« ©entrum ber gegebene 5ßunft ift. 5Die 
^Polaren ber Ärei«punfte l^aben t)on \>tvx fpl^ärifd^en ©entrum gleld^e 
fpprifd^e Slbftänbe unb bilben mit ber 5ßolare be« fpl^ärifd^en ©entrum 
gleid^e SBinfel (7); bal&er berül&ren fie einen concentrlfd^en (parattelen) 
ÄreiS, bie 5ßolarfigur be« gegebenen Äreife«. S)ie fpl^ärlfd^en Sftabten 
biefer Greife ergdnjen fid^ ju 90 ^.*) 

SnSbefonbere ^at ber einem fpprifd^en 3)reiedE umgefd&riebene 
Ärei« ben bem ?|Solarbreiedt eingefd^riebenen Ärei« jur 5ßolarfigur. 
S)iefe Greife finb concentrifd^ (parattel), il^re fpl^ärtfd^en Labien 




*) ©djulj @|)]^äril I, 44. 3)er in ber ©eogropl^ie fogenannte $olar!reiS ift 
bie $o(arfigttr be§ auf berfell^en i^emifpl^äre tiegenben Sßenb^eifeS. ^er mit bem 
äquator parallele ÄreiS, beffen 33reitc 45 o betrögt, fällt mit feinem ^olarfreis 
aufammen. 
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ergättjen ftd^ ju 90®. S)ie polaren her fpi^ätift^eti eentten bct Ätetfe, 
t)Ott benett einet bem fpl^ätifd^en S)teied umgefd^tleben, bet anbete 
bemfelben eingefd^tteben ifl, finb mit ben Steifen bet SReil^e nad^ pat* 
attel; alfo iji bet gläd^enwinfel bet ®benen biefet Äteife bem fpl^cU 
tif(^en Slbftanb il^tet fpptifd^en ßentten gleid^. 

Slnmetlung. ©ine fppttfd^e ©el^ne beä ^eife« unb bet SBinfel, 
rod^tn bie ben ^olatftei« betü^tenben ^ßolaten bet (Snbpunfte bet 
©e^ne bilben, etgänjen fid^ ju 180® (8). S)ie gtöfete fpl&dtifd&e Seltne 
ift ein fpptifd^et S)iametet be^ Siteife«; ben f leinten SBinfel f daließen 
bie fpl^ätifd^en S^angenten an Un (£nbpun!ten eine« fpptifd&en S)ia^ 
metet« ein. 3n bem fpptifd^en S)teie(f, weld&e« von einet fp^ätijd&en 
©el^ne mit ben fpl^ätijd&en SCangenten an ben ©nbpuniten bet ©e^ne 
gebilbet mitb, ifi bie ©umme bet beiben 2;angenten 180® obet mel^t 
obet weniget, je na^bem bet eingefd^loffene Ätei^bogen ein ^albftei« 
ift obet mel^t obet meniget (10, III. 2lnm.). 

13. aOBenn bie ©pi|e C be8 fpptifd^en 2)teiedt8 ABC auf bem 
umgefd^tiebenen Äteife ABC fid^ bewegt, fo bleibt bie SBinfelbiffetenj 
BAC+CBA-'-ACB uttoetanbett. Seseld^net man butd^ M bai 
fpl^ätifd^e ©enttum, fo iji bie SEBinlelbiffetenj 

= CBM+MBA + BAM+MAC—ACM-^MCB = 2BAM 

S)iefet SEBett l&ängt nut Don bet Sage be« fpl^ä*» 
tlfd^en genttum in SJejug auf bie S5afi« AB ab, 
uitb t)etfd6n)inbet, wenn ab ein fpptifd^et SDia^^ 
metet be« Steife« ABC Ijt. SetgL $ßlanim. §. 4, 3. 

mnn bie »aft« ab be8 fpptifd^en 5DteiedE8 
ABC jid^ fo bewegt, ba^ fie ben bem 3)teiedt ein^ A} 
gefd&tiebenen ^ei« nid^t aufl^ött ju betül^ten, fo 
bleibt bie ©eitenbiffetenj BC+CA — AB m^ 
t)etänbett. S)ieS et!ennt man but($ S3ettad^tung 
be« 5ßolatbteiedt8, obet bitelt auf bemfelben SBege, 
bet ju bem entfpted&enben planimettifd^en ®a|e 
fäl^tt ($lanim. §. 4, 9). a)ie ttnt)etänbetlid^e 
©eitenbiffetenj ift bet boppelten fpl^ifdften S^an* 
gente gleid^, weld^e von C b\& an ben Ätei« fid^ 
etfttedtt; jte bettägt 180®, menn bet jwifd^en J^C unb CA von ab 
betttl^tte ÄteiÄbogen ein ^albfteüS ifl (12, 2lnm.). 

Umgefel&tt fd&liefet man: S)ie ©pi^en bet fpl^ätifd^en 3)teiedEe, 
TOeld^e eine gemeinfd^aftlid&e 33afi« unb jmifd&en bet ©umme bet 
SBinfel an bet Sari« unb bem SGBinfel an bet ©pifee biefelbe S)iffe- 
tenj l^abeur liegen auf einem bejiimmten Steife, meldtet bet gemein*» 
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fc^aftlid^en SafliS umflefci^tieben ijl. Z)ie 9afen bet fpl^orifd^en S)rei^ 
ede, TDeld^e ben äSittlel an ber @pi|e gemein utib sn)ifd[fen bet @umme 
bet Seiten an bet @pi^e unb bet SafüS biefeO^e S)iffeteni l^aben, 
betitl^ten einfd^liejsenb einen beftimmten ^eiS, bet bem SBinlel an 
bet ©plfee eingefd&tieben ifl. SDäenn bie aOBinlelbiffetenj 

BÄC+CBÄ — ÄCß = BAD + DBA — ADB 

Ift unb butd^ m, n bie fp^ätifd&en ©entten bet Äteife ABC, abd 
bejeid^net roetben, fo ifi *1BAM == 2BAN, folglid^ u. f. xo. aSetgl. 
aud^ 10, n. 

3)ie ©pi|en bet fpl^ätifd^en SJteiede, weld&e eine genieinf(§aftU(|e 
Sap^ unb gleid&e SBinfelfummen, mithin gleid&e ^l&d&en l^aben (5), 
liegen auf einem bejiimmten Steife (bem ßejellfd^en Äteife), bet 
butd^ bie ©egenpunfte bet ©nbpunfte bet S5afi* gel^t.*) S)ie SBafen 
bet fpptifd&en ©teiede, weld^e ben SBinlel an bet ©pifee gemein unb 
gleid^e 5ßetimetet l^aben, betörten auÄfd^lie^enb einen bejiimmten 
Ätei«, bet bem gemeinfd&aftUd^en SBinfel eingefd^tleben ift. "S^ixvx in 
ben ©d^eitelbteieden ABC, A^B^C l^at man 

CBA + BAC + ACB—\%{i^ = \^{S^—{CB^A^-^B^A^C—A^CB^) 

unb in ben SRebenbteieden ABC, abc^ 

BC+CA + AB = ^60^ — {AC^+C^B—AB). 

9(uiS ben äSotaudfe^ungen 
f daliegt man, bag in bem 
einen gatte B^ A^ c+ CB^ A^ 
— A^ CB^ , in bem anbetn 
AC^ + C^B — AB von 
unt)etänbetli(ä^et ©töfee iji, 
y^t folglid^ u. f. m. 

SBenn bie ©pifee C auf 
bem ßejettf d^en Äteife CA^ b^ 
mit A^ aufammenfäUt, fo 
mitb bet Sogen AC jut fpptifd&en 3;angente biefe« Äteife« in ^, 
(5ßlanim. §. 3, 5). 2Wfo ift bie glöd^e be« fpl&ätifd^en ©teledtö ABC 
bem boppelten SßJinfel (5, 2lnm.) gleid^, meldten bet Sefellfd^e Ätei« 
CA^B^ mit bet SSafi« ^ß in ^i bilbet. mmn bie »afi« ab, meldte 
einen bem SBinfel C* eingefd&tiebenen Ätei» auäfd&liefeenb betü^tt, mit 




*) tiefer @a^ ift von 2ei;tU entbedtt unb fomol^l buvd^ Sied^nund ald aud^ 
burdj Äonftruftion bcroiefen worben: Acta Petrop. 1781, I p. 112 (nidjt Noto 
Acta, wie burd^gängig nad^ Segenbre Geom. Note X citiert n)irb). @inen bireften 
^eweig be§fe(5en Sa^eS f)at @uler gegeben. Sergl. unten 16. ^er ^ugeorbnete 
<Sa4 ift von <Sor(in (@etg. ^nn. 15 p. 302} gegel^en n)otben. 



ber fpptlfd&en Tangente CB beSfetten Äreife« jufanmtettfoat fo rofeb 
B ein ^uttft biefe« Äreife«. älfo ijl ber 5ßetttnetet be« fpl^drtfd^en 
SDteied« ABC gleid^ ber boppelten fpprifd^en Xangente auS C an 
btefen Srei«. 

3Rlt ^ilfe t)on SejeUfd^ett Äreifen fann tnati fpl^ärifd&e SMcelede 
fottftruieren, bie gegebene gläd^en ober gegebene Perimeter l^aben; 
man lann ein fpprifd^e« ^ßol^gon von n Seiten in ein fpl^&rifd^e« 
^polpgon von n—i Seiten unb von gleid^er gläd^e ober von gletd^em 
^Perimeter tjerroanbeln, u. f. n).*) 

14. aSenn ein fpl^ärifd&eä SJieredE einem Äreife eingefd^rieben ijl, 
fo ift bie Summe oon jraei gegenüberliegenben SBinleln ber Summe 
ber beiben anbern SBinlel gleid^. SOBenn ein fpprijd^e« SSiered einem 
Greife umgefd^rieben iji, fo iji bie Summe oon jmei gegenüberliegenben 
Seiten ber Summe ber beiben anbern Seiten gleid^. S)abet ftnb fold^e 
Seiten, in Sejug auf meldte ber Ärei« fonträre Sage l^at, mit Ion* 
traren S^id^^w J^ nel^men.**) S3en)eiÄ unb ©rmeiterung mie spianim. 
§. 4, 4 unb 10. 

Umgefel^rt fd^Uefet man: SBenn in einem fpprifd^en SSieredt bie 
Summe von jmei gegenüberliegenben 2Binfeln ber Summe ber beiben 
anbern SBinlel gleid^ ift, fo iji ba« SJieredt einem 
Ärei« eingefd^rieben. SQBenn in einem fpl^ärifd^en 
SSieredE bie Summe von jmel Seiten ber Summe 
ber beiben anbern Seiten gleid^ ifi, fo ift ba« 
SSieredE einem ÄreiS umgefd^rieben. Siegt j. 85. 
B aufeer bem Ätei8 äcd, unb mirb ab t)on 
bem Ärei« in b* gefd^nitten, fo ijl bie Summe 
ber aoSinfel cb'a+adc = dcb' + b'ad, 

CBA^B*CB < CB'A (10, H), bal&er CBA + ADC < CB'A + 

ADC + B'CB ober dcb + bad. übrigen« gelten bie in ber 
^Planimetrie a. a. D. angemanbten Sd^lüjfe. 

16, S)ie ^auptfreife, meldte bie Seiten eine« fpprlfd^en S)reledtö 
normal l^albieren, gel^n burd^ einen 5ßunlt, ba« fpprifd^e ©entrum 
be« bem SDreiedt umgefd^riebenen Ärelfe«. S)ie ipauptlreife, meld&e bie 
aOBinlel eine« fpprifd&en S)reiedt« l^albieren, gel&n burd^ einen 5ßunlt 
ba« fpl^ärifd^e ©entrum be« bem ©reiedE eingefd^riebenen Äreife«. 
aOBie Panim. §. 6, 7 unb 8. 

♦) steinet, aJenöanbrunö unb2:eirung fp^ftnfdjer giguren burdj Äonjhiuftion 
((SreUe 3. 2 p. 45). SBergl. ©ubcrmann nieb. @pl^äri! 97 ff. 

*♦) SejeU Acta Petrop. 1782, I p. 90 unb 100. »ergt. ©erg. aöw. 12 p. 279 
unb 6 p. 49. ed^ut) @p]^ttr» I» 76 f. 

Sal^r II. fi. «itfU 12 




178 tJünfteS SSud^. Steteomettie. 

SHc ^aiiptfreife, toeld^e butd& ble etfpunlte eine« fpl^ätlfd&en 
SJteied« normal ju ben gegenübetUegenben Seiten gejogen werben, 
ge|n burd^ einen ^Puntt*) SSBie ^aniw. §. 6, 9. 

Ober: S)ie Sogen, toeld^e bie ©pifeen eine« fpl^öriWen 3)reie(I8 
mit ben $olen ber gegenüberliegenben @eiten t)erbinben, gel^n burd^ 
einen ^nft Ä)ie S^nnttt, in meldten bie Seiten eine« fpprifd^en 
SreiedE« von ben Rotoren ber gegenfiberliegenben @dEpunIte gefd^nitten 
werben, liegen auf einem ipauptfrei«, ber 5ßolare be« üorl^in er^ 
mahnten fünfte«.**) 

Ober: 3ßtnn in einem fp^örifd^en aSiered bie gegenüberliegenben 
©eiten normal ju einanber finb, fo finb au^ bie S)iagonalen normal 
iu einanber. SSenn in einem fpprifd^en SSieredE bie diagonalen ie 
90® betragen, fo beträgt aud^ ber fpl^ärifd&e äbjianb ber 5ßunfte, in 
meld&en bie gegenüberliegenben Seiten ftd^ fd^neiben, 90 <>.***) 

16. @in fpl^ärifd^e« SSieredE ABCD, meldte« burd& eine ©iagonale 
^c in jmei fpprifd^e ©reiedte geteilt wirb, bie nid&t nur gleid^ unb 
T äl^nlid^, fonbern aud^ longruent finb, ip ein fpl^a** 

rtfd^e« Parallelogramm.!) S)ie diagonalen 
be«felben l^albieren einanber in bem fpl^ärifdden 
©entrum s be« ^ßarattelogramm«. 

S)ie $olarfigur eine« fpprifd^en ^arattelo«- 
gramm« ift ein concentrifd^e« fpPrifd^e« ?ßaraI[elo^ 
gramm. ^tnn ber ^aupttrei«, meld^er burd^ ba« 
fpl^ärifd^e ©entrum s gel^t unb ab normal fi^nei** 
bet, ijl aud^ ju CD normal, unb ber 5ßunft s 
l^at oon AB unb CD gleid&e fpl^ärifd^e Slbjiänbe. S)iefe Slbjiänbe er*- 
gänjen bie fpprifd^en Slbftänbe be« fünfte« S t)on ben 5ßolen E, G 
ber ©eiten ab unb CD ju 90 <^, folglid^ liegen E unb O auf einem 
burd^ S gel^enben ißauptlreife fo, ba§ es = SO. ebenfo liegen 
bie $ole F, H ber ©eiten bc, da auf einem burd^ s gel^enben 
^uptfreife fo, bafe FS = SH. SBa^er iji efgh ein fpl^ärifd&e« ^ßar«* 
aUelogramm unb concentrifd^ mit ABCD. 

aOBenn jmei folgenbe SBBinlel eine« fpprifd&en 5ßaraBelogramm« 



y^ 




*) tiefer ©a^ ift t>on Dauertet ©erg. ^ntu 15 p. 87 unb @cl^u(| @p|^&ti! 
II, 47 burd^ äted^nung betoiefen toorben. 3)en !onfiru!tit>en ^etoeid l^at ©uoer« 
mann nicb. ©pl^tteil 68 ö^eben. SJctgl. unten §. 5, 3. 

♦♦) »obiuier ©erg. Sinn. 18 p. 195. ©ubermann nieb. ©pl^äri! 69. 
***) Soadjtmgtljal nadj Sietfemannö aWitteUung in ©runert ^x^vo 32 
p. 108. 

t) @ulet Nov. Act. Petrop. X p. 67. »ergr, ©(§ul8 ©pl^f I, 94 ff. 
©ubermann nieb. ©pl^ärif 78 ff. 
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gleid^ finb, fo Ifl baä fpprljd&e 5ßaraIlelogramm einem Ärei« ein^ 
gefd&rteben; wenn jtoei folgenbe ©ettett gleid^ [inb, fo Ifl e8 etnem 
Äretö umgefd^rteben (14). 

S)ie gegettitberliegenben ©eiten BC unb />^, ^j5 unb GD fiä^nei-» 
ben fi(]& auf ber 5ßoIate be« fpl^ätifd^en eenttum 8. Sejeid^net man 
ben S)utd^fd^nitt t)on BC unb DA burd^ T, feinen ©egenpunft butiä^ 
2^1 f fo folgt au« ber tongruenj ber fpl^ärifd^en S)reie(fe SCT unb 
SAT^, bafe /Sr = T^aS' = 90^ ift. 

3ttJei folgenbe MvyxnH^ be^S fp^ärifiä^en ^ßarattelogramm« unb 
bie ©egenpunite ber beiben anbern liegen auf einem Ärei«. S)enn 
oon bem ipauptfrei«, weld^er burd^ S gel^t unb bie Seiten BC, da 
l^albiert, ^aben bie fünfte A, B einerfeit«, G, D anbrerfeit« gleid^e 
fpprifd&e Slbftänbe, alfo aud^ bie ©egenpunfte c;, D^ einerfeit«, a^, 
B^ anbrerfeit«. Salier liegen C, D, A^, B^ unb A, b, C^, D^ auf 
je einem Greife fo, bafe bie beiben Äreife ©egenfiguren flnb. @benfo 
liegen B, C, £>,, Ai unb D, A, B^, C^ auf ©egenf reifen. 

Überl&aupt l^aben jwei ©egenfoeife, beren ^nlte t)on einem $aupt^ 
frei« (tquator) beiberfeit« gleid&weit abflel&n, biefelben ©igenfd^af ten 
wie in ber Planimetrie jmei Sinien, beren 5ßun!te t)on einer ©eraben 
beiberfeit« gleid&weit abfielen. SQäenn ein ^auptlrei« einen Ärei« 
fd^neibet, fo fd^neibet er au(| ben ©egenfret«; ber Sogen jmifd^en ben 
beiben JDurd^fd^nittÄpunften wirb t)on bem Äquator l^albiert, unb ber 
^auptfrei« bilbet mit ben ©egenireifen in ben S)urd^fd^nitt«punlten 
gleite SBinfel (©egenwinfel, SBed^felroinlel). SBenn jwei ipauptlreife 
burd^ benfelben 5punft be« Äquator« gel^n, fo fd^neiben fte bie ©egen* 
freife in ben ©dCpunften eine« fpl^ärifd^en ^parattelogramm«. SBenn A 
ein 5punf t be« Äreife«, dk ein SBo0en be« ©egen^ 
Ireife« ifl, fo beträgt in bem oon dk mit ben 
iQauptfrei«bogen ka, ad gebilbeten S)reiedC bie 
©umme ber SBinlel fomel al« bie ©umme ber in 
bem 5ßunft A gebilbeten SBinlel b. i. 180 <>. mxvx 
AB, CD gleid^e SBogen ber ©egenfeeife, unb BC, 
DA $auptfrei«bogen finb, f o finb A, B, C, d M^ 
punfte eine« fpl^ärifd&en ^Parallelogramm«, unb bie Summe ber SBinfel 
in bem non ben beiben Sogen ber ©egenlreife unb ben beiben Sogen 
ber ^auptfreife gebilbeten SSieredE beträgt 360 <>. SBenn CD, jk 
gleid&e Sogen be«felben Äreife« finb, fo l^aben bie SieredEe abcd, 
ABJK gleidöe gläd^en Oßlanim. §. 9, 2); folglid& ^oben aud^ bie 
fpl^ärifd^en ©reiedte ABC, abj gleid&e gläd^en unb benfelben ©fcefe, 
nämlid^ ben boppelten oon bem Ärei«bogen ab mit feiner fpl^ärifd^en 
©el&ne gebilbeten SlBinfel. Sergl. 13. 

12* 
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17. Unter ben fpl^ärifd^en ©teiedetir roeld^e jtDei gegebene Selten 
CA, AB entl^alten, beten Summe 180^ nid^t etteid^t, l^at bcröienige ble 
gröj3te gläd^e, in weld^em bte ni(ä^t gegebene Seite BC ber S)tametet 
be« umgefd^tiebenen ÄreifeiS iji.*) Unter ben fpl^ärifd^en S)reieden, 
roeld^e jwei gegebene SJBinfel entl^alten, beren Summe 180® überjieigt, 
l^at baSjenige ben öeinpen Perimeter, in meld^em ber nid^t gegebene 
SBinfel bem ©iameter be8 eingefd^rlebenen Äreifc« gleid^ ifl. 

Sem ei«. aWan befd&reibe burd^ bie Oegenpunite A^, B^ von A, B 
Ä ben ftrei«, beffen fpprifd^er ©iameter A^C 

"^ bie Seite CA ju 180« ergänjt. 3)aju iji 
JE^/ / / j \ erf orberlid^ , bafe ab <ims^ — CA ober 

04 + ^0 < 180 <> (12, Slnm.). Siegt D auf 
bem ftreife b^CA^, fo ifl bie f^läd&e ABB 
= ABC (13). 3fi nun ba auf bem Sogen 
^ DA fo grofe aI8 C^ fo ift EA < i)^ meil 
iliE = ^,C > A^D, mithin iji bie gflad^e 

ABB < ^.BD , ABJS < ABC, SJobei tft 

in bem fp^rifd^en ©reiedt ABC bie SQSinfelbifferenj jb+c— ^ = 
— ^i + c + ^i. SBeil ober A^C ein fpl^ärifd&er ©iameter ijl, fo 
t)erfc^minbet — ^j + c+^i (13), alfo tjerfd^minbet b + c—a, 
unb 5C iH ein fpl^ärifd^er S)iameter be« Äreife« ABC. 

Um ben 8ufa|, meldten bie 5ßolarfigur liefert, bireft ju bemeifen, 
befd^reibe man in ben gegebenen SBinfel acb ben Ärei«, bejfen fpprt*» 
fd^er ©iameter ben anbern gegebenen Sffiinfel ju 180 <> ergänjt ©aju 
ift e« erforberlid^, bafe acb größer ifi al« ber Slebenminfel be« anbem 
gegebenen SQSinfefö (12, 2lnm.), bafe alfo bie Summe ber gegebenen 

^ SBinfel mel^r al« 180 ^ beträgt. 2)ann teilt man 
' ben fpprifd&en SBinfel ACBCy^ in bie ^Weben«^ 
breiedfe ABC unb abc^ fo, bafe bie Seiten AB 
unb BC^ ben eingefd^riebenen ÄreiS an ben 
gnbpunften eine« S)iameter? berül^ren, miti^in 
ber SBinfel abc^ bem fpl^arifd^en 3)iameter be« 
eingefd^riebenen Äreife«, ber SBinfel CBA bem 
äioeiten gegebenen SBinfel gleid^ ift. SBirb nun 
bemfelben Greife ba« fpl^ärifd^e SDreiedt C^bb 
umgefd^rieben, fo l^aben ABC unb bbc gleid^e 
5ßerimeter (13), unb ber SBinfel bbc^ über«- 
trifft ben SBinfel abc^ (12, Slnm.). SKad^t man ben SBinfel 




*) Segenbre Göom. VII, 26. SSeröI. ©teiner ©reHe 3. 2 p. 63 unb "24 
p. 102. S)er 3ufat »ar un(emer!t geblieben. 
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FEC, = ABC,, fo überttifft bet ^ßetimetet be« fpptifd&en S)tetecf« 
GFE ben 5ßettmeter t)Ott cz>£, alfo aud^ t)on äbc. S)abet ift 

C^+^^-^C AC, + AB + C,B. SBeil aber bet SBittfel 

ABC, etnem fpl^ärifd^en S)iametet be« bem fpl^örifd^ett Siteied .liJCi 
etngef(]^ttebenen Äreife« gleid^ ifi, fo l^at ble ©eitenbiffetenj —AC,+ 
AB+c,B ben SQBert 180 <> (13), folflUc^ ^at CA + ab — bc ben* 
felben SBett, unb bet SBtnfel BAC ift bem fpl^ättf^en »iametet beä 
bem fpl^ärifd^en ©teiecf ABC emgefd^riebenett Äreife« gleld^. 

Slttmetlung. ißtetau« folgt, bafe bte oon planen giguren be- 
wiefenen ifoperimetrifdöen ©äfee (^lantm. §. 15) aud^ für fpl^ätifd^e 
giguten il^te ©ültigleit beimaßen. 

18. 3u pel gleid&en Sogen ab, ab* giebt e« auf bet ^gel 
einen ^punft s, roeld^et mit ab unb A'b* longtuente fpl&ätifd&e »teiede 
bilbet JDenn bet §auptftei«, meldtet 
ben SRebenrotnIel be« oon ab unb 
A*B* eingefd&loffenenSBinfel« l^albiett, 
mitb t)on bem ipauptftei«, meld&et 
ben SJogen AA notmal l^albiett , in 
Ä fo gefd^nitten, ba§ nid^t nut bie 
Sogen SA unb SA\ fonbetn aud^ 
bie fp^ätifc&en SKbftänbe SJ unb SJ' 
be« 5ßunfte« s t)on ben Sogen ab 
unb A*B* gleid^ ftnb. ©al&et flnb bie fpl^ätifd^en ©teiedfe SJA unb 
SJ'A*, SJB unb SJ*B', alfo aud^ SAB unb sab* tongtuent. 3u^ 
gleid^ ift bet SBinlel AS^ = ASB+bsb' + B'SA = bsb\ 

S)emnadö giebt e2 ju jmei longtuenten fpptifd&en gtguten ABC . . 
unb AB*C' . . einen fid& felbft fo entfpted^enben ^mtt s, bafe sabc . . 
unb SAB*C* . . fongtuentunb bieSBinlel ASA, bsb', CSC\ . . gleid^ 
finb. SBenn man bie etfte gigut um s btel&t, biä SA ben SEBinlel asa 
obet ben SQSinlel ASA + iso^ jutüdfgelegt l^at, fo gelangt bie gigut 
ABC jut 3)edfung Don ab*C* . ., obet in fol(i^e Sage, bafe abab\ 
ACAC\ BCB*c*, . . concenttifd&e fpl&cttifd&e 5pataIlelogtamme finb/) 

19. 3u jwei gleid^en Sogen AB, Aß* giebt e« auf bet Äugel 
einen §auptfteü5 s, roeld^et mit ab unb AB* entgegengefefet glei(§e 
SBinfel bilbet, oon meld^em A unb ^', B unb ^' entgegengefefet 
gleid^e fpl^ätifd^e Slbftänbe l^aben, beffen ^ol iv^ feinem ©egenpunit n. 




*) S)cr §auptteil bicfcä ©a^cS ift von @ulcr (theoria motus corp. solid. 
978 ff.) gcgeBen njorbcn. 3)a§ fcciterc enthält bie Slbbanblung beä S^crf. über 
©leidjl^eit unb Äl^nlici^feit 30 ff. «ergl. ^lanim. §. 7, 2 ff. 
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betfieflalt entfpri^t, bag bie fpl^fitifd^en 2)teie(Ie nab unb iV^^'B' 
gleld& uttb a^ttli<§ unb etttgegettgefeltert Sinne* ftnb. SBBenn 8, J, J* 
bie Dotige Sebeutung l^aben, unb ii ben S)ut(i^f<^nitt bet gleichen 
Sogen AB, A!B b^eid&net, fo finb bie fpl^ätifd&en S)teie(fe SRJ, 
SRJ' entgegengefefet gleld& unb äl&nlid^. 2)a^et ifi ä J = ä J' unb 
JJ* bilbet mit -45, -i'JB' entgegengefefet gleidje saäinleL 3Sknn nun 
N unb JVi bie 5|Jole von JJ' finb, fo finb bie fp]&ätifd|en »reiede 
NJA unb N^J'A\ NJB unb iv^iJ'^', i^^lß unb n^a'B' entgegen^ 
gefegt gleid^ unb äi^nlidg. 2)al^er l^aben A unb A', B yxxCo B" ent^ 
gegengefefet gleid&e fpprif(3^e Sttfiänbe wn JJ\ unb bie SBinfel 
ANA, BNB*, JNJ' fmb gleid^. 

S)emnad^ giebt tS }u in)ei entgegengefe|t gleid^en unb ol^nUdgen 
fpl^otifd&en giguren ABC unb a\b*C' . . einen 5ßuntt n, ber feinem 
©egenpunft N^ fo entfptid^t, bafe nabc .. unb n^A'b'C. ent- 
gegengefe|t gleid& unb ä^nlid^, unb bie SBätnlel ana\ bnb, cnc, . . 
glei($ jtnb. SSBenn bie etfte ^igut um N gebtel^t wirb, i\S na ben 
aSinlel AZv:4'H-i800 ober ana' jutfidgelegt Mr fo fattt bie ?5igut 
mit bet @egenfigut bet anbetn sufammen, obet fte liegt mit il^ 
fgmmettifc^ jut 5ßolate oon N, b. 1^. bie Sogen AA\ bb\ . . met^ 
ben oon biefem ^auptlteis notmal l^albiett. 



§. 5. ©de, ^rigma unb bie perfpeftit)ifd^en 

Figuren. 

1. eine Sleil^e vtm SBinfeln, bie einen gemeinfd^aftlid&en ©d^eitel 
l^aben, beten jebet mit bem folgenben, unb beten leitet mit bem etfien 
einen @d^enlel gemein l^at, fd^eibet avä bem 9taume um ben gemein^ 
fd&aftUd&en ©d^eitel einen Slaum ab, bet eine ®(Ie (yaw/a axBQea Euch 
XI def. 11, angulus solidus, Staumwinlel) genannt mitb. ©et ge«^ 
meinfd^aftli(]^e ©d^eitel l^eigt bet @(j^eitel bet Mt (sommet, @pige, 
©enttum), bie gemeinf($aftli(^en ©d^enfel bet folgenben SBinfel l^eifeen 
bie Tanten bet ®de, bie jtoifd^en ben folgenben Ranttn entl^altenen 
aBinlel l^eifeen bie Seiten obet glad^en bet Mt, bie jwifd^en ben 
folgenben Seiten entl^altenen gläd^entoinlel l&eifeen bie SBinlel bet ©de 
(wtgl. §. 2, 5). 9fla(| bet Slnjal^l i^tet Seiten (obet Äanten) l^eifet bie 

©de 3, 4, . . feitig (angle triedre, tetraedre. polyedre). @in Äegel 

lann ate eine unenbli(Sfeitlge ®de bettad^tet roetben (§. 3, l). 

^potaüele ®denfd^nitte obet Äegelfd^nitte (ausgenommen bie bo« 
©enttum ent^altenben) finb äi^nlicä^e giguten. SBetben oon ben pat- 
aUelen ©benen bie Tanten in A unb A\ b unb B', c unb C\ 
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ftefd&nltten, fo finb ab unb a'B', bc unb B'C\ CA unb c*A', . . 
pataM, unb wegen bet gleid^en SBinfel (§. 2, 5) bie ©reiede abo 
unb ^'i5'C', ii5i) unb ab^d*,.. ä§nU(ä&, folglid^ bie giguten 
ABCD..uxüi A*B*0*D' . . ä^tilid^ (^lanint. §. 12). ®ie gläd^en bet 
patattelen ©d^nitte ^erl^alten fid^ ju einanbet, wie bie Duabtate il^tet 
Slbftänbe t)om ßenttum ä, weil ab : ^'J5' = sa : aS^I' u. f. xo. 

3. Unter bem Äugelf d^nitt einet (Sde (eine« legete) witb bie 
fpptifd^e gigut tjetftanben, welche bie ©de (bet Äegel) mit einet 
concenttifd^en Äuge! gemein l^at, beten SRabiuä eine Sängeneinl^eit iji. 
S)ie Seiten bet @dte finb ben Seiten biefet fpptifd^en gigut gleid^, 
wenn man ftatt bet Sogen t)on ^auptfteifen beten ßenttiminlel fefet 
(§. 4, 7. SSetgL ?ßlanim. §. 13, 8); bie SBinfel bet ®dEe finb ben SBinfeln 
bet fpl^atifd^en gigut gleid^ (§. 4, 2). S)ie ©igenfd^aften bet Seiten 
unb SBinlel einet ©de metben ouS ben ©igenfd^aften bet Seiten unb 
SBinlel il^teS Äugelfd^nittä etlannt. SBenn bie Äugelf($nitte von 
jtt)ei @dEen fongtuent finb, fo finb audö bie ©den fongtuent, alfo ifi 
eine 6de butd& il^ten Äugelfd^nitt benimmt. 

3n)ei Mttt finb tJon gleid^et ©töfee (amplitudo, apertura, capaci- 

tas), wenn il^te Äugelfd^nitte gleid&e %l&ä)tn l^aben. hcä SSetpltni« 
einet ®de pim ganjen 3laum ift bem SSetpltni« bet glad^e il^te« 
Äugelf (|nitt8 jut ganjen Äugel gleid^; abgeJütjt: bie ©töfee einet ©de 
ifi bie glfid^e i^te« Äugelfd^nitt«.*) 

Sie ©etaben, meldte t)on ben 5ßunlten i>t& 5ßetimetet« einet 
gläd^enfigut nad^ bem Sluge eine« S3ettad&tet* betfelben gel^n, liegen 
auf ben Seiten einet @de (eine« ÄegelÄ), beten ©töfee (bie gläd^e 
il^te« Äugelfd^nitt«) bie fd^einbate @tö]3e bet giäd^enfigut fftt 
ben gegebenen Ott be« äuge« angiebt. . 

3n)ei Mm l^ei^en ifopetimettifd^, menn il^te ffiugelfd^nitte gleid&e 
5ßetimetet l^aben. Untet aDen ifopetlmettifd^en Mm l^at bet Sftota* 
tion«Iegel bie gtö^te Slmplitube; untct allen Mtn t)on gleid^et Slmpli^ 
tube ]&at bet Sftotation«! egel ben fleinfien 5petimetet be« Äugelfd^nitt«.**) 

3u lebet ®de gel&ött bie ©egenede unb bie 5ßolatede betfelben, 
bejiimmt butd& bie ©egenflgut unb bie 5ßolatfigut il^te« Äugelfd&nitt« 
(§. 4, 3 unb 9). 

3. S)tei ^httitUf bie einen enblid^ fetnen ^JJunft gemein l^aben, 
teilen ben Sftaum in 8 bteifeitige Mtn. 3n einet biefet Mtn gel^öten 
aufeet il^tet ©egenede 3 SRebeneden unb beten ©egeneden (§. 4, 3). 

*} 3la^ dabafilag (Kommentar jum ^Imageft 1350) miigeteitt von Sßxttüo 

Opt I, 87. 

**) ^cScatteS Oeuvr. in^d. II p. 218. SSergl. §. 4, 17. 2lnm. - 
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S)le ©betten, toeld&e bie ©eltett eittet btelfeitlgett Mt ttotmial 
l^albieten, fd^ttelbett fi($ m eittet ©etabe«, bet Stye be^ bet ©de ttm-» 
flefd&rlebettett Sftotatiott^lefletö. S)ie ©bette«, tt)eld^e bie SBittfel eittet 
bteifeitigett ©de l^olbietett, fd^tteibett fid^ itt eittet ©etabett, bet äye 
be« bet ©de eittflefd^tiebettett SRotatiottafegel«. 5J)etttt bo« fpptifd&e 
S)teied, tt)eld^e« bet Äußelfd^ttitt bet ©de ift, l^at fotool^l eittett um^ 
gefd^tiebettett; alg attd& eittett elttgefd^tiebettett Ätei« (§. 4, 15). ©bettfo 
giebt e« füt bie 3flebettedett ie eittett uuigefd&tiebettett uttb eittett eitt^ 
gefd&tiebettett SlotatiottÄfegel. SSetgl. §. 3, 10 uttb 11. 

S)ie ©bettett, tt)eld^e bie Äatttett eittet bteifeitigett ©de auf bie 
gegettftbetliegettbett ©eitett ttotttiol ptojicietett (§. 2, 6), fd^tteibett fid& 
itt eittet ©etabett. SJetttt itt bem fp^ötifd^ett S)teied, tt)eld^e8 bet 
^ugelfd^ttitt bet ©de ift, gei^tt bie Sogett^ xod^t man auS bett ©d^ 
Pttttitett ttotttial ju bett gegettilbetliegettbett ©eitett jiel&t, butd& eittett 

5ßUttIt (§. 4, 15). 

ättttietfttttg. Um blteft ju ben)eifett, bafe bie ©bette C/Sfi> 

s ttotttial jttt ©bette ^ä^^ ift, tt)etttt ^aSZ> ttotmal 

jtt BSC Uttb jBÄi) ttotttial jtt C3A, fd^tteibe 

matt bie Äatttett butd& eitte ©bette, bie ju SD 

ttotmal jlel^t S)atttt iji ASD ttotmal ju -ßc; 

tt)eU biefe ©bette ju ^/S^C uttb äbc ttotmal iji 

(§. 2, 4); ebettfo BSD ttotmal ju CA. Salbet 

ift bie ©etabe ad bet ©bette ii/SfD ttotmal ju 

jBC (§. 2, 1), Uttb bie ©etabe BD bet ©bette 

BSD ttotmal JU C^f alfo auä plauimettifd&ett ©tüttbett CD ttotmal 

gu ^^ (^lattim* §. 6, 9). SQSeil abet aud^ SD ttotmal ju ^^ iji, fo 

ftel^t bie ©bette CSD ttotmal ju -4^ uttb ju asb. 

L ©itte Steil^e oott ©tteifett, betett jebet mit bem folgettbett, bet 
leite mit bem etfiett eittett ©d^ettfel gemeitt l^at, fd&eibet oott bem 
3flaum eitt 5ßti«ma*) ab. 3)ie gemeittfd&aftlid^ett ©d&ettfel bet folgett-» 
bett ©tteifett l^eifeett bie Äatttett, bie ätt)ifd^ett bett folgettbett Äatttett 
etttl^altettett ©tteifett l^eifeett bie ©eitett, bie jn)ifd^ett bett folgettbett 
©eitett ettt^altettett gläd^etttt)ittfel ^tx^tn bie SBittfel be« 5Pri«ma. 3flad& 
bet Slttjal^l f eittet ©eitett (obet fiatttett) l^eigt ba2 5pti«ma 3, 4, . . 




*) 2)er oon nglcj (fäge) oBgereitete ^axm ngtotia Beaeid^net nadj altem ©e^ 
braud^ eine burd^ jwei parallele @6enen Begtenjte ©d^id^t beä fonft nad^ einer 
aiid^tung (unb nac§ ber entgegengefeftten SRid^tung) offenen $ri§ma. SBergl, unten 
§. 6, 2. 3n ber Dptif ©erfte^t rnoxi unter einem ^riäma gewö^nlid^ nur ein jwei» 
feitigeS, b. l^. einen (maffiüen) glädjenwinfel. 
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fettig, ©et S^linbet lantt al8 ein unettblidöfeitlge« ^xiSvxa Betrad^tet 
werben. 

^parallele (Sbtmn, bie mtt ben Tanten eine« 5ßtii8ma nid&t parallel 
finb, fiä&neiben ba8 $ti3nia in fongtuenten f^iguren (i). Unter ben 
©d^nitten eine« 5ßri«nia ift fein 3toxmal^^nxU auägejeid&net b. ^, 
bie gigur, in roeld&er ba« 5Pri«ma burd^ eine ju ben Äanten normale 
ebene gefd^nitten wirb. SEBenn jwei 5prü8men longruente 3loxmaU 
fd^nttte l^aben, fo finb fie longruent (§.2, 5); alfo ift ba« 5pri«ma 
burd^ feinen JRormalfd&nitt beftimmt. S)ie ©eiten, bie SOBinlel unb bie 
©rö^e be« 5Pri«ma finb burd& bie Seiten, bie SBinfel unb bie 
gläd&e be« 3lormalfd^nitt8 beftimmt. ®a« »erpltni« eines 5pri«nia 
iVLVX unbegrenjten ätaum ift oon Slflull ebenfo wenig t)erfd&ieben; al« 
bo« aSerl^ältnia ber ?5läd&e feine« 3florntalfd^nitt« jur unbegrenjten 
ebene. 

ein $ri«wa (Splinber) lann ali eine edfe (Äegel) betrad^tet wer«' 
ben, beren ©d^eitel (ßentrum) unenblid^ fem ift. S)er SRormalfd^nitt 
be« 5ßri«nia erfd^eint al« S)urd&fd^nitt be« 5ßri«ma mtt einer concen*» 
trifd^en Äugel (2), weld^e bei unenblid^er gerne be« eentrum nid&t 
von einer &Unt unterfi^ieben wirb, bie ju ben Äanten (Sftabien) nor- 
mal ftel^t. 

S)rei ebenen, bie einen unenblid^ fernen $unft gemein l^aben 
(mtt einer nad& bemfelben gerid^teten ©eraben parallel finb), teilen ben 
Sftaum in 7 Slaume (§. l, 9. SJergl. $lanim. §. l, 4). einer berfelben 
ift ein breifeitige« ^ri«ma, brei anbere finb aö SRebenpri«men be«^ 
felben ju betrad&ten. 

6. ein e^linber (5ßri«ma) wirb von einem glad&enwinfel in 
gleid&en unb äl^nlid^en giguren gefd&nitten, wenn bie ben giäd^enwinlel 
^albierenbe ebene ju ben Äanten be« eplinber« 
normal ftel&t. SBerben bie Äanten be« e^linber« ^ 

von ben ©etten be« gläd^enwinlel« in A, b, c, ,. 
unb Ä^, B^, c^, . . gef (Quitten, werben biefelben 
oon ber ben gläd^enwinlel l^albierenben ebene ^--j^ 
normal in A2, B^, C^, . . gef Quitten, Rnb femer 
AA^A^ , BB^B^ , . . SRormalfd^nitte be« gläd^en^ 
winfel« AMNA^, fo folgt au« ber ©leid^l^ett unb 
SSt^nlid^fett ber S)reiedEe a^a^a unb AA^a^, b^b^b unb b^b,^b^,.,, 
ba)5 A unb ^,, B unb b^, . . fpmmetrifd^ jur l^albierenben ebene 
A^MN liegen, ba| alfo ab = a^b^, , ., bie Figuren ABC . . unb 
Jj 5, Cj . . gleid^ unb aJ^nlid^ finb. 

SBennlin«befonbere . auf^einem ©glinber ein Ärei« liegt, fo giebt 
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t& auf bem S^Iinbet einen gleid^en ^etö, bet mit jenem f^mmetrifd^ 
ju einem 5Rormalfd^nitt be« ©pUnberiS liegt.*) 

aOBenn überl^aupt bie ©plinbetftguten ABC .. unb ä^b^c^ . . 
flleidö unb äl&nli4 unb bie Äantenftüde aä^, bb^, CC^, .. ni(ä^t atte 
einanber fllei(ä^ finb, fo liegen bie fjiflnten fpmmettifd^ ju einem Slot*» 
malfd^nitt beä ©plinbet«. ©inb A4,, jöBj, CC, unglei^, il2f ^2r ^2 
il^te aRitten, fo l&aben bie aSietede AA^B^B, BB^C^C,., jwei 
parallele unb jmei gleid^e @eiten; ballet ftnb bie ©etaben a^b^, 
B2C2, .. notmal ju ben Äanten be8 ©plinbet«, mitl^in bie gigur 
A2B2 Gj . . ein Sflormalfd^nitt be« ©ijlinbet«. SEBenn inabefonbete 
OCj = BB^ x% fo finb BC, B^c^, B^C^ patattel, unb ba« aSiererf 
BB^c^c i^ ein aieftangel. 

®in Splinber n)itb t)on einer ^gel in gleidgen unb ol^nlid^en 
giguren ABC . . unb A^B^Ci . . gefd^nitten, weld&e ju bem 3lorma^ 
fi^nitt beS ©glinber«, ber burd^ baS ©entrum ber Äugel gel^t, fpm^ 
metrifd^ liegen. S)enn bie parallelen ©eignen AA^, bb^, . . werben 
oon ber ©entralebene, bie ju il^nen normal ifi, l^albiert. 

3ft oon ben ©(^nitten eine« ßpUnber« burd^ eine ^gel ber 
eine ein ^ei«, fo ifl ber anbere ein gleid^er Ärei«. 

®n Süfd&el t)on Äugeln, bie einen Ärei« gemein §aben, wirb 
t)on einem ©plinber, auf meld&em ber gemeinfd^aftlid^e Ärei« liegt, in 
Greifen gefd^nitten, bie parattel unb bem gemeinfd^aftlid^en 58reiÄ gleid^ 
finb. "X^tixxi jeber t)on biefen Greifen liegt mit bem gemeinfd&aftlid^en 
Ärei« fpimetrifd& ju einem 5Rormalfd&nitt be« ©glinber«. 

Swei gleid^e unb ni(^t parattele Äreife fe unb k^ eine* ßplinber« 
liegen auf einer Äugel. 3)ie Äugel, meldte ben Ärei« fc entl^ält, unb 
beren ©entrum auf ber ®>iXit liegt, ju meld^er fc unb fc^ fpmmetrifd^ 
liegen, fd^neibet ben ©plinber in bem firei« fcj, mit toeld^em \ jufam** 
menfällt, meil fc, unb k^ mit h fpmmetrifd^ ju berfelben ©bene liegen. 

Sroei gleid^e Äreife einer Äugel liegen auf einem ©plinber. S)enn 
fie liegen fpmmetrifd^ ju bem igauptfrei« ber Äugel, ju meld^em bie 
fpprifd^en Zentren ber Greife fpmmetrifd^ liegen. 

6. aOäenn man bie fünfte einer gegebenen gigur auf eine gege^ 
bene gläd^e burd^ ©erabe projiciert (§. 2, 6), bie bur(^ einen gegebenen 
5punlt gel^n (einen SSüfd^el bilben), fo erplt man eine ©entraU 



♦) 95ott ben Bciben 5lrciäf(i^nitten cincS foldjen G^Iinbcrö bcifit einer in »ejug 
auf ben anbetn ein 9BBed^felfd^nitt beS ©^linberS, anti|)araueler ©djnitt, sectio 
subcontraria, xoßri vnevavxia nad^ ^poHoniud Con. I, 5 unb ©etenuS über 
ben ©glinber (1, 6) xn gaHe^S SCuSgabe t)on SlpoIIoniuS Conica. SSergl. ben «uf* 
fa^ beg $erf. m ^ord^airbt 3. 54 p. 162. 
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|)roieIttott (^erfpelttoe, petfpefttotfd^e ^Ptojeltion) bet gegebenen 
gigut. S)abei wirb eine ©trede burd^ einen aOStnlel, eine Sinle butd^ 
einen Äegel ((Sbene) projiciett. S)er gemeinfcä^aftlid^e ^ßunlt bet pto.^ 
licietenben ©eraben unb gläd^en, aus bent ble gegebene ^gut pto^ 
jiciett mxbf l^eifet bo* 5ßtoieItionÄcenttuni* 

aOBenn bie 5|Jtojlicierenben parallel finb, fo erpit man eine 5ßat:^ 
aUelprojeftion bet gegebenen ^gut. 3Ran lann biefelbe atö 
©enttalptoieftion au* einem unenblid^ fetnen 5ßtoieftion«centtttm be^ 
ttad&ten. S)ie 5Rotmalptoieftionen gel^öten ju ben 5ßataDelptoieftionen, 
mitl&in au(ä& ju ben ©enttalptojeftionen. 

Untet ben ßenttalptojeltionen von fpptifd^en giguten jinb bte 
fieteogtapl^ifd&en*) auägejeid^net, bei rod^tn bai ^ßtoieltionÄcen" 
ttum auf bet Äugel liegt unb bie 5ßtoieftionÄfläd&e plan unb pataHel 
ijl mit bet ebene, weld^e bie Äugel in bem 5ßtoieftion3centtum betül^tt 

anmetlung. Untet ben planen Slbbilbungen bet ®tbobetfläd&e 
ift bie aJletcatotfd^e**) auagejeid^net. S)ie ©ilbet bet SUletibiane 
ftnb patattele ©etabe, beten Slbfiänbe ftd^ ju einanbet tjetlöalten, wie 
bie Sffiinlel bet 3Ketibiane. SebeiS SDteied be« Silbe« ifi bem abge^ 
bilbeten fp^tifd^en ©teted um fo älönli(§et, ie Ileinet bie Seiten 
begfelben. S)al^et flnb bie Silbet beS äquatotS unb bet ?ßatattet 
Iteife patattele ©etabe, meldte bie 3Retibiane notmal fd^neiben; abet 
bet Slbjianb be« Silbe« eine« 5ßatattel!teife« von bem Silb be« 
tquatot« ifi l)em SKbjianb be« abgebilbeten $atattelfteife« von bem 
tquatot nid^t ptopottional. 3flamentli(^ mitb e« butd^ bie SUletcatotfd^e 



*) ©tfunbcn üon §ipparc§u8 (160 o. ®l^r.) nadj ©^ncfiuS* Scridjt, \imxMCt 
öon Ägumon (Optica 1613 p. 498). Sergl. Älügel matl^. 3B. IV p. 492. gn 
ben sur 3eit nur lateinifd) gebructten @d^riften von $tolemäug Plamsphaerium 
unb De anaJemmate werben bie ^Jrojefnonen be^anbelt, in ber erftem oie ftereos 
9tq)l^if(|e, in ber anbem bie ortl^ograpl^ift^e. 

**) (äeri^. SÄercator (Äremer) l^at eine foldje Slbbilbung (@ee!arte, SBerbeffe* 
rung ber l^erfömmlid^en $l[att!arten) 1569 p ^uidburg l^erauSgegeben. ^ag ^rinjip 
berfelben (infolge beffen bie 5lbbilbung f onf orm na(| ® auj genannt wirb, Unter* 
fud^ungen über ©eobäfte 1844. @ött. 9(bb. ü) ift auf ber jlarte an^emerft, unb 
n)urbe aUgemeiner be!annt burd^ Wrignt the correction of certain errors in 
navigation, London 1599. ^ergl. ^ reu fing über ® er l^arb Bremer gen. ST^ercator, 
Duisburg 1869. äOeiter entn)i(Ielt nmrbe bad ^rin^ip burd^ iSambert Seiträge 3 
p. 115 ff. Bagrange M^m. de Berlin 1779, Sau^ 1822 in @d^umad^er§ ^ftron. 
^§.3, gacobi ^^nami! p. 215. 2)ie Sa^n bed nad^ bem ^onn)a| geführten 
@d^iffed n)ar geometrifd^ bestimmt n)orben burd^ ^oniuS (^uneO ae arteat^ne 
rsCUone navigandi 1546, be!annt unter bem '^^maxxi rhomb-line, unea rhombica. 
Rhumbs Reifen l^orijontale SRiÄtungen, $unfte bed ^orisontd, weil bie SBIätter 
ber äßinbrofe fongruente Sibomben finb, beren fpi^e äBimel 45 <) betragen; bie 
6d^eitel ber einen fpi^en äBin!eI finb im Zentrum vereint, bie ber anoem auf 
einem Greife verteilt unb mit ben ^immeldgegenben bejeid^net. SSergl. S reufing 
Beitfd^r. b. ®ef. f. ©rbfunbe IV. ^er ^udbrud rhumb, linea rhombica würbe 
bur(| bad Sßort loxodromia erfe^t von ^neUiud 1624 Tiphys BataTus, s. 
Histiodromice I, 4, 
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Slbbilbutta etret($t, bafe bie Silber oott Sofobtomten ®etabe ftnb^ 
b. 1^. von fold&en Äuroett, toeK&e mit atten sröetibianett, bie fte fd&nei^ 
ben, gleid^e 3Bin!eI bilben. ©in ©(ä^iff, beffen Sauf auf ber See mit 
ber uttDerrildtett S)eIlittation5nabel einen unDeränberlid^en SBBinfel 
bilbet, befd&reibt eine So? obromie. S)et SEBinfel ober, welken bie 9lid&^ 
tung be§ ©d^ip mit ben SReribianen bilben mu§, bamit bo« ©d&iff 
von einem gegebenen Ott nad^ einem anbern gelangt, ift in ber 
aRetcatorf(§en äbbilbung ber ©rboberfläd&e (@ee!arte) meßbar. 

7. SBenn ben ^punften A, b, c, .. einer gigur bie 5punlte ä', 
B", C\ . . einer anbern gigur nad^ einem beliebigen ©efefe entfpred^en, 
unb bie giguren in fold&er Sage fid^ befinben, bafe bie ©eraben äa\ 
BB\ CC\ . . , weld^e bie entfpred&enben 5Punf te oerbinben, einen Süfd^el 
bilben, b. ^. burd& einen 5ßunft gel^n, ber enblid^ ober aud6 unenbli(5 fem 
ift, mitl^in auf einem Äegel ober ©plinber liegen, fo l^eifeen bie Figuren 
ABC . . unb Ä'&C . . in giüdfid&t auf biefe Sage perfpeltioifd^.*) 
6ine fpl&ärifdöe gigur unb il^re ©egenfipr finb perfpeftioifd^, meil 
bie bie ©egenpunlte ©erbinbenben ©eraben burd^ ba^ ©entrum ber 
Äugel gel&n. Sei fpl^ärifd&en ®etrad&tungen werben aud& jroei auf 
einer Äugel liegenbe giguren perfpeftit)ifd& genannt, xotnn bie bie ent*» 
fpred^enben 5ßunlte oerbinbenben §auptfreife burd& einen 5Punft gel^n. 
2Benn jwei S)reiedte ^i^C unb A'B'C perfpeftix)ifd& finb, fo liegen 
bie S)urd&fd^nitte ber entfpred&enben ©eiten ab unb A'b\ bc unb 
B*c\ CA unb CA* auf einer ©eraben, unb umge!el^rt.**) 

Seweiä. SBenn bie perfpeftioifd&en S)reiedfe ABC unb A*B*C' 

nid^t auf einer @bene liegen, f o finb bie 
3)urd&fd^nitte F, G, H ber entfpred^en^^ 
ben Seiten gemeinfd^aftlid^e ^punfte ber 
iSS:>tmn ABC unb ^i'-B'C; folglid& liegen 
fie auf ber ©eraben, roeld^e bie Ebe- 
nen gemein l^aben. Umgelel^rt: wenn 
bie ©reiedfe ABC unb A*&C' nid^t auf 
einer ®bene liegen unb bie entfpred&enben 
©eiten paarmeife ie einen 5ßunft gemein 



s 




*) SRad^ ©teiner f#. ©ntu). p. 4 unb 29, Staubt ®eom. b. Sage 89. ^er* 
fpcftiDifd&e giguren werben in befonbem gäUen ä^nlidj Hegcnb genannt nad^ 
Eucl. VI, 18. XI, 27, §omot]^etifc§ oon ©^aSleä ÖJerg. Sinn. 18 p. 280, loHi* 
near liegenb t)on 3Kaanug Slufgaben b. anal. ©eorn. I p. 44. 

**) 2)iefer gunbamentarfa^ ber „(Geometrie ber Sage" (§. 1, 9) rül^rt t)on 2)eäs 
argueg l^er Oeuvres ed. Poudra I p. 413. SSergl. ^oncelet propr. proj. 168. 
äRöbiuS bat^^c. ^alcul p. 284 unb 346. SDie ®ü(tig!eit beS ea^eg für s^et f|)l^ä:^ 
rifcfie 3)reiecfe einer Äugel wirb burd^ metrifc^e 9lelationen erfannt. ©ubermann 
nieb. @plj. 211. 
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Junten, (o liegen bic ©crnben AA', bb', cc paatTOei(e auf je einer 
Ebene unb ^oben einen 5ßunEt gemein (§. i, 3). 

Sßenn bic petfpeftinifi^en SJreiecte ABC unb A'&(f nuf einet 
@bene liegen, jo jie^e man bie ©«oben A'^, B'S', CS' nai^ einem 
beliebigen ^unft 5' aufiet bet flemetnfc^oft' 
liefen Ebene, unb bie ©eroben AS". SS", 
C8" nad^ einem Beliebigen ißunft S" ber 
©eroben s^. g)te erftetn §ilfalinien , 
l&aben mit ben le^fem ber Sftetfie nad& 
bie $unlte A", B", C" gemein, fo bofe 
A"B"C" fomotil mit A'B'C, olS auc^ 
mit ABC perfi)eftioi(d& i^. 3Iutt gc^n 
bie ©eroben AB, a'b% A"B" butd^ einen 
ißunft F, roeil fie paarroetfe auf einer ebene liegen; ebenfo gelm BC, 
B'Ci B"C" buri^ Q, CA. ca; C"ä" burd& b. Srte 5ßun!tc F, o, h 
liegen auf ber ®eroben, roeld&e bic ebenen ABC unb A"B"C" gemein 
§aben. 

SBenn anbtetfeitB bie ©reiecle ABC unb A'BG auf einet Ebene 
fo liegen, bafe bic ©utt^fc&nitte bet entfpted&enbcn Seiten auf einer 
©eraben 9 liegen, fo projiciere man boä S)tclcd A'B'C? auf eine burdi 
g ge^enbe Ebene ou« einem beliebigen Sßuntt 5*. 3|l A"B"C" biefe 
^rojeftion, fo ge§t a"B" burc^ ben gemeinfi^oftlicöen 5ßunlt »on ab 
unb A'B', u. f. m. S)oI)er liegen AA", bb", cC" paarroeifc auf einer 
Ebene unb ^abcn einen spunlt s" gemein. 
3)en geraeinf^aftliii6en $unft bet ©era- 
ben B'S" unb ber ebene ABC t)aben bic 
©eraben AA', BB', CC gemein. 

ainmerfung. SSenn einem ebenen 
ober unebenen söicrecE abcd boiS Sßieretf 
EFGH fo eingef^rleben ip, baf ein 5ßaar 
gegenüberliegenbe ©ettcn ef, GEaa^ bet 
3)ittgonale AC ^xä) fi^neiben, fo fdineiben 
fit^ bie beiben anbetn fg, he auf ber anbem SJiogonale bd.*) 
©enn bic U)rciede aeh unb CFO ftnb perfpeftiirffij, folglich u. f. xo. 

8. 2Senn bie ^lanfiguren ABCD . . unb A'B'Ciy . . petfpeftioif^ 
unb nld&t in einer Ebene entlialten fmb, fo liegen bie ©uri^fciinitte ber 
entfprc^enben ©eroben ab unb A'B', AC unb A'C, BC unb s'C, . . 
auf bet ©etoben, meld&e bie Ebenen bet !ßlanfiguten gemein §aben. 

Sffienn bie ^lanflgucen abcd . . unb a'B'OD' . . auf einer Ebene 

*] ^DitceUt propr. proj. 166, 
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ober auf oerfd^iebcticn ebenen fo liegen, bat ^^ entfpted^enben Seiten 
bet S)reie(Ie ABC unb A'B'C, äbd unb a'b'i>, . . auf betfelben 
©eraben fid^ fd&neiben, fo ftnb fte petfpeltioifd^ (7). S)er flenieinfd^aft^ 
lid&e 5ßttnft S ber bie entjpted&enben fünfte t)erbinbenben Oetaben ää\ 
BB\ CC, ..j&eifet baö ÄoUineationÄcentrum bet perfpeltimfd&en 
giguren. SlBe ©etaben ber einen gigut fi^neiben bie entfpted&enben 
©etaben bet anbetngigut auf betfelben ©etaben, roeld^e bie kollu 
neationaaye bet petfpeftimfd^en ^ßlanfiguten l&eifet*) 3)en 5ßunften, 
n)eld^e bie eine ^^igut mit bet ^QineationiSajre gentein l^at, entfpted^en 
in bet anbetn gigut biefelben 5Punfte. ©inet ©etaben bet einen 
gigut, bie mit bet ÄottineationSaj e pataHel x% entfptid&t in bet anbetn 
gigut eine patallele ©etabe. S)em unenbli^ fetnen 5ßunlt einet an*» 
betn ©etaben bet einen gigut entfptid^t ein enblid^ fetnet 5ßuntt ber 
anbetn gigut. S)ie 5ßunfte bet gigut ABC . ., meldte ben unenblid^ 

fetnen 5ßunften bet gigut AB*(y . . 
entfpted&en, liegen auf einet ©etaben 
q\ bie fünfte bet gigut A'B'C . ., 
weld^e ben unenblid& fetnen ^ßuntten 
bet gigut ABC . . entfpted&en, liegen 
auf einet ©etaben p'. S)ie ©etaben 
P% q finb mit bet Äottineation«aye 
pataQel bie eine l^at von bet RoHu 
neation*aye benfelbenSlbiianb, aia bet 
ÄoHineationiSpuntt non bet anbetn. 
»ewei«. ®ie entfpted^enben ©etaben ab unb a*b* fiJ^neiben 
fid^ in einem 5ßunlt F bet ÄottineationiSafe; finb O unb B beliebige 
anbete 5PunIte bet ÄottineationSaj e, fo entfpti(|t bem gemeinfd&aftUd^n 
5ßun!t P bet ©etaben AG unb bh bet gemeinfd&aftlici&e ^ßunft P' bet 
entfpted&enben ©etaben AG unb b*h betgejlalt, bafe bie ©etabe pp* 
butd^ ba« ÄoHineationScenttum s gel^t SDenn bie SJteiede AA'G unb 
BB'H finb petfpeftii)ifd& (7), mitl&in liegen bie gemeinfd&aftlid^en ?ßunlte 
i^tet entfpted^enben Seiten auf einet ©etaben. SBenn nun AG unb 
BH pataHel finb, f o ifl SP* mit il&nen patattel, unb bet il^tem gemein*' 
fd^aftlid&en unenblid^ fetnen 5ßunft entfpted^enbe -P liegt auf AG 
enblid^ fetn. @benfo fd&liefet man: xotnn P* auf AG fo liegt, bafe SP* 




*) ^ic ^lanfigurctt, weld^c eine ÄottincationSaEe befi^en, pnb ntd^t ©erfd^ieben 
t)on ben l^omologifd^en giauten ^oncelct'S (propr. proj. 297) unb gehören 
ivx klaffe ber Don ^öbiug (batinc. (Eaicut d. 301) juerft umfaffenb betrachteten 
unb fo benannten loHinearen giguren. ^er oon ®l^agIeS (Ap. bist. p. 259 
b. Überf.) gen)öl^lte ^uSbrud l^omograpl^ifd^ ift bie ttberfe^ung Don (oEineav. 
S)ie tarnen ^oUineotiondcentrum, ^loUineattonSase rül^ren oon SRagnud (anal.« 
geom. 3(ufg. I p. 43 ff.) I^er; berfclbe l^at bie ^eraben p', q (Segenasen genannt 
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unb äO parallel finb, fo entfpted^en ben but4 P' gel^enbett ©etaben 
A'G unb B'H bie parallelen ©eraben AG unb jBä SSottenbet man 
ble ^araHelogromme OP'SQ, hp*sr, . . , fo entfpre(]&en auÄ gleid^en 
®rünben ben burd^ Q, B, . . gel^enben Süfd^eln von ©eraben ber 
gigur ABC . . folii^e Süfd^el oon ©eroben ber gigur a'B'C . ., bie 
mit A'G, B'H,.. parattel finb. S)ie ©treden ÖQ, ää finb paraUel 
unb gleid^, alfo finb m^ QR unb GE parattel, u. f. ro. 

SGBenn bie Ebenen ber perfpeftit)ifd&etf $lanfiguren ABC . . unb 
A*B*C . . nur bie.fioHineationSaje FG . . gemein l^aben, fo liegen ble 
von s na4i ben unenbli(5 fernen 5|Sun!ten von a'b^o . . ge^enben ©e^ 
raben auf einer ©bene, bie mit ber ®htnt A*B*(y parallel ift. 3)iefe 
ebene l^at mit ber ®bene ABC bie ©erabe q gemein, beren 5punfte ben 
unenbli(^ fernen fünften ber gigur A'B^cy . . entfpred^en. 3)ie ©erabe 
q, weld^e ber unenblid^ fernen ©eraben ber ©bene a'B'C entfprid^t, ift 
mit ber ÄoHineation^aye parallel (§. 1, 5). ©b^nfo finbet man auf 
ber (Sbtnt A'B'C* eine ©erabe p\ entfpre(§enb ber unenblid^ fernen 
©eraben ber ebene ABC unb parallel mit ber Äollineationgafe. 

Slnmerfung. SBenn bie 5ßlanfiguren ABC . . unb a*b*C* . . eine 
ÄottineationSaje befifeen, unb jwei ber SSerbinbungSlinien AA*, bb\ . . 
paraCel pnb, fo finb aDe parallel, baS ÄoHineation^centrum ip unenb«« 
lid^ fern, unb bie 5ßlanfiguren finb perfpeltiüifd^ affin.*) Un* 
enbli(| fernen fünften ber einen gigur entfpre(]^en nur unenblid^ ferne 
5Punfte ber anbem gigur (bie S)reie(!e aa'G unb bb'h pnb nid^t 
nur perfpeftit)ifd^, fonbem mä) äl^nlid^, alfo A'G unb b*h parattel). 

SQSenn bie entfpred^enben ©eraben ab unb A'B', . . ber ^ßlan*» 
figuren ABC , . unb A'B^C . . paraEel finb, fo finb bie 5ßlanfiguren 
perfpeltit)if(i& äl&nli($. S)ie Äollineationgaye iji unenblid^ fem, ba^ 
ÄoBineation«centrum l^eifet Sl^nlid^Ieltgcentrum. SBergl. 5ßlanim. §. 12. 

9. ^tnn von ivoti ^lanfiguren, bie eine ^oIlineationiSa;e befi^en, 
bie eine um bie JtoIlineation£a^ gebrel^t mirb, mäl^renb bie anbere 
rui^t, fo bleiben bie giguren perfpeltioifd^ (8), ba« Äottineationäcentrum 
befd^reibt einen Rxt\&, be{fen (Si>tm tut ^oDineationSaye normal fielet 
unb beffen Zentrum auf ber ©eraben liegt, meldte ber unenblid^ fernen 
©eraben ber bewegten 5ßlanfigur in ber anbem ^lanfigur entfprid^t.**) 

*) Xie |)crfp,cftit)if(§en affinen giguren pnb t)on (5Iaitautl731 (S^aSlcS Ap. 
hißt, p. 655 b. ÜBerf.), ®ulet (Introd. II cap. 18), $onceIet (propr. proj. 326) 
betrachtet worben. ^er 3laim Affinität rül^tt von @uler l^et. Umfoffenbe Unter? 
fuc&ungen über bie affinen ^guren l^at auerft Wl'öhiu^ angefteUt. (äor^c ©alctU 
144 ff. 230.) 

♦*) 3»ö5iu8 bar^c. ©alcul p. 326 unb »obillier ©erg. ^nn. 17 p. 385. 
eteiner f^ft. @ntn>. p. 53. SRagnug anal.«geom. 9(ufg. II §. 16. @]^a3Ced 
Ap. bist. p. 81 b. Überf. 
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»etoel«. SDrel^t matt bte gtgur ii^C . . um bie ÄoUitieatlott^ape 
FO, fo Weibett PS, QS ttiit äO, AG patattel uttb PS bel&ält il&te 
Sättge. SBeil fid& »er aBittfel oott iiö tntt ber ÄottltteattottÄttfe tiid^t 
ättbert, fo bleibt ber SBlttlel von PS tuit ber ©erabett p' uttt)erättbert. 
SDal^er befd^reibt PS eittett SftotatiottÄfegel unt bie Sl?e p\ S eiitett 5ßat^ 
allelfrei« beSfelbett. 

10. SEBetttt bie uttebettett SSierede äbcd mh MB'Oiy perfpelti^ 
t)ifd& jtttb, fo liegett bie ©urd&fd^ttitte ber etttfpred^etibett @bettett ABC 
uttb A'B'O, ABB uttb AB'jy, . . auf eitter ßbette, unb umQtU^vt*) 

»eioei«. SDie getneittfd^aftlid^ett ^Puttfte t)ott AB uttb A'B\ ac 

uttb A'C\ AD uttb ii'i)' toerbett burd^ K, L, 
M bejeid^ttet. ©atttt ifi KL bie ÄottitteatiottÄ* 
aje bet perfpeftiotfd^en ©reiede ABC uttb 
A*B'C, LM bie ßoHitteatiottäafe ber perfpef^ 
tit)if(ä&ett S)reie(fe acd uttb ^'C'D', J/^ bie 
ÄoHitteatiottäafe ber perfpeftitJifd^ett SJreiede 
ADB uttb A'D*B'. S)ie Oerabett -BC uttb 
B'C f(5tteiben fid^ auf KL (7), bie ©erabett 
Ci) uttb OD* fd^ttelbeu fid^ auf lm, bie ©e:^ 
'^' raben DB unb D'5' fd^ttelben fid^ auf mk. 
aifo ifl JS-LJif bie ÄoDitteatiou^ebene ber SSier*' 
ede ABCD uttb a*b*cd\ 

Utuflelel^rt: SBettn bie ©betten ABC unb A*B*a bie ©erabe /, 
ABD unb A^B'D* bie ©erabe ^ gemein l^aben, / unb g auf einer 
ebene liegen, fo l&aben fotool^I /, g, ab ate au(S ft 9, ^'^' einen 
$un!t gemein (§. i, 3), alfo l^aben AA' unb -Bß' einen 5ßunlt gemein. 
®benfo erfennt man, bafe je jtoei unter ben ©eraben AA\ bb\ cc, 
DD* einen 5ßunft gemein l&aben, unb fd^liefet barau«, bafe alle einen 
5ßunlt gemein l^aben. 

11. 2Benn bie 3taumfiguren abcd unb A^PCD*, abce unb 
A'B'CE\ . . eine gemeinfd&aftlid^e ÄoIlineation«ebene bejlften, auf ber 
bie entfpred^enben ebenen ABC unb A'B^C, . . fid^ fd&neiben (10), fo 
finb bie 9laumfiguren abcde.. unb a*b*od^e* . . perfpeftit)if4 25en 




*) ^oncclet propr. proj. 582. @in aUgemeinerer ©a^ über bie unebetien 
SJieretfe t)on ©l^agleS (Ap. bist. p. 648 b. Überf.) lautet: ^enn bie ® eraben 
AA', . . auf einem ^perl^otoib liegen, fo liegen aud^ bie ^urd^fd^nitte ber ®f>men 
ABC unb A*B*0, . . ouf einem ©^perboloib. ^ergl. §erme8 tn Sordjarbt 3- ^6 
p. 218. 
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5ßuttlten, weld&e bie eine fjiflut mit bet ÄdHineationSebene gemein l^at, 
entfpted^ett in bet anbetn gigut biefelben 5ßun!te. Sinet ©eraben bet 
einen glgut, bie mit bet fiottineation^ebene patattel ift, entfptic^t in 
bet anbetn gigut eine patallele ®etabe. S)ie 5ßunlte bet gigut ab ,., 
n)eld&e ben nnenblid^ fetnen 5ßttn!ten bet gigut A'B' . . (auf bet unenb^ 
H(^ fetnen ®bene biefet gigut) entfpte(5en, liegen auf einet ßbene d^; 
bie 5ßunfte bet gigut ä'B' .., rodä)t ben unenblid& fetnen fünften bet 
gigut AB . . entfpted&eUr liegen auf einet Q^Um r{. S)ie ©benen ^', & finb 
mit bet fioIIineation8ebene pataHel, bie eine l^at t)on bet ßoBineation«=» 
ebene benfelben Slbfianb, atö bet Äottineation«punft t)on bet anbetn.*) 
SSewei«. 3e jmei entfpted&enbe 5ßlanfiguten, bie ju ben inSe* 
ttad&t gejogenen SRaumfiguten gel^öten, l^aben eine auf bet ÄoHinea^ 
tion«ebene llegenbe Äottineation^aje (8). SQSenn ben unenblid^ fetnen 
5ßunlten t)on A'B\ a^C, a'd% A'e* bie^punlte a Qi, Q^, Q3 ent- 
fpted&en, fo pnb bie ©etaben QÖ, , QQ^t ÖQ3 wit bet ÄoHineation«^ 
ebene patattel, folglid^ liegen ö, Qi, Ö2, Ö3 auf einet ßbene ^, bie 
mit bet ÄoHineattonäebene patattel ift. SBBenn bem unenblid^ fetnen 
5punlt t)on AB bet 5ßun!t P' entfptid^t, xotxvx s bet Äottineation«*» 
punit unb K bet S)utd&f(]^nitt von ab mit bet Äottineation^ebene ift, 
\o ift ba« aJieted QSP*K ein 5ßatattelogtamm; ballet 5<it bie ®bene 
•» bet 5ßunfte Q von bet Äottineation«ebene benfelben Slbftanb, atö 
ba« Äottineationäcenttum von bet Ebene ri* bet fünfte p'. 

13. SBenn bie giguten abcd . . unb A'B'CD' . . einem fiteife 
eingefd^tieben unb petfpeltipifd^ finb, fo l^aben fie eine Äottineation^aj e, 
auf bet nid^t nut bie entfptedöenben j 

©tteden ab unb a*b*, ^ic unb 
A'C\ .., BC unb Ä'O', . . fid^ fd^nei** 
ben, fonbetn au^ bie ©etaben ab' 
unb A'B, .., unb bie ©etaben, meldte J\ 
ben Ätei« in A unb A', . . betöl^ten. 
S)em 5ßunft b\ xotnn et als ein ^nlt 
bet etjlen gigut bettad^tet mitb, ent^ 
fptid^t in bet anbetn gigut bet ^unft 
B. 3)ie fiottineationSaye ijl bie ^olate 
be« ÄottineationScenttum in SSejug auf ben Ätei«. panim. §. 14, 5. 




*) ®inc bicfer Slaumfiaiiren ift ein 31 c lief ber anbern. ^oncelet propr. 
proj. 576. 3ta^ üBeteinfttmmettber IRetfiobe l^atte SSte^fig aieliefg fonftruieren 
gele^tt: SJerfud^ einer etlöuterunö betr 3leriefS:=?etfpeftioe, SRagbeBurg 1798. aSetgl. 
^nget @runert ^rd^iv 4 p. 285. ^ie ^oUinearität t)on Staurnftguren ift näc^ft 
SÄööiuä BefonbetS Don SRagnuS anal^tifd^ bel^onbelt worben (^nal^t.'-geom. ^Cufs 
gaben II p. 72 ff.). 

J8a((^ec II. 6. «ufl. 13 
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3&mn bie giguteti äbcd . . nnb A'BC'D' . . ehiet Äugel ein*» 
gefd^tieben unb perfpcftiDtfd^ finb, fo l^aben fic eine Äonineation^ebener 
bie polare bed ^oQineationdcenttutn s in 9e}ttg auf bie ^geL ^nn 
bie in ben Slaumfiguten entl^altenett ^ßlanfiguten finb Äreifen ein«* 
gefd^rieben, unb il^re AoIlineation£a;ett ftnb normal ju bem na(| /S 
gerichteten SlabiuS ber fiugel. SBirb baä Zentrum ber ^gel burd^ M, 
ba& ßentrum eine« Äreifeä, beffen ©bene ben 5ßun!t ä entl^ält, burci^ N, 
bie ju biefer (Sbene geprenbe ÄoUineationÄaf e buxäi p bejeid^net, fo 
ift p normal ju ns unb ju NM, mithin normal p MS. 

SBenn bie giguren ABCn . . unb A*B*C*D* . . je einem Äreife 
eingefd&rieben unb fo perfpeltiwfd^ finb, bafe bie ®eraben aa\ bb\ . . 
in einem Sä^nlid^feit^puntt ber Äreife jufammentreffen, ol^ne ba§ bie 
©eraben ab unb A*B' . . parallel ftnb, fo l^oben bie giguren eine 
fiottineationSaje, auf ber bie ©eraben AB unb A'b\ ab' unb a*b, . . 
fid^ fd^neiben. S)ie fünfte ber ÄottineationSaje l^aben gleid^e 5ßo* 
tenjen in Sejug auf bie Äreife. ^lanim. §. 14, 6. 

2Benn bie giguren ab cd . . unb A'B'C'D' . . je einer Äugel 
eingefd^rieben unb fo perfpeftioifd^ finb, baß bie ©eraben AA\ bb, . . 
in einem i^nlid^teitSpunlt ber ^geln }ufammentref[en, ol^ne baß bie 
©eraben ab unb a*b' . . parallel ftnb, fo l&aben bie glguren eine 
ÄoHineationäebene. Qeber 5ßunft ber ÄottineationSebene l^at in S5esug 
auf bie Äugeln gleid^e 5ßotenjen. 

18. aSon 3 5ßlanfiguren /, /', /" werbe t)orau3gefe|t, baß je 
jroei eine ÄoBineatiottäaje l&aben unb perfpeftit)ifd& pnb (8). SBBenn 
bie 3 ÄoIIineationgafen einen ^unft gemein l^aben, fo liegen bie 3 
ÄoIlineationiSpunlte auf einer ©eraben, unb umgefel^rt.*) 

Sewei«. S'^tffi w^^ burd^ ben gemeinfd^aftlid^en ^^Sunft o ber 
ÄoUineationiSajen bie ©erabe ab ber gigur /, unb bie etttfpred^enben 
©eraben a'b\ A"b'' ber giguren f, /", fo finb bie 3)reiedCe AA*A'* 
unb BBB'' perfpeltioifd& (7), folglid^ fd^neiben W ^^ ©eraben AA' 
unb BB' (in s\ a'A" unb b*B' (in s% a*'A unb b**b (in s*') auf 
einer ©eraben. 

Slnmerfung. SBenn oon 3 Staumfiguren je jwei eineÄoUinea^ 
tiongebene l^aben, fo liegen bie ÄoUineationiSpunfte auf einer ©eraben. 
3)enn bie ÄoUineatioitöebenen i^aben einen ^unft gemein. 

14. aOäenn jwei giguren einer britten gigur öl^nlid^ unb mit 
i^r perfpeftioifd^ T^nb, fo finb fie felbft ä^nlidd unb perfpeltioifd^; bie 



*) äKagnuS anolpt.^geom. älufgaben I p. oL äSetgl. Steinet: (SreUe % 1 
p. 41. 



§. 5. ©tfe, ^riStna unb bic perfpeftbifd^cn Figuren. 1 95 

^^ttlid^feitöpunfte Hegen auf einer ©eraben.*) S)enn bte entypted^en* 
ben ©etaben j. 83. ab, A*ß\ ä"B" finb parallel unb l^aben einen 
unenblid^ fernen $unft gemein, folgliiä^ u. f. w. (13). 

Sn^befonbere lönnen jwei Äreife auf einer ßbene ober auf par^ 
allelen Ebenen, fowie jraei Äugeln auf jwei SKrten ate ä]^nli(]^ unb 
perfpeftit)ifd6 betrad&tet werben (^tanim. §. 12, 7). S)ai^er fönnen 
3 Äreife auf einer Sbene ober auf parallelen ©benen, ober 3 Äugeln 
auf 4 2S[rten 3 5Paare von äl^nlid&en unb perfpeftioifd^en giguren 
bilben; von ben S^nlid^feitSpunften S^2, S^^, S2^, T^2f ^n^ ^23 
liegen 4mal 3 auf je einer ©eraben.**) 3?ier Äugeln lönnen auf 
8 3lrten 6 5ßaare von äl^nli(^en unb perfpeftioifcöen giguren bilben; 
non ben t^nlid^Ieitöpunften S^^f -* ^%\f ^12^-^ ^34 liegen 8mal 
6 auf je einer ©bene. 

©rei Äreife einer ßbene fönnen aud; 3 5ßaare von perfpeftioi^ 
fd&en unb nicä^t älöttli(§en Figuren bilben, bereu ÄoUineationgpunlte 
mit ben 5ä^nlid^Ieitöpunften jufammenfaHen (12). aaSeil bie ©offinea^ 
tion^punlte auf einer ©eraben liegen, fo gel^n bie ÄoHineationSajen 
burc^ einen 5pun!t, ber in Sejug auf bie 3 Äreife gleid^e ^ßotenjen 
^at Pantm. §. H7. 

15. 3w^i fpprifd^e giguren einer fiugel, weld&e perfpeftioifd^ 
liegen, finb ifogonal, b. 1^. bie entfpred^enben SBinfel finb gleid^.***) 

Sern ei«. AB, AC fmb Äurt)en einer Äugel, A*B', A'C i^re 
©entralprojeftionen aus S auf biefelbe Äugel; 
bie ßbenen, meldte bie ©erabe SA gemein l^aben 
unb bie Äuroen ab, ac betül&ren, fii^neiben bie 
fiugel in ben «reifen daa'D\ eaa'e'. S)ie 
ftrtife DAA*iy, eaa'e* berufen in a bie 
Äurt)en AB, AC, in A* bie Äurütn a*b', a'C\ 
weil bie ßbenen SAD, sae, auf melden bie 
Sreife liegen, bie projicierenben Äegel berühren, 
auf benen bie Äuroen ab, a*b' unb AC, A'C* 
liegen (§. 3, 2). 3)al[ier finb bie von ben Äurt)en 
AB, AC unb vm ben S^roen A'B*, ac gebilbeten SBinfel ber 3leil;e 
nad^ nld^t »erfd^ieben pon \>tn SBinleln ber ÄreiSbogen AD, ae unb 




*) aRagttUö I p. 57, II p. 97. 

♦^3Äon9e nodf ^oncclct'S Slnöäbc (propr. proj. 269), 3)*3llembcrt nad^ 
Su^' SRitteilung (Nov. Act. Petrop. XIV p. J39), 35ie obigen Sesiel^ungen finb 
Don 9ug a. a. D. umfaffenb betrachtet n)orben. 

♦♦♦) Sßergt. «pianim. §. U, 13 ff. SKiqucl Siouo. 3. XI p. 72. 2)a§ einfädle 
^rin^i?) beä öemeifeS ift juerft von 2)anbe(in bei ber Xl^eorie ber ftereograpl^is 
fd^en ^rojieftion angetoenbet n)0rben. Sergl. ©erg. ^nn. 16 p. 322. 

18* 
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A'D\ Ä*E\ S)tefe lefetem SBlnfel pttb etnanber flletd^, weil bie fpl^ä^ 
rif(ä&ett ©retede, toel^e ^ unb A* mit ben jpptifd^en getttren ber 
Äteife bilbert, gleich unb äl^nlid^ [xnh ; alfo fittb aud^ bie etftem SBinf el 
einanbet gleid^. 

16, 3^^^ fpptif(5e gifluren einet Äugel, vod^t perfpeftit)i[d^ 
liegen, finb l^omocpflifd^ (fteiSt)eTOanbt), b. 1^. oiet ^punlten ber 
einen gigur, bie auf einem ^ei« liegen, entfpred^en vxtx 5ßunfte ber 
anbern gigur, bie ebenfall« auf einem firei« liegen. ®er ^auptfrei«, 
beffen ©bene ben Äottineationäpunlt unb ba« fpprif(§e ©entrum be« 
einen SJreife« entplt, gel^t aud^ burd^ ba« fpl^arifd&e ©entrum be« 
anbern flreifeS. 

SJewei«. S)ie ßugel wirb t)on ben (Sbmtn sab, sbc, scd, 
SDA in ben Äreifen abb'A\ bcc'B\ cdd*c*, daa'D' gefd^nitten. 
fo ba§ bie von ÄreiÄbogen gebilbeten »ieredfe abcd, A'RCD* ber 
Steige nad^ gleid^e SBinfel l^aben (15). SBenn nun D auf bem ÄreiÄ 
ABC liegt, fo ift bie Summe t)on jmei nid^t folgenben 2Bin!eln be« 
SSieredE« ABCD ber Summe ber beiben anbern SBintel gleid& (§. 4, 14). 
©iefelbe ©leid^ung finbet jmifd^en ben Sffiinfeln be« SSieredf« A'B*C'd* 
patt, alfo liegt D' auf bem firei« a*b*c*. 3ft ad ber fpprifd&e 
S)iameter be« Streife« ABC, auf beffen @bene s Hegt, fo ift A'b* ein 
fpl&ctrifd^er S)iameter be« Äreife« a*B'C\ meil ber t)on a*b' mit bem 
Ärei« A*&C* gebilbete SBinlel bem t)on ab mit bem itrei« abc 
gebilbeten SBinfel gleid^, alfo red^t ijl. 

17. ®in SSüfd^el t)on Äugeln, bie einen Ärei« gemein l^aben, 
mirb t)on einem Äegel, auf meld^em ber gemeinf(^aftlid^e Ärei« liegt, 
in Äreifen gefd^nitten, meldte parallel finb unb jiereograpl^ifdöe ^ro*- 
jeltionen be« gemeinfd^aftlid^en Äreife« au« bem ©entrum be« Äegel«.*) 

S3emei«. 5E)ie Äugeln l^aben mit bem Äegel, beffen ßentrum s 

ijl, ben Ärei« ABC gemein unb werben 
t)on bem Äegel in ben fpprifd^en fjiguren 
A'BX', A*'B"C**, . . gefd^nitten, bie mit ABC 
ifogonal unb l^omoc^flifd^, alfo Äreife ffnb. 
Sluf ber ®bene ABS liegen bie Äreife 
ABB'A\ ABB'*A'% . ., ABS unb bie Xan^ 
gente be« lefetern äT; bie Sßinlel 2AA*b*, 
2AA''B",.., 2AST finb gleid& ($lanim. 
§. 4, 3), alfo bie ©eraben A'b\ a^'B"., . ., 
ST parallel; u. f. m. ??olglid^ finb bie 

*) SBergl. ben Sluffa^ bes aSerf. in »ordjarbt g. 54 p. 165. gm aUgemeinen 
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ebenen A'B'C\ ä*'B'*C'\ . . mit her ebene parattel, roeld^e bie ftugel 
ÄBCS in 8 berührt, b. f), bie Greife A'ß'O', a''B"C'\ . . finb ftereo- 
gropl^ifd^e ^Ptojeftionen beä ilreijeiS ABO au^ 3 (6). 

Äreife wie ABC unb ^'j^'C finb foflenannte SBeiä^felfcä&nitte 
be« Äegel« (5). Sei bem SlotationSfegel finb biefelben parallel. 

18. aSenn jwel niijt pataHele Äteife auf einem Äegel (perfpet 
tiDifd^) liegen, fo liegen fie auf einet flugel. 

SeweiÄ. $aben bie Äteife jmei ^punlte gemein, fo liegen pe auf 
einet Äugel (§. 3, 9). §aben bie Äteife leinen 
tealen 5ßunft gemein, s. 8. abc unb A'B'C% fo 
jiel^e man bie Seltne PQ be« Äteife« ABC pat^ 
attel mit bet (^bznt A'B'C\ unb lege butd& PQ 
ben Äegelfd&nitt -4"J5"C'' patattel mit A'BC\ bet 
ein Ätei« ift mie A!BC'. 3)ie Äteife ABC unb 
A'B^'C" liegen auf einet Äugel, weil fie bie 
5ßunlte P unb Q gemein l^aben. S)et gegebene 
Äegel entl&ält ben fltei« abc unb fd^neibet jum 
jroeitenmal ble flugel abca*' in bem Atel« 
A'B''C*% ble flugel abca' in einem Atel«, 
meldtet mit bem Äteife A''B'*C'' pataUel Ift (17) ^ 
unb begl&alb mit bem Atel« a*b*c* jufammenfäHt • 

19. "^xvx jwel Äteife auf einet Äugel liegen, fo finb fie auf 
2 Sitten petfpeftiolfd^. 3^te Äottlneatlon«punfte liegen fomol;l auf bet 
@6ene be« iQauptttelfe«, meldtet butd^ ble fpl^ätl^ 
fd^en Eentten bet Äteife gel&t, al« aud^ auf bet 
©etaben, meldte ble ©entten bet Äegel t)etblnbet, 
Don benen ble Äugel läng« bet belben Äteife 
betftl^tt mltb. 

83emel«. S)et ^auptltel«, meldtet butd^ ble 
fpptlfd^en ®entten bet Äteife gel^t, fd^nelbet ben 
einen Atel« k xn A unb B, ben anbetn fc' In A* 
unb B'] ble ©etaben aa' unb bb* fd^nelben fidd 
In ASf. S)et Äegel, meldtet ben Atel« fc au« *S' auf 
ble Äugel ptojlclett, fd^nelbet blefelbe In einem 
Atel«, füt ben betipöuptltetöbogen A'b* ein Wi^ 
tlfddet ©lametet Ifi (16), unb mit bem alfo bet 





l^aben 2 gläd^cn 2ter Drbnung eine unebene Sinie 4ter Dtbnung gemein; bie in 
befonbcm Satten a\x^ 2 (planen) Linien 2ter Drbnung mit 2 gemeinfd^aftlidben 
fünften, in bem »otUegenben Sali aus 2 Greifen befteljt. SSergl. meine anal^fcifd^e 
©eomctrie §. 56, 2. 
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Ätei^ k* jufattitttenfättt. S)utd& gegenfeitige SSettaufii&ttttg von A! unb 
B* finbet man ben jTDeiten Äottineationäpunlt T ber gegebenen Steife. 

2)te ©etaben, roeliä^e ben ^auptfretö an ben ©nben ber ©eignen 
A'B unb AB berühren, fd^neiben fid^ in P' unb P, ben Zentren ber 
Äegel, weldie bie Äugel längg ber Ärelfe fc' unb fc betül^ren (§. 3, 6). 
3ie^t man P'£ unb P'P parattel mit PA unb Pj5, fo ijl P'E = p*A, 
F'F = F'B\ alfo P'E = FF. S)al6er finb bie S)reieöe p'£P unb 
p^^ äl^nlid^ unb perfpe!tit)if(]&, b. \ bie ©erabe FF* gel^t burd^ Ä 

5E)ie ©erabe ^r ip bie polare be« ^jJunfte^, weW&en bie ©eraben 
A'B' unb ^J5 gemein l^aben, in Sejug auf ben ÄretS ABB'A! (12). 

Slnmerfung. 2)rei Äreife einer Äuget tonnen auf 4 Slrten ate 
3 ^aare T)on perfpeltit)if(j&en giguren betrad^tet werben. S)ie Äottinea*^ 
tion^punfte ^^,2, 'Sf^g, 1^23, ^12/ 2^13, ^23 Hegen auf einer ©bene, 
nämlid^ 4mal 3 auf je einer ©eraben, meil bie Äoffineation^aj en einen 
5ßun!t gemein l^aben, ben gemeinfijaftlid^en 5ßunft ber Ärei^ebenen 
(13 unb 14). 

3)ie Äreife einer Äugel, beren ©benen eine ©erabe gemein l^aben, 
bilben einen fp^ärifd^en SBüfd^el. S)ie fpl^Ärifd^en Zentren il^rer Drtl^o^ 
gonaUreife liegen auf bem ^auptfreife be« SSüfd^ete.*) Slu« einem t)on 
ber Äugel auSgefd^Ioffenen ^puntt P ber gemeinfd&aftlid^en ©eraben g 
gel^n gleid^e gerabe Sangenten (in bie Äreife be« Süfd^el«, meil bie 
Äreife auf einer Äugel liegen; bie ^rojeftion be« 5ßunlte« P auf bie 
5?ugel au« bem ©entrum berfelben ifi ba« fpl^ärifd^e Zentrum eine« 
beftimmten Greife«, ber bie Greife be« Süfd^el« normal fd^netbet. 

20. eine fp^ärifd^e gigur unb eine fiereogropl^ifd^e ^projeftion 

berfelben finb ifogonal unb l^omoc^llif d^. 
S)ie ©erabe, meldte \^(\S> ßentrum be« 
Äegel« projiciert, ber bie Äugel läng« 
eine« Äreife« berührt, gel^t burd& ba« 
ßentrum ber ftereograpl^ifd^en 5ßroief=* 
tion be« Äreife«.**) 

SSemei«. gmei fpl^ärifd^e Äuroen 

Au unb Av werben au« bem ^nft ß 

ber Äugel burd& Äegel auf eine Wi^tm 

^ jg-- M>. projiciert, bie mit ber s;angentenebene 

ber Äugel, meldte burd& ß gel^t, parattel 




*) SSergr. ©teiner in ©rette 3. 1 p. 182. 3«iquel a. a. D. p. 73. 

♦*) SSergr. ^lanim. §. 14, 14. fDaS ©entrum ber ftereograpl^ifcöett ^Proieftion 
eineö Äretfeö ift in ber angegebenen SBeife t)on ©l^agleä 1817 Beftimmt roorben 
(Ap. bist. p. 216 b. llberf.). ^ie einfädle 93cgrünbung biefer Xl^eorie rül^rt, wie 
oben (15) bemerft, oon 3)anbelin l^er. 
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ifl unb j. S5. bie flugel in B, htm ©egenpunft t)on S, berührt. S)ie 
ebenen, roel^e bie ptojlcierenben Segel in sä berül^ren, enthalten gerabe 
3;angenten fowol^l bet fpprif($en Äuwen Au unb äv, aliS aud^ ii^rer 
^ßtojeftionen ä*u* unb ul'r', jte fd^neiben bie fiugel in ben Äreifen Sab 
unb SAC, bie auf Sangentenebenen bet projicierenben Äegel liegen unb 
beiSi^alb bie fp^ätifd^en Äuroen in A berühren; fie fd^neiben bie SCan^ 
gentenebene bet Äugel, mit bet bie 5ßtoj[eftionÄebene patallel ifl, in 
ben. ©etaben Su" unb Sv*\ weld^e bie Äteife sab unb SAG betßl&ten, 
unb mit ben ©etaben A'u* unb A*v* patallel finb. S)et SBinfel bet 
fpptifd&en Äutoen obet bet fie betül^tenben Äteife ift bem in s von 
benfelben Steifen gebilbeten SBinfel gleid^ (15), folglid^ ift et auä) bem 
üon ben 2:angenten Su" unb Sv'' obet von ben Slangenten A*u* unb 
A'v' gebilbeten aOBinlel, b. i. feinet fteteogtapl&ifd^en ^tojeftion gleid^. 
aJlan bejeid^ne nun butd^ G ba& ßenttum be2 jtegel«, meldtet 
bie Äugel in Hm Steife def betöl^tt, butd^ if bie ^Ptojeftion von 
G auf bie Äugel ou« bem $unft S, butd^ z>', e\ f\ h' bie fteteo^ 
gtap^ifd^en ^ptojeftionen von D, E, F, ff. S)ie Steife Shd, she, 
SHF fdiineiben ben SteiÄ def notmal, meil i^te Sangenten DG, 
EG, FG ben ^ti& def notmal fd&neiben. 2llfo fd&neiben bie ©e«» 
raben ff'D\ ff'E\ ff'F' ate bie fteteogtapl^ifd^en ^ßtojeftionen bet 
Steife SHD, SEE, SHF bie fteteogtap^ifd^e ^Ptojeftion d*E'F' be« 
Steife« DEF gleid&faEg notmal. §ietau3 etfennt man, bafe bie Sutpe 
D*E'F* ein Stei« unb ff* beffen ßenttum ift. 2lud^ fann man mie 
oben (19) beioeifen, bafe H'D' : H'E* = GD : GE, u. f. m. 

asinmetfung. 3)ie fteteogtapl^ifd^e ^tojeftion eine« fpl^atifd^en 
S3üfd&el8 von Steifen (19, Slnm.) ift ein planet SSüfd^el oon Steifen. 

81. @ine fpptifd^e gtgut unb bie unä^nlid&e ^ptofettion bet* 
felben auf eine anbete Sugel au« einem 3t^nlidSiIeit«punft bet beiben 
Sugeln finb ifogonal unb l^omoctillifd^. S)ie ßentten oon Segeln, 
meldte bie Sugeln in entfpted&enben Steifen betill^ten, liegen mit bem 
5ptoie!tion«centtum auf einet ©etaben.*) 

Sern ei«. 3ft / eine gigut "bet etften Sugel, / bie unä^nlid^e, 
/' bie ä^nlid&e ^ßtojeftion bet fpl^ätifd^en gigut / auf bie jtoeite 
Sugel au« einem t^nlid^!eit«punft bet beiben Sugeln, fo finb /' unb 
f ifogonal unb l^omoc^flifd^ (15 unb 16), /' unb / be«gleid^en, weil 
fie äl&nlid^ finb, alfo finb aud^ f unb / ifogonal unb ^omocpfUfd^. 
©inb P, P*, P" bie ßentten bet Segel, meldte bie Sugeln in einem 
Stei« oon / unb in ben entfpted&enben Steifen von f unb /" 



♦) SWiquel a. a. D. p, 72. 
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betül^tett, jo liegt P' auf bet ektaben, weW^e P'' ptoiictett (19), uttb 
P** auf bet ©etabeiir weld^e P ptojiciert, wegen bet ä^nlld^lett wn 
/" Uttb /, alfo liegt P' auf bet ©etaben, toeld^e P i)toilciett. 

aSejeid^ttet matt bie ©ettttett bet Äugeltt butd^ m uttb m*, il^te 
giabiett butd^ r uttb r', bett äufeettt S^ttUd&IeitSputtft butd^ S, fo l^at 
matt SM:r = SM' : r*. SBetttt ttutt büi 6fcttttum bet jn)eitett Äugel 
M' itt uttettbli(ä^e gettte tnttotiäit, fo tt)itb SM:r = i, bie Äugel 
gel^t itt eitte SM noxmal fd^tteibettbe ©bette übet, uttb bie ^tojeftion 
tt)itb eitte peteogtopl^ifd&e. 

§. 6. Settaebet unb fßatallelepipeb. 

1. ßitte au8 plattett ^ßolpgottett beftel&ettbe gefd&loffctte gläd^e l^eifet 
eltt ^ßolpebet, mit Slüdftd^t auf beu eittgef(^loffettett Sftaum eitt (geo^ 
ttiettif(^et) Äötpet. S)ie t)etbuttbettett ^ßolpgotte l^eifeett feitte glad^en 
{bSqui, faces). ^ebe Seite eitte« 5ßol^gott« fällt uiit eittet ©eite eittes 
attgtettjettbett ^ßolpgott« jufattiniett uub mxb eitte Äattte (§. 2, 5) be« 
^Pol^ebet« gettattttt. ^tU Äattte beS ^ol^ebetä ifi bie Äattte eitte« 
gläd&etttt)ittfeU be« ^ßolpebet«. QebetSBittfel eitte« Jßol^gott« l&at mit 
je eittem SBittfel t)Ott ixod obet mel&t attbettt ^ßolggottett bett ©Beitel 
gemeitt; biefe SBittfel bilbett eitte btei«^ obet mel^tfeitige ©de, eitte @(f e 
(§. 5, 1) be« ^ßol^ebet«. 3)abei tt)itb gen)öl^ttlid^ t)otau«gefe|t, bafe je 
jn)ei ©dputtfte be« ^ßol^ebet«, bie ttid^t eitte Äattte begtettjett, butd^ 
eitte au« fiautett beftel^ettbe Sittie petbuttbett ftttb, uttb bafe matt au« 
eittet ?5lä(^e, ittbem matt butd^ tlbetfd&teituttg eittet Äattte itt eitte 
attgtettjettbe glä(§e ilbetgel&t, ttad^ uub na^ itt jebe gl&(ä&e ju gelaugett 
Detmag. SSetgl. §. 7, 1. 3ut Sepimmuug eitte« ^ßolpebet« gel^ött bie 
Sittgabe bet gal^l uub Sltt fon)o]^l f eittet ^äd^ett al« f eittet ©dett. 

Sie ©bettett, tt)el(^e matt but(§ ba« ©euttum eiuet ffiugel, beteu 
aiabiu« eitte Sättgetteittl^eit ift, pataHel mit bett gläd^ett eitte« 5ßol9^ 
ebet« legt, f(3^tteibett bie Äugel iu eittem ©pftem t)Ott ^auptfteifeu, 
ml^tS bie SBittfel bet Äatttett butd& bie fpPtifd&eu abftättbe bet 
3)ut(]^fd^ttitt«puttfte von ^auptfteifeu, bie gläd6ettw)ittfel be« ^ol^ebet« 
butd^ bie SBittfel von ^auptfteifeu, bie (Sdett but(§ il&te Äugelf^ttitte 
jut 3lttf(§auuttg btittgt (§. 5, 2). 

3. ®tt ilötpet, bet von eittet ©de butd^ eiue (Sbette abgefd^ttittett 
tt)itb, l^eifet eitte ^ß^tamibe, uttb ätt)at nfeitig, xo^nn fte eitt S;eil 
eittet nfeitigett ©de ift. S)ie Dbetfläd^e biefet ^ßgtamibe befielt au« 
eittem ntd uttb n S)teiedett; von V^un ©dett ift eitte nfeitig, bie 
übtigett n pttb bteifeitig; bie nfeitige 5ß9tamibe l^at 2n Äatttett. Sitte 
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niel^tjeitige ^^ramlbe lann forote iebe§ 5ßol^eber butd^ 3)tagona^ 
©teiedfe in breifeitige ^ß^tatttlben jerlegt iDerben. ©tn (burd^ eine Ebene 
begrenjtet) Äegel lann alä unenblidöfeitige ^Ppramlbe bettad^tet werben. 
3)ie jn)if(]&en parallelen Ebenen entl^altene ©d^id^t etne^ ^prt^ma 
(int weitem ©inne) J^eifet ein 5ßri3ma (im engern ©inne), unb jtüar 
^feitig, wen^ eä ein %dl eine^ nfeitigen ^PriSma ijt (§. 5, 4). S)ie 
DberPäd&e beÄfelben beilel^t auÄ 2 fongruenten nedfen unb n ^ßaraHelo«* 
grammen; feine 2n Mtn ergänjen fid^ paarweife ju einem gläd^enmin«' 
lel; von feinen 3n Tanten finb 2n paarmeife gleid^ unb parallel, bte 
übrigen n finb fämtlid^ gleid^ unb parallel, ©in mel^rfeitige^ ^Pri^ma 
lann burd& ©iagonatJßaraHelogramme in breifeitige 5ßrtömen jerlegt 
werben, eine ©d&id^t eine« ©plinber« lann alÄ unenblid^feitige« ^riama 
betrad^tet werben. 5pri8ma unb ©plinber l^ei^en gerabe, wenn fie 
burd^ 3flormalfd^nitte begrenjt finb. 

3. asier ®benen, weld^e nid^t aUe einen 5punft gemein l^aben, tei^ 
len ben SRaum in 15 Sftdume; benn von ben 8 @dfen, bie burd& 3 ber 
gegebenen @benen gebilbet werben, . 

wirb t)on ber vierten Ebene eine \L^ 

nid^t geteilt. Einer biefer 15 9täume y//\ 

ABCD ift t)olIftänbig begrenjt unb 4] 

l^eifet ein 2;etraeber; er lann auf y 

4 arten afö eine breifeitige 5p?ramibe y^ 

betrad&tet werben, von feinen flauten y/^-""^^^ \\ 

liegen 3mal 2 nid^t auf einer Ebene .^j^^^ ^w 

unb l^eiften gegenttb erliegen b*), ^ 

AB unb OD, BC unb ad, CA unb BD, SSier anbere SRäume {A\ 
(B), {€), {D) finb 3feitige EdEen, unb jwar bie ©egenedten ber Eden 
be« SCetraeber«. SSier anbere SRäume {äbc\ {bcd), (CAD), (ABD) 
liegen aufeen an ben gläd^en beiS 5£;etraebera unb werben von bem 
3;etraeber ju ben EdEen be^felben ergänjt. 3)ie 6 übrigen Släume {ab) 
unb {CD), {BC) unb {AD), {CA) unb {bd) liegen außen an ben Äan* 
ten be« SCetraeber«. 

Eine Ebene, bie mit jwei gegenüberliegenben Tanten AB, CD beS 
3;etraeber8 parallel ift, fd^neibetbaSSCetraeber in einem Parallelogramm 
A'B'B^'A*'. S)enn A'B' unb a*'b** finb mit ab parallel, A'A'' unb 
B'B'* finb mit CD parallel. SSergl. §. 5, 7. 2lnm. 

S)ie SBinlel ber Äanten eine« Sietraeber«, bie gläd^enwinlel unb 
bie Edten fielen in bemfelben ^ufötnmenl^ang unter einanber, al8 bie 



*) aRongc Corresp. sur Pfic. polyt. I p. 440. 
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©eiten, äBinlel, %la^tti einet von 4 ^au;>tfteifett gebitbeten ^p^&d* 
f*en gigur (1). 

4. 3)ie ebenen, roeld^e je eine Sante bt& S^etraeber« unb bie 
Wlittt bet gegenübetUegenben ßante enthalten; bie @eraben, n)eld^e bie 
^Ritten bet gegenübetliegenben Tanten oetbinben; bie @etaben, n)eU^ 
bie @pi|en bed SettaebetS mit ben @d^n)etpun!ten bet gegenübetUegen^ 
ben gläd^en petbinben, — gel^n butd^ einen Sßunft, ben ©d^roetpunf t 

be« Settaebet^.*) ©inb E unb f^ bie 
aJtitten von AC unb BD, F unb F' 
bie aRitten von BG unb AD, G unb 
G' bie aJtitten oon ^5 unb CD, \o Ttnb 
EFE'/", FGFG\ GEG'Ef concenttifd^e 
5PataIIelogramnie, bieSRittelfd^nitte 
be^ Stettaebeta. SSetgl. ^pianim. §. 8, 3. 
3)ie ebenen ACE* unb bde fci^neiben 
fid^ xn bet ©etaben ee*, u. f. xo. S)ie gemeinfd&aftlid^e 3Jlitte aS bet 
©treden EE\ ff\ gG' liegt auf jebet von ben ebenen ABQ% 
CDG, ... 2)ie ©etaben DS, BS fd^neiben bie 3)tetede ABC, ACO 
in i^ten ©d^roetpunften //, J, weil ^IF' unb BE Mittellinien be« 
S)teiedES ABC finb, u. f. w. ($lanim. §. 8, 4). 

S)abei ift BJ pataüel mit ^A unb hj:BD = 1:3, weil 
EH: EB = EJ:ED = i:d; alfo iff>Sf : .SD = 1 : 3, b. I&. bet 
©d^TOetpunft beS 3;ettaeber^ teilt bie ©etaben, meldte bie ©pi|en be^ 
SCettaebetiS mit ben ©d^roetpunften bet gegenübetliegenben f^läd^en vtx^ 
binben, nad& bem SSetpltni^ 3. Sie ©d^roetpunJte bet glä(^en einei^ 
SCettaebet^ [inb bie eden eine^ älinlid^en Xettaebet«, meld&eä mit bem 
etftetn petfpe!tit)ifd^ liegt. aSetgl. unten (17) unb ^lanim. §. 12, 8. 

5, SBenn jwei SCettaebet eine edfe unb bie anliegenben Sfanten 
bet Steige nad^ gleid^ unb ä^nlid^ l^^^ben, fo finb fie gleid^ unb ä^nlid^, 
b. 1^. bie glöd^en, Tanten, SBinfel, Mtn be^ einen finb ben gleid^Uegen* 
ben ©tüdfen beiS anbetn bet Steige nad& gleid^ unb ä^nlid^, unb i^te 
SSolume finb gleid^. 2)ie belben SCettaebet finb abet nut bann fon«» 
gtuent, wenn ein 5ßaat gletd^e unb äJ^nlid^e edEen fongtuent finb. 3n 
bem entgegengefefeten galle n)itb bie ©leid^l^eit bet SSolume butd& S^x^ 
legung bet inföngtuenten SCettaebet in f ongtuente SCetraebet etlannt.**) 



*) ßommanbinuS de centro gravitatis 1565, prop. 17. 22. Sluä 2lrdjis 
mebeö' SSüd^ern über bie fd^mimmenbcn 5^örper fielet man, wie ©otnrnanbino 
felbfk angiebt, baf; Slrc^imebeö bie ©d^roerpunfte aud^ von auf ammengef enteren 
Körpern beftimmt f}ai. 

**) liefen 93eroeig l^at Segenbre (Geom. Note 7, 2te 3lu§g.) auS betfelben 
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m feien m unb m' bie Zentren ber Äugeln abcd unb Ä'B'C*iy 
(§. 3, 9), iv^ unb iv^' bie ©entren ber Greife äbc unb ^'J5'0', fo 
fönnen bie gleid^en unb äi^nlid^en a;etraeber äbcd unb ä^b'C'd* in 
ie 4mal 3 Xetraeber, abnm, bcnm, canm, . . unb A'B'N'm\ , . 
jerlegt werben, bie ber Sleil&e nad^ longruent finb, weil bie @den N 
unb N*, . . fottgruent ftnb. 

6. ©er SRaum, roeld^en 3 jwifd^en parallelen Ebenen entl^altene 
©(^i(^ten gentein l^aben, Iieifet ein 5parallelepipeb {naQaXXrik-sm- 
nsöov). S)iefe^ 5ßolpeber fann auf 3 3lrten als ein oierfeitigeS 5Bri^ma 
betrad^tet werben; e^ l^at 6 gläd^en, weld^e Parallelogramme finb, 
barunter 3mal 2 longruente unb parallele; e^ l^at 8 breifeitige ©den, 
welcä&e in bemfelben Bufammenl^ang fielen, al^ bie von 3 ebenen um 
einen 5punft gebilbeten ©den (§. 5, 3); e« liat 12 Tanten, barunter 
3mal 4 gleid&e unb paraHele. 

SBenn eine ©de brei redete SBinfel l^at, fo finb alle ©den fon^ 
gruent, unb ba^ ^parallelepipeb ift'reftangulär; xotnn eine ®de brei 
gleid^e Tanten l^at, fo finb äße Äanten gleid^, unb baS 5ßarallelepipeb 
ift r^ombifd^*); wenn beibe S3ebingungen jugleid^ erfüllt finb, fo 
Iieifet ba^ ^arallelepipeb ein SBttrfel (xvjJoff, cubus) unb ijl wegen 
ber Äongruenj feiner ®den unb gläd^en (öuabrate) ein reguläre^ 
^ejaeber. 

®g giebt im ^araHelepipeb 3mal 2 2)iagonaU^araUelogramme, 
ABA'B' unb CD CD*, . . unb 4 5Diago^ 
nalen AA\ bb\ cc\ dd\ bie im 
©entrum be« 5ßarallelepipebS ftd& 
fd^neiben. 5E)enn AA' wirb t)on bb' 
l^albiert im ^Parallelogramm aba*b\ 
be^gleid^en t)on CC* unb DD'. ;3ebe 
ebene efe'F\ weld^e burd& ba§ ßen^^ 
trum s be3 ^ßaraßelepipeb^ gel^t, teilt 
ba^ 5ßarallelepipeb in jwei gletd^e unb 
ä^nlid^e, aber infongruente ^olpcber. 
S)enn bie Stetraeber SEFA unb seT'A' 

finb gleid^ unb ä^nlid^, aber infongruent wie bie am ©entrum liegen- 
ben Mtn (5), u. f. w. 




Duelle mitgeteilt, toie ben ©eweiä ber ©leid^l^eit fp^ätifd^er (SJegenbreiede. SJergl. 
§. 4, 4. 

*) 3Benn feine giäd^en fongruente SRl^omben finb, fo l^eiftt baS ?ßarolleleptpeb 
ein a^l^omboeber. S5ergl. unten §. 7, 5. 
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7. @d giebt im ^araOelepipeb 4ntal 2 parallele unb {ottgtuente 
diagonal «*S)rete(Ie, toeld^e von beti gegenübetliegettben Mtn gleid&e 
unb äl^nlid&e aber infongruente 2;etraeber abfd^neiben. 'S^d parallele 
unb fongruente S)tagonal ^ SJreiede werben von einer diagonale in 
iliren ©d^roerpunften gefd^nitten unb teilen bie diagonale in 3 gleiiä^e 
Steile, j. ». ÄA' unb eine 3Jlittellinie be« ©reied« BC*D teilen ft(ft 
nad^ bem SSerpltni^ 1 : 2 (^ßlanint. §. 8, 2). 

3)ie nid^t paraBelen 3)iagonal^a)reicdEe be^ 5ßarattelepipeb« be^ 
grenjen jroei a;etraeber, bda'C* unb B*iyAC, bie bem SBarallelepipeb 

fo eingefd^rieben [inb, ba§ je jmei gegenüber** 

2>' liegenbe Tanten berfelben auf parattelen gläd&ett 

be« ^parallelepipeb^ liegen.*) S)iefe S^etraeber 

[inb perfpeftiüifdö, gleid^ unb äl&nlid^ (nid^t fon«* 

gruent), weil bie ©tredten BB\ Diy, A% ac 

ba^ Zentrum beS ^ßaraUelepipebS jur gemein»* 

'^ fd^aftlid^en 3Kitte l^aben (5). 3^re ©d^roerpunlte 

finb im ©entrum be3 ^arallelepipeb« vereint; 

benn bie S)iagonale AA' gel^t burd^ ben ©d^mer«* 

punit ber gläd^e bdc*, u. f. xo. (4). 

ainmerfung. 3)rei ©erabe AB, CA\ B'C*, von benen je jwei 

nid^t auf einer (^Unt liegen, beftimmen 3 ©d^id^ten, mitl&in ein Sßar*» 

g' ^y attelepipeb, von weld^em ab, oa\ 

B*C nid^t folgenbe Äanten finb. Sebe 
)2/'ber ffianten a*b% c*a, bc, weld&e 
mit jenen ber äleü^e nad^ parallel 
finb, Ijat mit ben ©eraben AB, CA*, 
B'C je einen 5ßunft gemein, j. S3. 
A'B^ l^at mit AB ben unenblid^ fernen 
5punft berfelben, mit CA! ben 5ßunft 
A', mit B'C ben ^Punlt B gemein, 
u. f. m. Sllfo liegen bie ©eraben A!B\ CA, BC auf bem burd^ bie 
©eraben ab, CA\ b*C* beftimmten gerablinigen ^pperboloib (§. 1, 8), 
meld^e^ mit bem 5ßarallelepipeb concentrifd^ ift.**) 

8. S)ie Ebenen, meld&e burd^ bie 3Jiitten ber Tanten eine« S^etra* 
eber^ normal ju ben jebeämal gegenüberliegenben Äanten gepellt 
werben, l^aben einen ^unft gemein. S)ie ©tredfe jmifd^en biefem 
iJSunft unb bem Eentrum ber bem Sietraeber umgefd&riebenen Äugel 
mirb burd^ ben ©d^raerpunft be« 3;etraeber^ l^albiert.***) 

*) 3Kon9C Corresp. sur rfic. polyt. II p. 266. 
**) ©adrette ©rette 3. l p. 345. 
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) aWonge Corresp. sur TEc. polyt. II p. 266. 
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Serüet«. S)te gcaenüberliegenben flattten be* SietraebetS abcd 
bejümmen 3 ©(^^id^teti, mttl^m ein 5ßataIIelepipeb, rod^ti niiä^t nur bem 
3;etraeber abcd, jonbetn aud^ bem flleid^en unb äl^nlid^en S^ettaebet 
A*B'C'D* untgefd&tieben ifi (7). S)iefe SCettaeber liegen perfpeftioifd^, 
\o baB bie ©eraben AA\ bb\ . . ben ©d^werpunlt bea Zttxubtx^ 
ABCD jut gemeinfd^aftlid^en Sölitte 
l^aben; halber liegen inÄbefonbere bie 
©entren ber Äteife ABC unb A'b'C\ 
bie ©entten ber flugein abcd unb 
A'B*C'D* fo, ba§ bie jroifiä^en il&nen 
entl^altenen ©tted en non bem ©d^wer«' 
punlt be82;ettaebet«]^albiert werben. 
S)ie ®bene, weld^e AB l^albiert unb 
CD normal f(§neibet, l^albiert bie 
flaute CD' normal, u. f. m. S)ie dUntn, rod^t bie flauten be« 
a;etraeber8 A'B'CD* normal l&albieren, gel^n bur(^ ba« Zentrum ber 
flugel A*B'C*D' (§. 3, 9). aifo ge^t jebe ebene, mW eine flaute 
be^ 2;etraeber« abcd j. SB. ^5 l^albiert unb bie gegenilberliegenbe 
flaute CD normal fi^neibet, burd^ ba« ©entrum ber flugel a*b*C'D'. 

9. 33ie ^öl^en eine« SietraeberiS abcd — i,f). bie 5Kormalen 
au« ben ©dpunften A, B, .. ju ben gegenüberliegenben gläd^en Cbd, 
acd, . . — gel^n im allgemeinen nid^t burd^ einen 5Punft, fonbem 
liegen auf einem burd^ 3 berfelben bepimmten gerablinigen^pperboloib 
(§. 1, 8). auf bemfelben igpperboloib liegen bie $Rormalen ber gläd^en 
be« 2;etraeber«, bie burdö bereu ißöl^enpunfte gel^n. 3)a« Zentrum 
be« ißpperboloib« ifl ber gemeinfd^aftlid^e ^Punft ber @itntn (8), meldte 
burd^ bie aWitten ber flauten beS SIetraebera normal ju ben jebeamal 
gegenüberliegenben flauten gebellt jtnb.*) 

^atn H ber ^ö^enpunlt be« 5Dreiedf« ABC ijl, fo finb ah, 
bh, ch uon ben buri^ A, b, c gel^enben ^öl^en be« 2;etraeber« bie 
SRormalproieftionen auf bie ®bene ABC 9:>wti bie ebene, meldte bie 
burd^ A gel^enbe igöl^e projiciert, iji normal ju ben ebenen bcd unb 
ABCf folglid^ ju ber ©eraben bc, u. f. xo. S)ie burd& h gel^enbe 
SRormale ber ebene ABC fd^neibet alfo bie burd^ A, b, c gei^enben 
^öl^en be« Xetraeber« unb l^at mit ber burd& D ge^enben ^ö^e ben 
unenblid^ fernen ^Punlt gemein. U. f. m. 



*) steinet ©relOIe 3. 2 p.97 unb [#. (gntro. p. 316. Scrgl. gcrtneS SBor^^ 
(|atbt 3. 56 p. 241. 2)ie ©igenfd^aft ber ^{otmalen au ben ^Cäd^en burd^ beten 
$)öl^enpun!te unb bie Sage bed Zentrum be§ ^etholoxh ift Don Soad^imgt^al 
bemertt worben. (i^runert ^rd^it) 32 p. 109. 
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S)a8 eenttunt be^ ißvpetboloib« liegt auf bet ^albtetenben be^ 
©tretfen«, beffen ©d^enfel ju ben ©eraben bei5 ^^perboloib^ gepteti 
(7, Slnm.). i^ft nun d bie giotmalptojeftiott t)on D auf bic ebene 
^J50, m! bie ÜRitte t)on fl?/7, fo ift m' bie 3flottnalproieItiott beS ©ert*- 
trum be^ $t)petboloib^. Sft fetuet aS ber ©d^raerpuntt be^ S)reie(fö 

^50, w ba^ ßenttum beiS Ärelfe^ ^BC 
uttb bie SRotttialproieltiott be^ ©enttum 
bet Äuflel ABGD auf bie ©bene ABC, 
fo teilt s bie ©trede Hm nad^ bem 
aSer^ältnig 2 (^lanim. §.12, 8). $nitnmt 
man ba^ S:ettaeber a*B'C*D' l^inju, 
weld^e^ mit ABCD bemfelben $araBe^ 
epipeb eingefd^rieben ift (7), fo teilt S 
bie ©ttede DD' nad^ bem aSerl^ältni^ % unb menn man butiä^ d' bie 
5Rotmalprojeftion t)on D' auf bie 6bene ABC bejeii^net, fo l^at man 
aud^ dS : Sd' = 2. 2)a^et: [inb md' unb dm' parallel unb gleid^, 
mm* wirb t)on <^cZ' l^albiett, alfo ift m* bie Sflotmalptojeftion be^ ®en* 
trum ber Äugel A'B'C'D' (8). S)iefelben Semerlungen gelten für jebe 
gläd&e be^ Sietraeber^ abcd, alfo ift ba« §t)perboloib mit ber Äugel 
A'B'C'D' concentrifd^. 

10. SBenn in einem 5£etraeber eine Äante mit ber gegenilber* 
liegenben einen red&ten SBinfel bilbet, fo liegen bie burd^ il^re 6nb^ 
punfte gel&enben ^öl)en be^ 5£etraeber^ auf einer (Sbtm, unb umge*» 
feiert. SBenn in einem SLetraeber jtoei folgenbe Äanten mit ben i^nen 
gegenüberliegenben redete SBinfel bilben, fo l^aben bie ^ö^en be^ 
SCetraeber« einen 5punft gemein, unb umgefel^rt.*) 

Sero ei«, ©inb Aa, Bb, Cc, Dd bie ^öl^en be« Xetraeber« 

ABCD, unb ift CD normal ju AB, fo ftel&t 
bie ©bene CDd normal ju ab, mvü)in normal 
jur ®bene abd, unb entl^ält bie Qü^t Cc. 
ebenfo ertennt man, ba§ bie ®>tnt ABh bie 
c §ö|e Aa entölt. S)ie ^htixt ber ^öl^en Aa, 
Bb ift normal ju CD, bie ßbene ber ^öl^en 
Cc, Dd ift normal ju ab, alfo finb biefe 
ebenen normal ju einanber. 



i> 




*) S)iefe3 ^etraeber lomtnt »or bei ß'^uilicr de relatione mutua p. 151. 
SScrgl. ^crriot in @crg. 2lnn. 2 p. 133. geucrbadö bic bteiecfigc ^^ramibe 
§. 40 ff. ©. g. 21. 3aco5i au »an ©winben p. 453 ff. ©d^röter Dbetfläcl^cn 
2ter Drbnung p. 84. 
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agSenn bie §öl&en Cc, Dd auf einer ebene Uegen, fo ift biefe 
ebene normal ju ben Ebenen ABU, ABC, mitl^in ju ber Oeraben 
^iB, alfo tfi aud^ CD normal ju -4Ä 

SQBenn ^^5 normal ju OD, unb i?cr normal luAD ift, fo liegen 
je jn)ei ^öl^en auf einer ebene, unb aße ^aben einen 5Punft E ge^ 
mein (§. 1, 3). igierauS folgt, baß aud& bie 
Äante CA normal ju BD ift. gSergl. §. 4, 15 ^ 

unb §. 5, 3. 

änmerfung. S)ie ebenen ^/>JS, bde, 
CDE fd^neiben bie ©eraben bc, CA, AB in 
F, G, H, fo bafe -B ber gemeinfd^aftlid^e ^öl^en^ 
punit ber ©reiede adf, bdo, CDh ift. 5Die 
©eraben FE, ge, he fd^neiben bie ©eraben 
AD, BD, CD red^tminlelig in ^^ G', iv. ^ ^ 

©al^er gel^n burd^ ben gemeinfd^aftlid^en ^unft ber $ö^en be« Stetra^« 
eber^, t»enn ein fold^er norl^anben ifl, aud^ bie gemeinfd^aftlid^en 
SRormalen ff\ GG', HB' ber gegenüberliegenben Äanten. 

3ugleid^ finb bie 5ßrobufte AE,Ea, BE.Eh, CE.Ec, DE,Ed, 
fe.ef', GE,eg\ he. EH' einanber gleid^ (^ßlanim. §. 14, 7). 
S)al&er liegt G* auf bem Ärei^ FF'G, H* auf bem ßrei^ FF'H, mit- 
l^in liegen & unb H* auf ber Äugel ff* GH. ebenfo liegen h unb c 
auf ber Äugel ABCa, u. f. xo. S)er 5ßunlt E fiat gleid^e 5ßotenjen 
in »ejug auf bie 5 Äugeln ABCa, BCDh, cadc, abDü, fghf'. 

11. Um pei SCetraeber abcd unb A'B'C'D', bie burd& i^re 
ber Sfleil^e nad& gegebenen edfpunKe beftimmt finbp ^infld^tlid^ ilire^ 
©inneiS ju nergleid^en, l^at man ftd& perft in bie Äante AB von A 
nad^ B aufroärta ju t)erfe^en unb ju bt^ 
ad^ten, ob bie Sepegung oon C naä) D 
Uttteum ober red^t^um gel^enb erfd^eint; 
bann tjerfe^e man fid^ in bie Äante a*b' 
von A' nad& b' aufmärta unb bead&te, 
ob bie SSemegung von c* nai^ D* Uttföum 
ober red^tSum ge^enb erfd^eint Qe nad&bem beibe Semegungen auf 
ben angegebenen ©tanbpunften bem ©inne nad^ äbereinftimmen ober 
nid^t, ftnb bie 3;etraeber etneiS ©inneS ober entgegengefefeten ©inne^. 
3n bem erjien gaUe erfd^eint von A au^ bie ©emegung von b über 
C naSi D auf bem 5ßerimeter bcd in bemfelben ©inne gel^enb, ate 
von A' avä bie SJemegung non b' über C nad^ D* auf bem ?ßerimeter 
B'C'D'] in bem jweiten galle erfd^einen bie ©inne biefer SSemegungen 
t)on ben angegebenen ©efid^tSpunften auiS einanber entgegengefeftt. 
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§ietttad^ ftttb bie SCettaeber äbcd unb abce eine« obet ent^ 
gegengefefeten ©ittneS, je na(ä^bem bie ©pifeen z> unb i^; auf betfelben 
©eite in Sejug auf bie ®bene ABC liegen ober nid^t. 3n bem etften 
gaUe mxb bie ©ttede 2)E t)on bet ®bene ABC aufeen geteilt, in 
bem jnjeiten galle innen. 

SBenn bie gormein abcd unb A*B*C'iy a;etraeber eine« ©inne« 
bejeid^nen, fo giebt bie angejeigte 3lrt ber aSergleid^ung ju erfennen, 
ba§ bie burd^ bie gormein abdc unb a'B'C'D\ acbd unb 
A'B'CD\ bacd unb A'B*C'iy bejeid&neten Xetraeber entgegenge^^ 
festen ©inne« finb. golgli(^ wirb burd& gegenfeitige aSertaufd^ung 
t)on jToei ©dEpunften in ber gormel be« Sietraeber« iebe«mal ber 
©inn be«felben oeränbert.*) 

13. SBenn jebem 5ßunlt einer Jftaumfigur ein 5ßunft einer anbern 
Sftaumfigur fo entfprid^t, ba§ bie 3;etraeber ABCD, abce, . ., weld&e 
t)on brei ^ßunften ber einen gigur mit ben übrigen fünften berfelben 
gigiir gebilbet werben, ben entfpred^enben 3;etraebern ber anbern gigur 
A'B'C'D*, A*B'C*E\ . . ber Sflei^e nad^ gleid^ unb ä^nlid^ finb, unb 
wenn bie folgenben 3;etraeber abce, . . mit bem erften abcd 
einerlei ober entgegengefe^ten ©inn l&aben, ie nad&bem a*b*c*e\ . . 
mit A'B*C*D' von einerlei ober entgegengefe|tem ©inne finb: fo finb 
bie SRaumflguren abcde . . unb A'B'CD'E' . . gleid^ unb ä^nlid^, 
b. 1^. alle anbern Xetraeber ber einen gigur finb ben entfpred^enben 
SCetraebem ber anbern gigur gleid^ unb al^nlid^. S)ie SRaumfigurett 
finb eine« ober entgegengefe|ten ©inne«, je nad^bem ein ^aar ent:= 
fpred^enbe 3;etraeber berfelben eine« ober entgegengefefeten ©inne« 
finb.**) 

Sewei«. 2lu« ber ©leid^l&eit unb tl^nlid&Ieit ber Xetraebet 
ABCD, ABCEf . . mit ben entfpred^enben 3;etraebern fd^liefet man, bag 
bie 3;etraeber abde, acde, . . ben entfpred^enben 2;etraebem gleid^ 
unb ä^nlid^ finb; au« ber ©leid^^eit unb t^nlid^feit ber 2;etraeber 
bacd, bace, . . folgt ebenfo, bafe bie Xetraeber bade, bcde, . . 
ben entfpred^enben SCetraebern gleid^ unb äl^nlid^ finb, u. f. f. 

13. Su jwei gleid&en unb ä^nlid&en ©reiedfen. t)on t)erfd^iebenet 
©teUung abc unb A'B'C giebt e« eine Stje s von ber Slrt, bafe fo^ 
mol^l bie gläd^enminfel AsA', BsB', CsC\ al« aud^ bie 9lormalpro^ 
ieftionen ber ©tredEen AA\ bb*, cc* auf s einanber gleid^ jinb.***) 



♦♦♦ 



) 3ßöBiu§ Bat^c. ©alc. 19. @tati« 63. 

) SSergr. «lanim. §. 7, 1 unb bie bafelbft citiertc Slb^anblung (34). 

) SScrgt. §. 35 ber citierten Slbi^anblung. 
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83ett)eiä. älitö bem Senttunt O einet beliebig getoäl^lten ^gel 
jiel&e man bie Sftabien Oft Oy, Oß\ Oy* in ben SHid^tungen AB, AC, 
A'B\ A*C' imb lonfttuiere ben 5ßunft ber Äugel, weld^er fo liegt 
baß bie fpi^ärifd^en ©reiede tf/5y unb cß'^/ longruent finb (§. 4, 18). 
3iel&t man nun ad unb ^'i>' in bet SRid&tunfl be« Sftabiu« 0<s, fo 
jinb bie an ben ©d^eiteln A unb a* gebilbeten Mvx abcd unb 
A'BC'D' longruent 

gemet lege man burd^ A unb A' bie ju AD, AiD^ notmalen 
ebenen, bilbe auf benfelben bie SRotmalptojeltionen ef unb e'F' 
t)on BO unb B^0% unb auf bet ebene abf bie Siotmalptoieltion 
A''B''F'' oon ^'E'J^'. 2)ann ftnb bie »teiede aef, a*E'F\ a"E**F" 
gleid^ unb öl^nliiä^ unb eine« ©inne«, weil bie ©teiede aeb unb 
AE*B\ AFC unb A'F*o\ A*E*F* unb ^"E"/^" gleid^ unb fi^nli(§, 
unb bie SBlnlel eaf unb_JB'^'F' Sflotmalfd^nitte bet gleid^en glad&en^ 
minJel badc unb BA*ua pnb. 

Äonjituiett man enblid^ ben 5Punft 8 bet ebene iiEi^, weld^et fo 
liegt ba^ bie giguten saef unb sa*'E'*f** longtuent pnb ($lanim. 
§. 7, 2), unb bilbet man auf bet ebene a*e*f* bie Sftotmalptojieltion 
s* be« fünfte« S, fo ijl ss* bie gefud&te »je «. »enn bie ent* 
fpted^enben Mtxi an ben ©d^eiteln A unb A' pnb longtuent, bie 
entfpteddenben Äanten betfelben finb gleid^, alfo finb bie Siaumfiguten 
AEFBC unb A'E*F*B*C' fongtuent Sugleid^ finb bie giguten aefs 
unb a*e'F*S* longtuent, alfo finb bie SRaumfiguten aefbcs unb 
A'E'F'BC'S' longtuent (12), b. ^. bie SHSinlel ASE unb A'S'Ef, ASF 
unb A'S'F', ESF unb e'S'F* ftnb gleid^. ^ietau8 etlennt man bie 
®hx^f)tit bet glä(i^enn)in!el ASS*A', bss'B", CSS'C\ SBBitb bie 
®etabe S8' oon ben SRotinalen au« B unb B* in T unb t' ge* 
fci^nitten, fo ifl ST = S'T\ folglid^ TT' — ^SÄ', u. f. m. 

14. 3u jtoei Qhi^m unb d^nlid&en Sflaumfiguten eine« Sinne« 
ABCD . . unb A'BC'D" . . giebt e« eine Slje s von bet 2ltt*), bafe 
f omo^l bie gläd&enminlel AsA', BsB\ . . , al« aud^ bie 3lotmalpto« 
ieftionen bet ©tted en aa\ bb\ . . auf « einanbet glei(% fmb (13). 

SEBenn bie etfle gigut um bie SSCf e « totietenb ben SBinfel AsA' 
sutüd legt fo n)itb pe mit bet anbetn gigut petfpeftioifd^, bie ©eta«* 
ben AA*, BB\ . . metben nad^ SHid^tung unb 8&nge übetelnfHmmenb, 



*) 2)ic «je 8 ift Don (Bnltt Bei bcr Unterfudjunj bcröewegung eine« ftorten 
ÄötperS ctttbctft roorbcn. Theoria motua corp. solid. 978 (1765). Nov. Comm. 
Petrop. 20 p. 199 (1776). ®ie augenbKcWid&e »re^ungSajc (axe instantan^) eine« 
bewegten Stbvptx^ towc von X'^Umhttt (Pr^cession des dquinozes 1749 p. 83) 
bemetft loorben. Sergl. @ulet M^m. de Berlin 1750 p. 185. 

»alt»eT II. 6. «ttfr. 14 
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Hnn ble SHotmalptoielttotten belber Slaumfigutett auf eine jur Slye * 
notmale @bene fallen jufammen. SEBenn ble etfie glgut nun in bet 
3Hd&tung bet «je s fottfd&reitenb bie ©ttede AA jurftdlegt, fo faßt 
fte mit ber anbem g^ur jufammen. 

SDBenn bie etfte gigur in bet 9lid&tunfl bet Slye s fottfd&reitet, h\B 
bie SRotmalptoieltionen von AA% BR, . . auf « ^etfd^inben, wenn 
bann bie etpe gigut um bie Sje s totietenb ben SBinfel il«^'+l80^ 
jutödlegt fo fommt fie in fold&e Sage gegen bie jweite t^igut^ ba§ in 
jebet butd& bie aye s ge^enben ®bene glei<ä^e unb ä^nlid^e ?ßlanfiguren 
ju ben beiben Sftaumfiguten geböten, meldte gegen bie Slje s fpm^ 
mettifdö liegen. 

15. Su jwei gleid&en unb äl^nlid^en ©teieden t)on xietf^^iebener 
Stellung ABC unb a*b*c* giebt e2 einen a)iametet « t)on bet ältt 
ba^ bie gläd&entoinlel AnA\ BnB\ CnC* einanbet gleid^ finb unb 
ba§ bie SRotmolptojeltionen bet ©tteden AA% bb% CC* auf « eine 
gemeinfd&aftlid&e SKitte S l^aben.*) 

Sero ei«. 2lu« bem ©enttum O einet beliebig getoäl^lten ^el 
iie^e man bie Sflabien Oß, Oy, Oß\ Oy' in ben Stid&tungen ab, AC, 
A'b\ A!a unb lonfttuiete ben 5ßunlt v bet Äugel unb feinen ©egen** 
punft v', weld^e fo liegen, ba| bie fpptifd&en S)teie(Ie vßy unb v'/Jy 
entgegengefeit gleid^ unb äl^nlid^ finb (§. 4, 19). '^v^i man xoxn bie 
©etaben AR unb A!h* in ben Sliti&tungen bet Sflabien Ch unb W, 
fo finb bie an ben ©d^eiteln A unb A' gebilbeten ^tn abch unb 
ab'G'h* entgegengefeftt gleiiä^ unb_ä^nlid&. jpat A'H'* bie Slid^tung 
Ov, fo finb bie giä(ienn)inlel bahc unb b*AH'*C' einanbet gleid^. 

getnet lege man butd^ bie SRitte tion aa* bie ju bet ©etaben 
AH notmale ^l^Mt, unb bilbe auf betfelben bie 9lotmalptoie!tionen 
JKL unb J*K*V ^ S)teie(Ie abc^ unb ^'B'C. S)ie in ben glei(]&en 
gläd&enwinleln ß^i^c ünb ba*h*'C* Uegenben ©teiede jkl unfe 
J*K'L* finb gleid^ unb äl^nlidö unb eine« ©inne«. Äonjituiett mm 
enblid^ ben 5ßunft S bet ®)txit JKL, roeliä^et fo liegt, bat bie giguten 
Ä/iSTL unb 8*J'K'V fongtuent finb (Panim. §. 7, 3), fo i|i bie in 
bet Sftid^tung ah butd& s gejogene ©etabe bet gefud&te S)iametet n. 
3)enn bie giaumfiguten sjklabc unb 8*j*k*ua*b*C' finb glei(§ 
unb ä]&nli(§ unb entgegengefeiten Sinne«, u. f. m. 

16. 3u jwei gleid^en unb d^nlid^en Sftaumfiguten t)on entgegen«^ 
gefeitem Sinn, abcd , . mb A'B'Ciy . ., giebt e« einen ©iamctet n 



*) SJetgt. §. 37 bet citietten ^H^anblung. 
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t)Ott bet Stt, bafe bie gläd^nwinlel ^n^', jBnÄ', . . elnanbet ßleid^ 
finb, ttttb ein ftd& jettjt entfpted&enbeÄ Senttum 8*), ble gemeiiu 
fd^aftlid^e 3Kitte von ben Sflomalproieftiottett bcr ©ttedfeti ÄA\ 
BB\ . . auf n (15). 

aaSenn bie erfte gißut um ben ©iametet n totierenb ben SlBinlel 
AnA' jutüdleflt, jo fommt fie mit bet anbern gigut in f^mmettifd^e 
Sage ju bet ©enttalebene, beten 5RotniaIe bet 3)iametet n iji. 

Söenn bie etfte gigut nm ben SMametet n totietenb ben SBinlel 
AnA' + 180 ^ jutüdlegt, fo lottimt fte mit bet anbetn glgnt in pet«* 
f?ettltrtf(]^e Sage unb bie 3Ritten bet ©tteden AA'^ B& t)etelnigen ftd& 
in bem ®enttum ä 



17. aSBenn t)on jwei a;ettaebetn abod unb A'B'C'iy bie Mm 
A unb ^' gleid^ unb äl^nli^ unb bie SSetl^ältniffe bet entfpte(i^enben 
Äanten an biefen Mtn ab.aCiAD unb a*b* : A*C' i A'D* bet 
Steü^e nad^ glei(^ finb, fo finb bie Xettaebet äJ^nlid^, b. 1^. bie gläi^en 
bt& einen 2;ettaebet« finb ben entfpted&enben gWd&en be« anbetn 
äl^nlid^, bie übtigen @(fen beiS einen ^ettaebetiS finb ben entfpteci^enben 
@(Ien beiS anbetn gleid^ unb a^nlx^. ^tnn infolge bet 93otauiSfe|ung 
fmb bie ©teiede bac unb b'A'C, cad unb c*A*iy, dab unb 
UAB\ DGB unb ^'C'5' ä^nlidö; bie ®lei(ä^l^eit unb SSt^nU^feit bet 
übtigen @<Ien mitb l^ietnad^ auiS bet ®leid^l^eit il^tet Seiten etfannt. 

®ie tl^nlid^feit t)on jmei 9laumfiguten abcde . . unb AB'C^D'E'. , 
i^ analog mie bie ©lei^l&eit unb SK^nlid&feit betfelben (12) butd& bie 
SS^nlid&teit bet entfpted&enben Settaebet abcd unb a*b*cd\ abce 
unb A*B'C'E\ . . bejiimmt. 

3u jmei ä]&nli(|en Sftaumfiguten eine« @innei8 abcd . . unb 
A*B*C*D* . . giebt t^ eine älje s unb einen fid^ feB&ii entfpted^enben 
5Punft betfelben s von bet Sltt, bafe bie glöd^enminfel AsA*, BsB\ . . 
gleid& unb bie 3taumfiguten sabcd . . unb SA'B'Ciy . . äl^nliift unb 
eine« Sinne* finb. SOäenn bie etjie gigut um bie Slj e a totietenb ben 
aOäinfel AsA* jutüdflegt, fo mltb fte mit bet anbetn gigut petfp^mfd& 
unb bet 5ßunlt ASf mitb bet äufeete SS^nlid&f eitgpunf t von beiben giguten. 

3u gmei ä^nlid^en Sftaumfiguten entgegengefefeten Sinne« ABCD . . 
unb A'B'C^D* . . giebt e« einen a)iametet n unb einen fiiS f^K>ft ent*» 
fpted&enben 5ßunf t be«felben 8 von bet 2(tt, bafe bie gläd^enminlel AnA\ 
BnB\ . . gleid^ unb bie giaumflguten 8ABCD . . unb 8A*b'C'D' . . 
entgegengefeit ä^nlid^ finb. SBenn bie etjie gigut um ben SHametet n 



*) aRagnud anal9t.'geomeii:. ^ufg. II p. 109. SSergl. bie ciüette ^bl^anblung. 
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totietenb ben aBBlnlel AnA' + 160^ jutüdlegt, fo wirb fte mit bet 
anbetn gigut petfpelttotf d& unb ber ^unft s bet innere äl&nlid&feltö* 
punlt ber beiben Sifluren.*) 



§. 7. 2)ie ^olpebet. 

1. @ine enblid^e ein einjiged &tM bilbenbe f^ad^e (plan, polp^ 
ebrif(§, frumm) ift mit einem ober me^rern Sdänbem (^Perimetern) 
Derfel^en; eine flefd&loffene überaß in [id^ jurftdlel^renbe gl&d^e fann 
als eine mit einem unenblid^ {leinen älanb irgenbwo nerfel^ene h^ 
trad^tet n^erben. äluf ieber f^äd^e Unntn in ftd^ )urAd(lel^renbe 
@d^nitte gemad^t werben, n)eld^e bie i^äd^e in getrennte ®täd(e teilen, 
t)on benen eine« ganj burd& ben ©d^nitt begrenzt ijl. 

SlBenn bie glad^e fo befd^affen ifl, bafe jeber gefd&loffene ©d&nitt 
ein @tttd( ^läd^e abtrennt, meldte« burd^ ben 6d^nitt aOein «oQfianbig 
begrenjt wirb, fo ifi fie eine glad&e von einfad^em S^fammenl^ang 
(connexio) unb l^eifet einfad^ jufammenl^angenb**), j-SB. eine plane 
^ol^gonpd&e, beren 5ßerimeter ftd& felbjl nid^t fd^neibet, eine Ärei*** 
fläd^e, ein 3;etraeber, eine ^gelflftd^e, eine Äugeljone mit einem Sftenb. 
SBenn eS bagegen gefd^loffene ©d^nitte von ber ärt giebt, bafe burd^ 
einen allein tin ©titdf gl&d^e nid^t Dollfi&nbig begrenzt mirb, fo l^at 
bie ^&d^e mel^rfad^en Sufammenl^ang unb l^eigt mel^rfad^ sufam«' 
menl^angenb, j. 85. ein planer ©treifen jwifd^en jroei gefd^loffenen 
Sinien, eine gone mit jroei Sflänbem, eine 3Wngf[äd^e. @ine Sone mit 
jwei Sftftnbem mirb burd& einen jwifd^en ben Slänbern ftd^ erliredten«' 
ben gefd&lojfenen ©d&nitt jmar jerpfidft, aber e« wirb nid&t iebe« Don 
beiben ©tüden attein burd^ ben ©d^nitt t)ottpnbig begrenjt; l^ingegen 
mirb bie 3one burd^ einen von bem einen Sftanb ju bem anbem 3tanb 
gefül^rten Duerfd^nitt in eine einfad^ jufammenl^angenbe glftd^e aufge«^ 
15^, unb ifi be£^alb sn)eifad& jufammenl^angenb. @ine runbe Slingfl&d^e 
fann burd^ einen in fid^ jurüdttel^renben ©d^nitt in eine jweifad^ jufam«' 
menl^angenbefjläd&e aufgelöfi werben, unb ifi beai^alb breifad^ jufammen^ 
l^angenb. ©ine gläd&e ifi wfad^ juf ammenl^angenb, xotnn fie nad^ n — i 



*) @ulet de centro similitudinis 1777 (Nov. Act. Petrop. 9 p. 154). 
S^agnuS analst. «geometr. 9(ufga5en n p. 89 ff. SSerg(. §. 50 ff. ber citietten 
9l5l^anblung. 

**) ^iefe wid^tige Untedd^eibung oerbanft man äiietnann ©runMaaetttc. 1851 
(6). Se6rfft|e aus ber anaJysis sitos 1857 ^ord^arbt 3. 54 p. 105. äSeral. 9{eu« 
mann %hel\t^t integrale 1865 p. 291. £ifting @enfud rftumlid^er ilomplese 
f861 (®ött. »bl^. »b. 10) unb Oött. 9lad^r. 1867 ^ov. 13. gorban öordjarbt 3. 66 
p. 22. 68 p. 297. ^icfelbe Untetfdjeibung ift t)on SRöbiug a:§eorie ber @rementar« 
^ermanbtfd^aft (Sei|>a. ^erid^te 1868 p. 18) gemad^t toorben. 
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fucceffiöen S^^rf^ä^tieibuttgett nod^ unjetfiiltft ober eittfad^ jufammert* 
l^angenb ift. ®tte mit r Slänbetn t)etf eigene ^ä^t ifi (r+2ik)fad5 
jufammenl&attgenb, wobei k eine ber S(^^^^ 0, l, 2, . . bebeutet 

3n bert folgenbett ®ä|ett ifi unter einem ^ßolpebet (§. 6, i) ein 
gemeines (ein^^ieEigeiS, mit nid^t mel^rfad^ sufammenl^angenber Dbet«' 
fläd^e) iu Detftel^n, meld^e^S aud^ ein (Suletfd^eiS ^olpeber (nad^ 
^effel) genannt mitb. 

3. @in ^ßolpeber von f gläd^en unb t edten l^at /+e— 2 
fianten.*) 

Sem ei« 1. 5Rad^ SBegnal^me eine« ber ^ßolggone, au8 benen 
bo« ^polpebet befielet, bepit man ein offene« ^polpeber t)on /— l 
f^läd^en, e SdCpunIten unb k Tanten, klimmt man t)om 9lanbe be«^ 
felben ein ^ßolpgon meg, fo beplt xmn ein offene« Sßol^ebet t)on 
/, = /— 2 gläc^en, ci = « ©dfpunlten unb fc^ = fc — i Äanten. 
Slimmt man Dom Staube be«felben miebetum ein ^ol^gon meg, fo 
bel^ält man ein offene« ^ßolpebet t)on /2 = /i — l glod^en, «j = <!^ -^m 
©dtpunlten unb ä^^ = ä?i— ?»— i Äanten. U. f. m. S)abei ift 

(Snblid^ bleibt 1 ^ol^gon mit ebenfooiel SdCpuntten al« Tanten 
(Seiten) übrig. Sllfo ift /— i + e— fc — i, /+<? — ifc — 2. 

93emei« 2. Um t)on einer @d(e )u aUen anbem ®d(en auf einer 
au« Äanten beftel^enben Sinie überjugel^n, pnb e — \ Äanten erfor^ 
berlid^ unb l^inreid^enb. 9lad^bem ba« ^olpeber läng« biefer Tanten 
jerfd^nitten morben ifi, muB e«, yxxx in feine / gläd^en jerftüdEt ju 
werben, nod^ läng« ber übrigen Äanten jerfd^nitten werben. 3« ber 
3erftüdfung in / 3;eile finb /— l gerfd^neibungen an ebenfooiel Äanten 
erforberlid^. aifo l^at ba« ^ßolpeber e— 1+/ — i ftanten. 

Slnmerlung. 9Benn man ^ol^eber fo sufammenfteSt, bag nur 
jum 3;eil eine gläd^e be« einen dou einer glad^e be« anbem, ober 
eine @dfe be« einen t)on einer (Sdte be« anbern gebedCt wirb, fo erplt 



*) ^iefeg ©runbgefeti ber ^olnebvomettie toar meUeid^t im SUiertum bemerft 
toorben, toeil SCrd^imebed bie 9ietfie ber §a(5regu(ären ^ol^eber ooffftänbia am 
utgeben oermod^t i^ot, unb ftnbet {td^ anaebeutet in einem 1860 BerauSgeaebenen 
f^agment oon ^edcarteS Oeuvres inidites de Descartes p. M. Foucner de 
Careil, 11 p. 214, t)erg(. ben Sluffa^ beg SSerf. im SRonatSbend^i ber S3erL 9l!ab. 
1861 p. 1043. @ntbe<rt unb be!annt gemacht würbe ed oon @u(er 1752 Nov. 
Gomm. Petrop. 4 p. 109, bemiefen p. 156. SCnbere $en)eife l^at man t)on @aud^9 
1813 J. de rSc. polyt. Cah. 16 p. 77 unb ©runert ©rette % 2 p. 367 (Se* 
meig 1.), @ täubt 1847 (^eom. b.£a$e 49 unb ^bieme briefl. 9Rittei(ung, $eterd^ 
bürg 1867 9too. 10 (Semeid 2.), Slugufi $rogr. b. löln. Stealg^mn. SSerlin 1854 
p. i, enblid^ burd^ Setrad^tung oon äßtnielfummen fpl^ärifd^er ober planer ^ol^gone 
oon Segenbre ®eom. VII, 25, £'$uilier 1812 %9X%. ^nn. 3 p. 178 unb 
©teiner ©rette 3. 1 p. 364. 
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man ein au^etotbentttd^eS ^objebet, bei n)el($em bie Slnjol^len ber 
^läd^U; ^en unb Tanten von bem obigen Sufammenl^ang mel^ 
ober weniger fid& en^ernen.*) 

SBenn man ein ^olpeber bur$ iQinsufägung i^on Mm unb 
gläi^en in eine Summe oon n spolpebem jerlegt, an benen ea im 
ganjen fr e, ic oerWebene gläd&en, ©den, fianten giebt, fo i^ 
f+e—k = 1 + «. ®efe|t, bo« erjle unter ben vereinten ^ßolpebent 
^at /i ^äd^en, e, @(Jen unb fc| Äanten; bo« folgenbe l&at mit bem 
erften /j glad^en, ej ©den, ätj Äanten nid^t gemein; ba« folgenbe 
l&at mit ben norl^ergel&enben f^ gläd^en, e^ ©den, ^3 Äanten nii^t 
gemein, u. f. vo. 3ebe« ^ßol^eber l^at aber mit bem folgenben ein 
ebene« ober unebene« 5ßolpgon gemein, alfo iji nad) bem Dbigen 

u. f. m. Sie Slbbltion gicbt /+c — fc = 1 4- n. ©aud^p a. a. D. 

3. 3)ie Slnjal^l ber ^ßol^gonwinfel auf einem ^ßol^eber ip jwei^ 
mal fo grofe afö bie änjal&l ber Äanten. S)enn jebe« ^Pol^gon l^at 
fooiel asinfel al« Seiten; unter ben Seiten oEer ^ßol^gone lommt 
jebe Äante jweimol vox. S)ie Slnjal&l ber ^ßolggonminfel ifi gerabe, 
alfo Knnen unter ben gläd^en unb unter ben Mtn be« ^ol^eber« 
^olggone oon ungeraber ©denjai^l unb Mcn von ungeraber Seiten*» 
}al^l nur in geraber 9ln$al^l oorfommen. 

Sei einem ^ßol^eber oon / %l&ä)tn, e Mtn unb k ffianten ift 

6 + fe < 3/ < 2k, 6 + fc ^ 3e < 2k, 

4 + e ^ 2/< 4c — 8, 4+/< 2e < 4/— 8 

S)enn t& giebt 2k ^ol^gonwinJel, unb jebe glad&e ifl minbefEen« brei*» 
edig, jebe ©de minbeftenä breifeitig. SRun ift (2) f=2 + k—e, 
e = 2 + k — /, folglid^ 6 + 3fc — 3« < 2k, u. f. m. äu« ben erflen 
beiben SBegrenjungen folgen bie beiben legten, inbem man k burd^ 
f+e — 2 erfe|t. S)e8carte« unb ©uler a. a. D. 
SBenn alle gläd&en medig pnb, fo ift 

mf = 2fc, 6 — 2 = k'-f^ i/(m — 2) 

SBenn alle ©den nfeitig finb, fo iji 

ne = 2fc, /— 2 = k — e = ic(n--2) 

Unter ben beiben Sebingungen iji 

(w — 2)(n~.2):4 = (e — 2)(/— 2):c/<l - 
alfo m = 3, n = 3, 4, 5 unb n = 3, m = 4, 5. 



*) $otnf ot 1810 J. de l'fic. polyt. Cah. 10 p. 46, S'^uilict a. a. O., ber 
bie^äEe, in benen bad ®u(erf d^e ©efe^ nid^t gilt, bereite {laffificiettl^at^ipeffel 
(^teae 3. 8 p. 13. SSergl. (E. §. ^. gacobi ju oan 6minben ©eom. p. 486. 
3Äöbiu§ ©lementar^SBerroanbtfdJaft §.22, Seipj. »eridjte 1863. 
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(S» tjhtnen toebet aUt ^läd^en ntel^t ali fitnfedigr no(^ aSe (Säen 
mel^t ald fönffettig fein; fotifi toäte bie Slttjol^l bet ^olijgottwinlel 
minbefiend 6/ ober 6e, alfo ^ ntinbefien£ 3/ ober 3e, loä^tenb bod^ 
6 H- fc webet 3/ noüi 3e flbetpeifien lantt. 

@8 giebt fein ^ol^ebet von 7 Tanten, benn ble d^ai^t Slnjal^l 
bet ^läd^en obet ®dm mü^te itoifd^en 13 unb 14 liegen. 

<Sine ^lafftftlation bet möglichen ^olpebet von k Aanten (von 
f gläd^en unb e (Sdtn) ift no(]& nid^t auflanbe gebtad&t wotben.*) 

4. aOBenn untet btn f gläd^en eine« ^ßolpebet« /a bteiecfige, /4 
üietedige, . . , untet ben e ©den beafelben «3 btelfeitige, «4 t)letfeitlge, . . 
finb, unb ba2 ^ßolpebet fc Äanten l&at, fo iji**) 

« = «3+ ^4+ ^^5+ • • 

2fc= 3/8+4/4 + 5/5+ .. 

= 3<53+4e4+5«5+ .. 

3flun l^at man (2) 2/ + 2e «= 4+2fc, alfo 

I. 2(/3+/4+..) = 4 + e3 + 2e4 + 3c5+ .. 

2(^3+«4 + ..) = 4+/3+2/4+3/5+.. 

^tetau« flnbet man but(J 2lbbitton 

n. /3 + «3 = 8 + 0/5+^5) + 2(/e+ee)+ .. 

SBenn man bie ©leid^ungen (i) abbiett, nad^bem xoaxn bie eine 
mit 2 multipliciett l^at, fo etl^&lt man 

in. 3/3 + 2/4+/5 — 12 + 2^4 + 4^5+ .. +/7 + 2/8+ .. 
3*3+204+65 — 12 + 2/4+4/5+ .. +«7 + 2«8+ .. 

äSenn man bie ®leid^ungen (I) abbiett, nad^bem man bie eine 
mit 3, bie anbete mit 2 multipliciett l^at, fo etplt man 

IV. 4/3 + 21/4 + «3 =- 20+2e4+5e5+8ee + ..+V6+4/7+.. 
4e3 + 2e4+/3 = 20 + 2/4 + 5/5 + 8/«+ .. +2(Je + 4e7 + . . 

SKuä (11) fd^liefet man, ba^ bei feinem ^ßol^ebet bteiecfige gläd&en 
unb bteifeitige ^9,tn pgleid^ feilten fönnen; eS finb beten jufammen 
menigfienä 8 ootl^anben« 

S)te ©leid^ungen (ni) leisten: 

@in ^ol^ebet ol^ne bteiedige unb oietedEige gläd^en l^at menigfteniS 
12 fftnfedige gläd^en; ol^ne bteifeitige unb oietfeitige ^tn l^at e« 
menigjienä 12 fünffeitige Mtn. 



*) Sergl. bie Sinfönge bei ®uUr a. a. 0. ©teittev 1828 @etg. 9[nn. 19 
p. 36, ^oinfot Compt. rend. 1858« p. 65, S^^^ban a. a. 0. 

**) 2)iefe 8etracl^tunaen finb oon Segenbre (Gtom. Note 8) begonnen unb 
von (Vergönne (Ann. de Math. 15 p. 157) bualiftif.^ audgefül^vt wotben. 



/ 



ki& 



216 ^nfted ISud^. Stereometrie. 

@in ^ol^ebet ol^e bteiedtige unb fünfedige ^d^en l^at toenig^ 
ften« 6 oleredige gläd^eti; ol^ne brelfeltige unb ffttttfeitige ©fett l&at 
e« wentgftettÄ 6 t)ierfeittge ©dEen. 

@in ^olpebet ol^ne vxtxtdiQt unb fftnfedige f^läd^en l^at tt^enig^ 
fteniS 4 breiedige gläd^en; ol^ne Dierfeitige unb fünf fettige Mtn l^at 
eiS n)entgfteniS 4 bteifeitige @(fen. 

@tn ^olpeber, beffen @(!en fänttttd^ breifettig flnb, unb unter 
beffen %l&^tn äuget beliebig t)iel fed^^ecligen nur entoeber breiedige, 
ober t)iere(tige, ober ffinfedige ooriomnten, l^at nid^t ntel^r unb nid^t 
weniger aö 4 breiedige, 6 Dieredige, 12 fünfedige gläd^en. 

6in ^olgeber, beffen gläd^en fämtli($ breiedig finb, unb unter 
bejfen @dta auger beliebig mel fed^afeitigen nur entweber breifettige, 
ober oierfeitige, ober fftnffeitige oortommen, l^at 4 breifeitige, 6 oier* 
feitige, 12 fönffeitige ©den. 

S)ie ©leid&ungen (IV) leieren: 

®n ^ßolpeber ol^ne breiedige unb oieredige gläd^en f)at wenige 
jien« 20 breifettige Mtn; ol^ne breifeitige unb t)ierfeitige ©den l^at 
ej8 wenigjien* 20 breiedige gläijen. 

@in ^ßolpeber, beffen glad^en fünfedig unb beffen Mtn breifeitig 
finb, l^at 20 @den. 6in ^ßol^eber, beffen @dtn fünffeitig unb beffen 
gfläd^en breiedig finb, ^at 20 gläd^en. 

Slnmerfung. S)ie an befonbem ^ßolpebern frül^er*) wal^rgenom* 
ntene S)ualtt&t ift burd^g&ngig t)orl^anben: jebem gegebenen ^olpeber 
lägt fid^ ein polare« ^polpeber fo beiorbnen, baß jeber mfeitigen @de 
bei5 einen eine /wedige gläd^e bt& anbern, ieber nedigen glad&e baS 
einen eine «feitige 6de bt^ anbem entfprid^t, unb bafe beibe Sßolpeber 
gleid^oiel Äanten l^aben. 3Kan l^at nur nötig, in S3^ug auf eine be^ 
liebig gewäl^lte Äugel bie @benen «, ß, y, . . aufeufud&en, beren 5ßole 
bie @dpunfte beä gegebenen ^ßol^eberS a, b, c, . . finb (§. 5, 12). 

6. Unter ben ^ßol^ebem finb befonber« bie regulären (5ßla^ 
tonifd^en) UaS)Ht roorben**), roeld^e reguläre fjläd^en unb reguläre 
Mtti oon je einer Slrt l^aben. 

6in reguläre« ^Pol^eber, beffen gläd^en S)reiede finb, l^at ent^ 
weber breifettige, ober t)ierfeitige, ober fttnffeitige Mtn, 3n bem erjien 
gaHe l^at e« 4 3)reiede unb 4 breifeitige ©den (4, m unb n), unb 



♦) SRauroI^cuS 1532 (üergl. 3. $. X. SÄüIIer in ©runert SCrdJi» 84 p. 1). 
Äep|)(et härm, mundi V, 1. gJiciftcr 1785 Comm. Götting. VII p. 39. S)er 
angemeine ©o^ l^at feinen genauem Stugbrucf burd^ Vergönne a. a. D. erl^alten. 
**) ^ie @ntbe(fung ber $latoni|d^en ^ol^eber (Plato Tim. p. 55 unb de anima 
monai p. 98) n)irb ber ^MoQovtxmm @(6u(e jugefcbrieben. $on benfeO^en Bau- 
bert @ucabeS @Iem.XIIIff. 
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l^ei^t ein ^ettaebet. 3n bettt stoeiten %aUt l^at e£ 8 SDteiede mtb 
6 merfelttge eden, unb l^ei^t ein Dltaeber. Qfn bem britten gaUe 
l^at CÄ 20 2)tete(Ie unb 12 fünffeittge ©den (4, IV unb m), unb l^ei^t 
ein Slofaebet. ®8 lönnen nid&t aUe ©den fec^Äfeitig fein (3). 

ein reguläre« ^Polpeber, beffen gidd&en Sierede ftnb, fann nur 
breifeitige ©den l^oben, unb ^at beren 8 (4, n) nebfl 6 glad^en (4, m), 
unb l^ei^t ein $ej:aeber. 

ßin reguläre« ^ßol^eber, beffen gläd&en ^Jünfede finb, lann nur 
breifettige (Sdtn l^aben unb l^at beren 20 (4, IV) nebji 12 gläd^en 
(4, m), unb l^eifet ein SDobefaeber. 6« fönnen tii(i&t atte %laä)m 
©ed&Äede fein. 

S)at)on bilben ba* Xetraeber mit fid& felbfl, Dftaeber unb Jßeja^ 
eber, Qfofaeber unb 35obefaeber je ein 5ßaar, fo bafe jeber wiedigen 
gläd^e be« einen ^olpeber« eine wfeitige ©de be« anbem entfprid&t 

6. Unter l^albregulären (»rd^imebifdöen) ^ol^ebern*) 
»erben fold^e Der Rauben , bie gleid^e unb ä^nlid^e @den ^aben, ein^^ 
gefd^loffen von regulären ^^läd^en Derfd^iebener ä(rten. 2)enfelben iu^ 
georbnet finb fold^e ^olpeber, bie gleiclje unb äf)vli^t ^läd^en l^aben, 
unb an jjeber gläd^e reguläre (Sdtn t)erfd^iebener Slrten. 

I. SBenn bo« ^ßolpeber nur wfeitige ©den i^at, fo ift (3) 

2fe = mc = 2e + 2/— 4 

m — 2 

a)ie möglid^en gätte fmb (3) 

m = 9, 2fc = 3e = 6 (/— 2) 
m = i, Jfc = 2e = 2(/— 2) 
m = 5, 2fc = 5« «rVO"— 2) 

n. 9Benn an jeber @de be« ^ol^eber« a aedige, ß ledige, 
Y cedige, . . glä(]^en liegen, fo ifi 

2fc = (a + ß+..)e 

3luf bem ^ßol^eber giebt eä «e asinlel, bie ben aedigen glä(ä&en an-- 
gel^ören, unb ben «ten 2;eil fooiel gläd^en oon biefer Slrt, u. f. xo., 
folglidö ifl 



^-(t+I+-) 



*) 2)ie von Slr^imebed entbetften J^albtegitläten ^ol^eber !enttt man au3 
$appuS' 8efd^rei5ttnd V. Anleitung ju prop. 18. 2)ie DBerf[ä4en'92e|e ftnbet 
man bei % ^ürer Unterweifung u. f. to. 1538. S^ergl. ^ep|>ler harmonice 
mandi II. 28. SReier ßirfd^ geom. ^ufg. II p. 127 ff. ^ie balbregulären $0(9« 
eber, toetd^e ben SCtd^imebifd^en ^olar jugeorbnet ftnb, finb in ^* $. X. S'^ütlet^ 
2;n0onomet(ie 1852 p. 845 enoä^nt 
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Senndge ber @IeU^itg y+2e—fk «= 4 l^at mcax dfo 

ober 

SDet ©ttbtrol^ettb l^t feinen flerinflften SSBett wenn « = /J = . . = i, 
a = 3, 6 = 4, ... 3lttnlflaBer2<i+f+i + t; alfo giebt ti 
hin $ol9eber, beffen Sden f&mtlU^ auf filetd^e SBeife 9on mel^ ciA 
breietlei ^olpgonen eingefd^loffen n)etben. 

in. SSknn alle Sden btS ^olpebetS auf gleid^ äBeife von a 
^ledigen, ß ledigen unb / cedigen gfl&d^en etngef d^loffen flnb, unb eine 
bet S(^kn a, b, e, ). ^. a ungerabe ifl, fo mu6 eine ber 3<4Un 
« — if ^/ r mlnbeflen« 2 betragen.**) SSerelnigt man mit ber erften, 
britten, fünften, . . Seite eines atdi jebeSmal eine Seite eines atäi, 
fo treffen'jttlelt an einer @dte brei «ede jufammen. bereinigt man 
ntit ber erfien, britten, ffinften, . . Seite beS aedfö iebeSntal eine Seite 
eines btäS, fo treffen 2ule|t an einer @de }n)ei ftede sufantmen. SJa«* 
l^er lann nic^t jjebe ber S<^^^ « — 1/ A r weniger als 2 betragen. 
IV. jQiemad^ ergeben ft($ als möglich 
9lrd^imebif(^e ^olpeber mit breifeitigen @den: 
3ebe @de mirb oon einem atä unb jmei btdtn eingef(||lofFen. 2)ie 
3a]&l 6 mufe gerabe fein (TU). SlRan l&at (II) 



a+f-)- 



unb erl^ält folgenbe 3(uflöfungen 

a 
b 
e 



n 3 3 3 4 5 

4 6 8 10 6 6 

2n 12 24 60 24 60 

e 2e 

ein 5ßol9eber biefer 3lrt l^at — aedige unb y fiedige %l&ä)tn. 

9Birb jebe @de oon einem aed, einem btd unb einem ced ein^ 
gefd^loffen, fo muffen a, b, c gerabe 3Äl&l^tt f^*«. S)ie ®lel(]&ung 

l^at nur smei Sluflöfungen 



*) SRcier ©ItfdJ a. cu D. p. 171. 
**) Äeppler a. a. D. ü, 17. SReict ^irfdj o. a. D. p. 142. 
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6 


e 


e 


4 


6 


8 


48 


4 


6 


10 


120 



e 



ettt fold^e« 5Pol9ebet l&at — aedige, -r- ^^*^fl^ ^'^^ — cedlgegläd&ett. 



ärd^imebifd^e ^ßolpebet: mit üietjeitlflen Mtn: 
3ebe ®(Ie wirb t)on brei aedcn unb einem feed eingefc^loflen. SDte 
©letd&uttg 

^at bie äluflöfungen 



a 


( 


e 


3 


n 


2» 


4 


3 


24 



3e 



ein fold^e« ^ol^eber l^at — «edige unb y 6edige glcui^en. 

SBirb jebe ©de non jwei aeden unb jwei htdtn eingefc^loffen, fo 
l^at man bie ©leid^ung 



d+i-')-» 



mit ben Sluflöfungen 



a 


h 


« 


3 


4 


12 


3 


5 


30 



ein fold^e« ^ßolgebet l^at — aedige unb \ ledige gläd&en. 

SBitb jebe ede üon einem aed, jtoei Hitn unb einem ced ein* 
gefd&loffen, fo mu§ & getabe fein. Slu« bet Oleid^ung 



(i-+ 



a 



r+7 

5 



•> 



folgt nur 



3 I 4 I 5 I 60 

©iefe« 5ßol9ebet l^at 20 S)reiede, 30 »ietede unb 12 gttnfede. 

3lrd&imebif(Se ^olgebet mit fünffeitigen Mtn: 

Sebe ede mirb t)on t)ier aeden unb einem 6ed eingefd^lojfen. 3)ie 
©leid&ung 
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l^at bie SluPfuitgen 



? 


b 


e 


3 


4 


24 


3 


5 


60 



(gln fol^e« 5ßol9eber l&at — aedKge unb y iecRge fjläd^en. 

äinnterlung. $appu2 unb Aeppler soi^len 13 9(r(|tmebtf(]^e 
^Pol^eber, toell fte wegen il^rer UttbefHmintl&eit bie anedigen ^ßol^eber 
weglajfett, bereu ©den entoebet iebe von jroel'aSietedten unb einem ned 
ober iebe von brei S)releden unb einem ntd eingefd^Ioffen werben. 

V. gür ^olpeber, weld^e nur medige gläd^en l^aben, erl^dlt man 
bie entfpred&enben SRefultate burd^ gegenfeitige SBertaufd^ung von e unb 
/, aedigen §läd^en unb afeitigen ®den, unb ftnbet ben 2lrd&imebifd&en 
polar jugeorbnete 5Pol9eber mit breledigen, oieredigen, fünfedigen 
glöd^en. Unter biefen ^ßolpebem itnb befonber« bie 9tl^omboeber 
(§. 6, 6) mit mel^rerlei (Sdtn*) betrachtet morben; ba* eine oon 12 
9tl^omben l^at an jeber f^läd^e jmei breifeitige unb jwei t)ierfettige 
Mtn, bai$ anbere non 30 9ll^omben l^at an jeber ^äd^e jwei brei^ 
feitige unb jwei fänffeitige (&dtn. 

7. 9lad^ anbern al8 ben oben angegebenen 8efHmmungen ftnb 
Patonifd^e unb 9(rd^imebifd^e ^ol^eber nid^t möglid^. S)ie Slealität 
eine« ganj ober jum 2:eil regulären ^ßol^eber«, beffen SBeflimmungen 
ber Statur eineiS fold^en nid^ wiberfpred^n, wirb erlannt, inbem man 
eine ^gelfl&d^e burd^ ^auptlreife in ein fpl^ärifd^eS $olt)eber teilt, 
beffen ^olpgone fpl^ärifd^ finb unb biefelbe 2trt, Slnjal^l, Sleil^enfolge 
l^aben al8 bie planen ^ol^gone be« ju fonflruierenben ^ßol^eberä. 

S)aju iji erf orberlid^ , bafe man aui einem wilHürlid^ gewäl^lten 
5Punft ber Kugel bie Sogen OA^, OA^, . . t)on gleid^er Sänge fo 
jiel^t, ba§ bie SBinfel ber ©eignen -4,0-42, A20ä^, . . ben SBinfeln 
ber regulären planen ^ßolpgone gleid^ werben, bie eine 6de be« ^ßolg-» 
eberä einfd^liefeen.**) S)ann entl^alten bie ebenen A^OA^, A^OA^, . . 



*) SttppUx a. 0. D. n, 27. 3Reier §irfd^ a. a. D. p. 186. 
**) Seseid^net man ben gefud^ten ^eninwinlel ber gteid^en Sogen OÄ^, OA2, . . 
btttd^ tj, bie aefud^ten 2Bin!e( ber Sogen A1OÄ2, A^fiA^, . . bur$ ^1, ^j/ • •# ^^^ 
gegeoenen SBinM ber ©eignen AfiA^, A'fiA^, . . burd^ A,, Aj, . ., fo 5tlben bie 
Seinen mit bem oon audgel^enben 9)abiu§ ber ^el ben ^in!e( 90o~^^, unb 
man l^at aud fpl^ärifcl^trigonometrifd^en @rünben 
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reguläre plane ^ßol^flone, Me ber Äugel elttgefd^rieben finb, unb bereu 
Seiten ebenfo lang ftnb al8 bie gleid&en ©eignen OA^ , oa^,... S>ie 
©dpunlte biefer ^olpgone bejiimmen wieberum reguläre fpl^örifd^e 
5ßol9gone, unb jwar « «ede, ^ z^edte, y cede, bie um ben ^mtt in 

ber gefud^ten SBeife liegen. 3n ber X^at betragen — fold^e reguläre 

fpprifd^e atdt, ^ ftede, — ced e jufammen eine JJugelflad^e. ©inb 

nämli^ ^i, ^2/ ^3 bie SSäinfel ber regulären fpprlf^en aede, ftede, 
ctd^, fo l^at bie glä$e be« «ed« (§. 4, 5) ben SBert a&^— (« — 2) . l80^ 
u. f. u). ©8 Ift aber 

^[a^i — (a — 2). 180«] +.y-[6^2 - (6 — 2). ISO»] 



+ — [c^3 — (c — 2).180<>] 



= 4 . 180« (6, II), weil «Ol + ß^^ + y^3 = 2 . 180« 

§ierna(% liegen alle Mtn eine« Slrd^imebifd^en ^ßolpeber« auf 
einer Äugel; bie (Sdtn beSfelben, weld^e mit einer ©de burd^ Äanten 
t)erbunben finb, liegen auf einer @bene. 

3u einem Slrd^imebifd^en ^Polpeber finbet man baiS polare, inbem 
man burd^ bie @dpunlte bie ^Umn legt, roeld^e bie umgefd^riebene 
Äugel berftl^ren. SBenn mel^rere ©dpunfte auf einer 6bene liegen, fo 
gel^n bie baju gel^örigen 2;angentenebenen burd^ einen 5Pun!t (§. 3, 6). 
©inem regulären aed entfprid^t bal^er eine reguläre afeitige ®de, ftatt 
ber Zeitigen @dtn erl^ält man beftimmte wedige gläd^en. SlUe gläd^en 
be2 polaren ^ßol^eber« berül^ren eine Äugel; bie gläd^en beSfelben, 
meldte mit einer gläd^e burd& Äanten tjerbunberf ftnb, l^aben (erweitert) 
einen $unft gemein. 

3)ie edpunfte eine« 5ßlatonifd&en ^ßol^eber« liegen auf einer ftugel, 
beren ©entrum tjon ben gläd^en unb von ben Äanten ie gleid^e Slbjiänbe 
l&at. Sllfo werben bie gläd^en in ii^ren SRitten (ben ©dpunften eine« 
polaren ^ßolpeber«) unb bie Santen in il^ren 3Ritten t)on je einer con** 
centrifd&en ^gel berfll^rt S)ie ©entralebene, meldte eine Äante 2a be« 
^ßolpeber« entpit, fd^neibet bie Äugeln in ©aiiptfreifen berfelben mit 



alf 

sin)^! : sin^^s * sin^^s «= si]i|A] : sin JA2 : sin^As 
ncbft a*i 4- /?^2 + y^3 — 360o. SBergl. SÄeier ^itfdj a. «. D. p. 151 unb 176. 
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ben Stabien r, r', r'', uttb ba& ^ol^ebet in einem f^mmetrifd^en $olpgon, 
ba£ S^etraebet in einem SDteiedf, boS Dftaeber unb boS ^e;aeber in 
einem SSieted, \>a& 3{ofaeber unb bad 2)obe!aeber in einem ®^ä)8td. 
älad^bem man ben 9labiu^ r'^ unb ben 9labiu£ q beiS einet f^läc^e be^ 
^ßolpebet« umgefii^riebenen Streife« butd^ a aui^gebtücft |at, ftnbet man 

anmettung. kleben bem ^latonifd^en Qfofaeber unb Sobelaebet 
giebt e« nod& ein ©tetn^SIofaeber unb 6tern^S)obefaeber, 
Jene« mit 12 fftnffettigen Mm, beten Äugelfd&nitte teguläte fp^tifd^e 
©tetn^günfede finb, unb bie t>on teguläten JDteieden eingefd^loffen 
wetben; biefe^S mit 20 bteifeitigen Mtn, bie von teguläten ©tetn** 
günfeden eingefd^loffen metben. Slulsetbem lennt man jmei aufeet*» 
otbentli(ä&e (2, Snm.) teguläte $oI^ebet, beibe mit 12 fünf== 
feitigen ©den, beten ©(i^eitel mit benen eine« 5ßlatonif(i&en Qlofaebet« 
jufammenfatten unb beten Äugelf<]|nitte teguläte fpl^ätifd^e ©tetn^ 
günfede bei bem einen, gemeine günfede bei bem anbetn pnb, beibe 
mit 12 gläd&en, bie bei bem einen teguläte gemeine günfede, bei 
bem anbetn ©tetn^'günfede finb ; beibe mit 30 Tanten.**) 

8. SBenn baS ^ßolpebet e Mm l&at unb feine gläd^en 5ßolvgone 
finb, beten 5ßetimetet fid^ felbft nid^t fd^neiben, fo bettägt bie ©umme 
bet 5ßol9gonn)infel auf bem ^ßol^ebet (2e — 4) . l80^ boppelt fot)tel 
ol8 bie Summe bet SBinlel eine« planen ced«.***) 

SSemei« 1. 35a« ^ßol^ebet l^abe h Äanten unb / gläd^en, bat*» 
untet eine aedige, eine ftedige, ... a)ie ©umme bet SBinfel be« planen 
aed« non bet notau«gefe|ten SSefd^affen^eit bettägt [(a — 2).180^. 
aif bettägt bie ©umme bet SBinf el auf bem ^ßolpebet {a+b + .. 
— 7f).lS0^ 3flun ifl a + 6+ . . bie Slnja^l biefet SäHnfel, meldte 
2k bettägt, folglid^ (2) 

a + 5+. .—2^ == 2fc — 2/ = 2e — 4 

S3en)ei« 2. @ine afeitige ©de be« ^ßol^ebet« ift von a S)teieden 
umgeben, meldte eine gemeinfd^aftlid^e ©pi|e l^aben unb beten SSafen ein 



yimt^ox »tief 2)re8ben 1871. 
Das ©tern-^obefaeber unb baS au^erorbentlid^e ^ot^eber oon Stermf^ünf« 



effen fbtb oon 5^e|)pler 1619 (Harm, mundi II, 26) juerft (efd^eben unb aejetd^« 
ntt. bie Beiben anbem teguläten ^ol^ebet von ?ßoinfot 1810 (J. de TEc. polyt, 
Cah. 10 p. 39). SBon ben möglid^en SJatietäten bet ^(atonifd^en ^olpebct ^anbetn 
au^et ^oinfot a. a. O. nod^ dau^ia J. de P£c. polyt. Cah. 16 p. 68 unb »et« 
ttanb Compt. rend. 1858 p. 79. SBetgl. ©apU^ Philos. Mag. 1859 p. 123. 
äßienet »iefecfe unb »ielflad^e, Seip^ig 1864. $eiJS unb @f 4n)eilet Xtigon. 1867 
p. 294. $ejfel ®(eid^e((ige ^ol^ebet, äRatbutg 1871. $e^ SBatietäten bet %x^u 
mebeifd^en Äötpet, 3RatButget »etidjte 1872. 
*♦♦) Xegcatteä unb 6uUt a. a. D. 
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^ol^gon Mlben. SBSenn man biefe S)reie(Ie Don bem ^ol^ebet abtrenntr 
fo entfielt eine Öffnung, bte mon mit a — 2 ©teiedfen bebeden fann. 
aSon bem ^oliieber mit e @(Jen, beffen gläd&en au& d S)reie(fen beflanben, 
l&eplt man bemnad^ ein ^olpebet mit e — fe @den, beffen gläd^en aui8 
d — 2k SJteieden befielen. Sei 4 ©Jen fliebt e« 4 »reiede, alfo ifl 

fl? — 2(e — 4) = i, d = 2e — 4 

9. SBenn ba« ^ol^ebet / gifteten l^at unb feine ©den Äugele 
f<$nitte l^aben, beten $etimetet fi<$ felbft ni$t fd^neiben, fo beträgt 
bie boppelte Summe feinet glä^enwinlel weniger bie Summe feinet 
eden (2/— 4). 180®, boppelt fomel al« bie Summe bet SBinlel 
eine« planen /ed8.*) 

Säemei«; S)a8 ^ßolpebet l^abe k Äanten unb e Mtn, batuntet 
eine afeitige, eine ^feitige, ... 3)ie SBinfel bet afeitigen ®de l^aben bie 
Summe «, u. f. m. S)ann bettägt bie afeitige 6de « — (a — 2).180<>. 
SSetgl. §. 4, 5 unb §. 5, 2. Sllfo ^at bie Summe v bet @dtn be« 
^olpebet« ben a38ett a+ß+ . . — (« + &+ . . —2e)AS0^ 9lun 
ifl « + /S -f- . . bie boppelte Summe 2« bet ^ftd^enminf el be« ^olp* 
ebet«, a + ft + . . bie boppelte änjal^l 2fc bet Jßolpgonminlel be« 
^ßolpebet«, folglid^ 

V =« 2tt — (2fe — 2c).180® = 2u — (2/— 4).180® 

Slnmetfung. SSejeid^net man bie Summe bet ^ol^gonwinfel 
btS ^olpebet« butd^ t, fo ift 

t = (2« — 4).180<> 
2u — v = (2/— 4).180<> 

folglid^ 

t + 2u — v = (2ifc — 4).180<> 

boppelt fotrtel oHä bie Summe bet äBinlel eine« planen Hdi. 



§. 8. Äubatut bet 5ßti§men unb ^ptamiben. 

1. aOäenn jmei ^xümtn (©plinbet) tongtuente SRotmalfd&nitte unb 
gleid^e Sftngenlanten l^aben, fo l&abcn fie gleid^e SSolume.**) ^ 

ajemei«. S>ie unbegteniten ^ßti*wen, beten Segmente in »ettad^t 



*) g^^ancaig (Sctg. Sinn. 3 p. 189. ©runctt ©rette 3. $ p. 41. örian-- 
cfiott J. de rEc. polyt. Cah. 25 p. 817. a)en entfptedjenben @at für basa;etra= 
eber l^atte 2)e ®ua bemerft M^m. de Paris 1783 p. 369. 

**) 2)iefer ©a^ fommt bei Eucl. XI, 28 in bem öeweife «or. S)en gebüljren* 
ben Äang jat er bei ben Siewem erijalten, 3. ». »retfd&neiber ©eom. §. 466. 
3. §. %• müiUx iStereom. p. 93. 
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l(mmt% laff en fU^ xotQtn bet Aongtuenj i^ret äflotmolfd^nitte (§. 5, 4) 
fo Deteinigen, ba^ ein $aat gleid^e £&ngenfanten }* 9. in äe jufam«' 
(T a ^ tneitfaUen. 3)ie äSergleid^ung bet Volume 

ABCDEFOH unb AB'C^tyEF'Q'W bt^ 

xvü^t nun auf bet SSetgleid^ung bet ^olpebet 
ÄBCDRCiy unb efqhf'g*h*. »ie 
glfid^en -45CZ> unb eföä flnb longtuent, 
ebenfo ble Mtn -4 unb £;, b unb F, c 
ttttb ö, i> ttttb 27, bajtt fittb bie Äottten bb* unb ff\ cc unb öö^', 
D/y unb HH* %\tx^, alfo fmb bie ^olpebet ABCDRCiy unb 
EFGHF*0*H* lortötuent SHad^ bet ©ubttaltion biefet ^ßolpebet t)Ott 
bem ^Polpebet abcdef'Q'H* behält man bie gleid^n 5Pti«men 

ABCDEFGH ttttb AB*C'D'EF'&H'. 

älttmetfttttg. @itt bteifeitige^ ^ßtiiSttta iß l^alb fo gto| att 
Solttm als eitt ^otaUelepipeb, baS mit il^m eitte Sde ttttb bie att^ 
liegettbett ^atttett gemeitt l^at S)etttt boiS ^atoQelepipeb niitb btttd^ 
ein S)iagottaIpataQelogtatttm itt in)ei bteifeitige $tü$ntett geteilt n)eld^e 
tottgtttettte äitotntalfd^ttitte ttttb gleiche Sättgetttatttett, mitl^itt gleid^e 
SSolttttte l^abett. SSetgL §. 6, 6. 



H 



3. äBetttt }tt)ei ^ataQelepipebe gleid^e Safett ttttb gleid^e iQöl^ett 
l^abett, fo fittb fie gleid^ an SSolttnt/) 

Sett)ei8. S)ie gleid^ett Safett abcd unb A'B'C'iy bet beibett 
5ßataUelepipebe p ttttb p' lihtttett, tt)etttt j. S. ^'-ß' > ^IB ifl, fo attf 
eitte Sbene gelegt xotxbtn, bafe A' attf A unb B* attf BC ffittt S)atttt 

ge^t bie ®etabe Ciy bux^ btn ^ttlt 
D, tt)ett ba« »teied ^ä'Z> l^alb fo gtofe 
ifi aliS bai} ^ataOelogtamm ABCD, 
e^' mitl^itt attd^ l^alb fo gto^ aliS baiS $at^ 
aBelogtawni A*B*c*i>. JHe bett »afett 
gegettfibetliegettbett gläd^en föä/ nttb 
f£ F* &WJ* bet ^atattelepipebe liegett attf 
eittet @bette, tt)eil bie ^ataUelepipebe 
gleid^e ^öl^ett l^abett. S)ie ^atttett FJ 
ttttb F'ö' fd^tteibett Ti* in 2?. S>ie SSet^ 
gleid^ttttg bet $ataSelepipebe p unb p' 
bettt^t tttttt attf il^et »etgleid^ttttg mit 
bem ^ataHelepipeb q, beffett »afbs ab* ED ttttb beffett gegettübetliegettbe 




*) Encl. XI, 31. S)ie ben S9en)eig loefentlid^ Dereinfad^enbe B^f^^imnetilegutig 
bet Safen ill t)on 3. $. ^. SRütUt (^teteom. p. 96) angegel^ tootoen« 
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glci(j^e J5rLJi/i\^ ijl. ®ie ^ßatatteleptpebe /> unb q finb 5ßtt«men wn 
flleti^ettt SSoIum (1), weil il^te Sängenlantett gleld^ AD unb i^re SRot*' 
tnalfdgnitte tongruent finb atö 9lormalfd^nitte beiS oietfeitigen ^riSmar 
beffen Äanten ad, be, gm unb ä7. gbenfo finb bie ^ßatattelepi^ 
pebe p' unb g ^tüSmen von gletd^em ^olurn, toeil ü^te Sängenlanten 
gleiiä^ AB' unb i^te ^Rormalfdönitte fongruent finb alÄ 3flormalfd^nitte 
be« t)ietfeitigen ^riäma, bejfen Äanten ^b', de, nit, kg\ 2lu8 
ben ©leid^ungen p => q unh p* =^ q folgt /> = p*. 

Slnmerlung. SBenn jroei bteifeitlge 5ßriÄmen gleid^e öafen unb 
glei(|e ipöl^en J^aben, fo pnb fie gleid^ an SSolum. 3. S. bie brei^ 
feitigen ^ti8men non gleid^en ^ö^en, beten Safen bie gleichen S)reie(Ie 
ABC unb AB*C' finb, l^aben gleid^e SSolume, weil fie l^alb fo gro| 
finb al« bie gleid&en ^arattelepipebe p unb p* {i, Slnm.). 

3. aOBenn swei 5ßti«men (©glinbet) gleid&e ipö^en l&aben, fo ifi 
bau SSetpltniiS i^tet SSolume bem SSerl^ättnfaS i^ret ^fen glei4 
Euch XI, 32. 

^en)eid. Sie ju Detgleid^enben ^tiSmen p unb q n)erben burd^ 
S)iagonalparaIIelogtamme in bteifeitige ^rü$men oon gleid^en $öl^en 
ierlegt, ju beten Safen j. 33. bie ^xmdtABC unb AB'C* gel&öten. 
35ie ©etabe BC roitb von bet ©etaben AC in D gefd&nitten. Sluf 
bet SBafia ABD lonfltuiete man fowol&l 
baiS $tidnta, beffen Äanten mit ben 
Äanten be« auf ABC ftel&enben ^ßtiäma 
bie 9lid^tung unb Sänge Aa gemein 
l^aben, Cii& aud^ ba^S ^Sma, beffen 
Äanten mit ben Äanten be« auf ab*C' 
fteftenben $tu8ma bie Sftid^tung unb 
Sänge Aa' gemein l^aben; biefe $ßtii8men, 
weld&e butd^ AB Da unb ab Da' be^ '* 
jeid^net n)etben, finb gleid^ an Solum (2, Slnm.). 

Um iun&d^fl baS äSetl^ältni» bet äSolume bet ^tiSmen ABCa 
unb ABDa px ^nben, legt man butd^ bie ^nte Aa S)iagonalpataaelo^ 
gtamme von beliebiget älnjal^l, beten ie pei folgenbe auf bet ©etaben 
BC gleid^e 2;eile, folglid^ auf bet öafi« ABC gleid^e JDteiede, unb oon 
bem ^x\ima ABCa gleid^e ^i£men {2, ^nm.) abfd^neiben. 2)al^et 
fmb bie aSetpltnijfe BCtBD, abC:ABD, ABCa : ABDa QlAüi, 
inbem fie entmebet benfelben tationalen 9S3ett l^aben obet jmifd^en 
benfelben beliebig naiven ©tenjen liegen (äUgebta §. l, 2). äluiS bet 
5ßtopottion ABCa : ABDa = ABC : ABD uttb beu auf gleld^e 
aßeife fidö etgeBenben ^ßtopottionen ABDa' i ab* Da' ^ abdxABD, 

»a(|et U. 6. «Uli. 15 




2)5 %ikxi'\M 9Ht4. tfieteomeme. 

AB'Da* : ÄB'C'a = ^ifi-D : ÄB'C\ iti benert -4^2>a' unb ABDa nid^t 
üerfd&ieben fitib, fd&Iiegt man bur* aRulttpUlatton i45Ca:A^C'a' 

= ABC:AB'C\ 

»eflel&n nun bie ^Pttöwen ^ unb q au» ben bteifeitlflen 5ptt«wen 
jE?i, /?2/ • • ttttl> 9\f ^2/ • -r i^te aJafen a unb b auÄ ben »reierfen 
«1. ojf . • unb ^1, h2, . ., fo l^at man 

u. f. n>v alf burdö SIbbition ;> : ^, = « : ^^i . @nbH($ Iji 

u. f. u)., alfo butd& Slbbitton q: p == b:a. 

Slnmetfung. SEBenn jwei ^ptiÄmen gletd^e ^öl^en l^aben, fo iji 
il^re ©umme ober S)tfferenj einem 5pri«ma tjon betfelben $öl^e flleid^, 
beffen Safüs bie Summe ober S)iffereni ber öafen bet flegebenen 
^rt^men ift. 

4. SBenn jroei 5|}ri8men (S^linber) gleicä^e SJafen l^aben, fo ift 
ba8 aSetl^dltni« il^rer aSolume bem SSerl^ältnia il&rer iQöl&en gleid^. 
Eucl. XI, 25. 

aJeweiÄ. 9lad&bem man bieSJafen ber 5Pr lernen auf eine ®bene 
gelegt l^at, fonfiruiert man (Sbtnm in beliebiger SKnjal^l parallel mit 
ber @bene ber Safen, beren je jwei folgenbe vtm ben $öl&en ber 
^riämen gleid^e Seile, folglid^ Don ben ^priSmen gleid^e 5ßri«men ab*» 
fd^neiben, mell atte SIeile ber 5Pri8men aufeer ben gleid^en §öl&en 
glei(i&e Safen bepften (3). Sflun erl^alten ba« SJerl^ältniÄ ber $ö^en 
unb ba8 SSerpitni« ber SSolume ber 5pri8men entroeber benfelben 
rationalen SBert, ober fie werben beibe jmifd^en benfelben beliebig 
naiven ©renken gefunben, alfo finb fie gleid^. 

5. S)a£ SSerl^&ltnüS ber SSolume Don jmei ^üsmm (^plinbem) 
ifl ba& ^robutt ber SSerl^ältniffe ü^rer Safen unb il^er ^di^en. 

»emei«. ÄHe ^riÄmen p unb p' l^aben bie SSafen b unb 6', 
unb bie iQö^en h unb h\ Wtan lonfiruiere ein ^riSma q auf ber 
S3afiS b* mit ber ißä^e k. S)ann l^at man 

j> : g =^ t : 6' (3), q:p' ==. h: h' (4) 
folglid^ burd& SWultipiaation («Igebra §. l, 3) 

pxp» = {hl b%h : hf) 

Slnmerfung. SBenn bie SSer^ältniffe ber öafen unb ber ^dJ^en 
9on smei $rüSmen reciprof finb, fo ^aben bie ^rüSmen gleidge äSolume. 
Eud. XI, 34. 
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6. ffiaS aSoIum eine* Äörper« wirb hux^ fein Sßetl^äUniÄ jut 
SSolumeinl^eit angegeben. 3118 SSolumeinl^eit wirb geroö^lid^ eine 
Äubtfein^eit gebraud&t, b. ^. ein Äubu*, beffen Äanten Sängenein" 
Reiten unb beffen gläd&en bemnad^ Duabtateinl^eiten ftnb. S)enn ein 
Äubu« ifi bur(| eine Äante beftimwt, unb gehört ju ben ^riÄuien, 
bereu SSolum^^SBerl^ältniffe na(j^ (5) gefunben werben. ®ie Angabe be« 
Solum« eine« Äörper« l^eiJBt be^l^alb bte Äubatur beSfelben. 

SBenn man abülrjenb Oröfee für il^r Ser^ältniÄ pr ©inl^eit fagt 
(nergl. 5ßlanini. §. 10, 4), alfo §öl^e für il^r SSerl^ältni« jur Sängen«' 
ein^eit, S5aft« für il^r SBerl&ältniÄ iur Duabrateinl^eit, Äörper für fein 
SSerpltni« jur Äubifeinl^eit, fo l^at man (5) 

5ßri«ma =» »afi« x ^ö^e 
5ßaraUelepipeb = Sänge x SSrelte x §ö^e 

Äubu« = (Äante)3 
SBenn man burd^ bie ®nbpunfte einer Sängen^ 
fante eine« 5pri«ma Slormalfd^nitte fonftruiert, fo erl&ält 
man jmifd^en benfelben ein ^i«ma, meldte« mit bem 
gegebenen 5ßri«ma tjon gleid&em fßohm ift (l). 2)al&er 
ift md^ 

5ßri8ma ==: Slormalfd^nitt x Sängenlante 
folglid^ buxä) SSergleid^ung beiber Äubaturen 
SRormalfd^nitt : Safi« = ißöl^e : Sängenfante*) 

7. ®in Äörper tJon beliebiger Dberfläd^e merbe burd^ parallele 
&)t^ntn uon beliebiger Stellung unb 2lnjal^l in ©d&id^ten von gleid^er 
$öl^e jerfd^nitten. aWan fonftruiere in ben einjelnen Sd^td^ten ?ßri«- 
men, inbem man burd^ parallele ®erabe jeben Ouerfd^nitt be« Sörper« 
auf bie ßbene be« folgenben Cluerfd^nitt« projiciert Sei l^inreid&enb 
f leiner ißö^e ber einjelnen ©d^id^ten ijl bie 3)ifferenj be« gegebenen 
Äörper« unb ber ©umme aller $ri«men beliebig Hein; ber Äörper ift 
t)on ber ©umme ber ?ßri«men bei unenblid^ Heiner §öl&e berfelben 
nid^t üerfd&ieben.**) 



*) SBcrgl. unten 2;n9on. §. 6, 3. 

**) ^Rod^bcm bcr ^latonif^cn ©djulc bie Duabratut beö ÄreifeS unb bie Äubatur 
ber $9ramibe gelungen voax, f)at ^rd^imebeS gläd^en unb Körper überl^au|)t 
burd^ ©ummen t>on ^atattclogramnien unb ^riSmen Begrenzt, b. §. als „beftimmte 
gntegrale" aufgefaßt, bie er in »ielen gätten su bered^nen t)ermod^te (uergl. §. 9). 
S)ie l^ieraud fließenbe 8ered^ügung, eine ^läd^e ober einen Körper olg ©umme von 
unenbltd^ fielen unenblid^ fdjmalen Parallelogrammen ober $rigmen su betrad^ten, 
würbe im 17ten S^Jif^wttbert burd^ ^eppler {Stereometria doliorum 1615), 6 a« 
ualieri (Geometria mdivisibilibus continuorum promota 1635. Sergl. Jdilgel 
matl^. äß. [ p. 416), germat u. 91. mel^r unb me^r anerfannt, unb l^at bei ber ©r- 
finbung ber SlnalpfiS be§ Unenblid^en ben angemeffenen ^uSbrud erl^alten. 

15* 
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Sewel«. S)er äbfianb bet etflett unb bet leiten ßbene werbe 
btttd^ bie äbtigen pataDelen @benen in n glei($e 3;eile ^ geteilt, fo 
ba^ ö bei l^inteid^enb großem n beliebig Hein iDirb. S)ie 3^^^ bet 
sroifd^en ju)ei folgenben Ouetfd^nitten u, u' entl^altenen fiötpet-' 
fd^id^t n)etbe butd^ pataQele ®etabe auf bie @bene u* ptojiciett: bie 
^toiettiott bet 3one ift ein SRing, beffen Steite ftbetoB t)etfd&n)inbet, 
rotnn bie §öl^e ö t)etfd&u)inbet. Oeroiffe ^projicietenbe bet Sone bilben 
ein ^tidma (Splinbet), ba& t)on bet ßöti[)etfd^id^t gan; eingefc^loffen 
roicb, anbte bilben ein $tiiSma, ixm bem bie ^ötpetfd^id^t ganj einge«' 
fd&loRen witb, fo bafe bie Safi« u bet Äötpetfd&id^t niii^t fleinet ift ate 
bie ^aftö beiS innetn $tiSma unb nid^t gtö^et ald.bieS3afuS bed äujsetn 
5ßttama. SHe S)iffetenj jwifd^en bet ©d^id&t beiS Äötpet« unb bem in 
betfelben ©d^id^t bie Söaftö u ptojicietenben ^ti8tna ift fleinet als bie 
S)iffetenj jwifd^en bem äufeetn unb innetn ^ßtt^ma b. i fleinet al^ 
txn 5ßtiSma, ba« bie ^ßtojeltion bet 3oi^^ i^'^ ^^P* ^tit. S)al&et ift 
bie ©umme bet S)iffetenjen jioifd^en ben einjelnen ^tpetfd^id^ten 
unb ben in benfelben lonfttuietten ?ßtiSmen fleinet al« ein $tiÄma 
von bet §öl^e ö, beffen SSafi^ aus ben ?ßtoieftionen bet gonen allet 
Äötpetfd^id&ten befleißt unb eine enblid^e ©töfee l^at "SDo^ SSolum biefeä 
5ßtt5Sma üetfd^roinbet, wenn bie ißöl&e ö netfd^winbet ällfo ift bie 
SJiffetenj jwifd^en bet Summe bet auf ben einzelnen Duetfd^nitten 
fonfituietten ^ttömen unb bem gegebenen Äötpet bei unenblid^ gto^et 
SRenge bet Duetfd^nitte von 9lutt nid^t üetfd&ieben. 

3. 83. Sei bet bteifeitigen ^ßptamibe äbcs finb bie einjelnen 
Ouetfd^nitte pataQel mit bet SafbS ABC, unb butd^ ^ataUelen mit 
bet Äante AS auf bie folgenben Qbtntn ptojiciett. ®ie S)iffetenj 

jmifd^en bet etften ©d^id^t bet ^^tamibe 
unb bem in betfelben ©d^id^t ftel^enben 
$ti«ma ift fleinet al« baS ^tiÄma oon 
betfelben ©ö^e ö, beffen SJafi« bie ißto«' 
ieftion BCDE bet 3one BCC^Bi auf bie 
Qbtnt eine« Duetfd^nttt« ift. tt. f. vo. 2)ie 
©umme bet S)iffetenjen jmifd&en ben ein«' 
jelnen ©d^id^ten bet 5ß?tamibe unb ben 
in benfelben fonfituietten Jßttömen ift 
folglid^ fleinet al8 ein ?ßtiSma von bet 
ißö^e d, beffen Safi« bie ^ßtojeftion bet 
giäd&e BCS auf bie ®bene eine« Duetfd&nitt« ift. »iefe« $ti«ma ift 
oon bem auf bet S3afi« ftel^enben $ti«ma nid^t oetfd^ieben, unb oet*- 
fd^roinbet jugleid^ mit feinet ^öi^e s. 




i 
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8. SBenn jtoel Äötper auf einer (Sbtnt fielen unb btö an bief elbe 
pataUele @bene tetd^en, unb n)enn auf biefen wie auf aSen ba}n)if(i^en 
liegenben pataDelen (Sbtntn bie Ouetfd^nitte beiber Körper baiSfelbe 
SSeti^ältnüS m l^aben, fo l^aben aud^ bie SSolume ber Körper baiS SSer^ 
^ältni« m.*) 

Seweia. aWan teile bie ©d^id^t jwifd^en ber erften unb leiten 
(gbene in ©d&id&ten von gleid^er §ö^e, unb fonftruiere in allen ©d^id&ten 
auf ben £iuerf(^nitten ber beiben Jtörper 5ßri*nien , wie (7) angegeben 
TOorben. S)ie ^ßriÄmen be« erflen flörperj^ l^oben ber kti^t na6) ju 
ben $ri«men be« jweiten Äörper« baS SSerl^ältniiS m, weil naä) ber 
aSorauäfefeung il^re SJafen biefe^ aSerpItni^ l^aben, unb nad^ ber 
Äonflrultion il^re §öl^en gleid& finb (3). älfo l^at aud^ bie ©umme 
ber $riSnten «beS er^en Körpers }u ber ©umnte ber ^ri^nten bed 
jweiten Äörper^ boÄ SSerl^ältni« m. Sei unenblid^er Slnja^l ber 
©d&id&ten unterjd&eiben fid^ aber bie ©ummen ber $ri*men nid^t von 
ben fiörpem (7). 

9. Sffienn jwei ^ß^ramiben (Äegel) gleld^e §öl&en l^aben, fo ifl ba8 
aSerpUni« i^rer SSolume bem SSerpitnüS il^rer »afen gleid^. Eucl. 

xn, 5.**)' 

SBewei«. ®ie ^gramibe äbcs, beren §ö^e QS, wirb burd& 
eine mit ber SafiiS paraKele ßbene gefd^nitten, beren 
Slbftanb oon ber ©pifee RS. S)er Ouerfd&nitt def 
ifi ber JBaR« ABC ä^nlid^ (§. 5, 1), alfo l^at man 

DEF : ABC = {DE : AB)^ = {DS : AS)^ = 

(RS : Qsy. »ei ber jweiten ^^ramibe, beren ent-^ 
fpred^enbe ©tüdte bucd^ biefelben accentuierten SBud^^ 
ftaben bejeid^net werben, l^at man ebenfo 

D'E'F' : A'BC* = {RS* : Q'S'y 
aOBenn nun QS= Q'S\ RS = RS\ fo ift def : ABC = D*EfF': A*B'C' 

ober DEF : d'E'F' = ABC : A'B'C\ folglid^ (8) baS Sßerl^ältni« ber 
^ß^ramiben = ABC : A'B'C. 

10. ®ine $9rami6e (Äegel) ift ber britte 2;eil eine« ^iÄma (©^^ 
linber), baS mit i^r gleid^e «afi« unb gleid^e $ö^e ^at***), fo bafe (6) 

«ßgramibe = i^afiä x ^ö^e 




*) S^avalieri geometria indivisibilibus continuoram promota. II, 4. 
**) @8 ift auf feine SDBeife aelungen, jtDei ^gtamiben t)on grcid^en Safen unb 
$5^en fo )u ^erlegen, ba^ bie ©leid^^eit ber Volume auS ber Jlongruens bet ^eite 
etftd^tlid^ wäre. 

***) Eucl. XII, 7. ^ieÄubotur ber^pramibe iftt)on ©ubojuS, 3«iö««offen 
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»ewet«. S)ai8 btelfdtige 5ßttöma abcdef toitb buttä^ bie 
iWagottalbteiede ilCD unb ade tu bie brclfeltlflett ^ppramiben abcd, 
^ DAEC unb ^z>jEF jerlegt. 3lm ifi bie ^JSptatnibe 

ABCD fotool^l bet 5ß9ramibe ^£Z>C, ate aud^ ber 
5ßpramibe adef an 35olum glei(^, roetl bie.etfle 
^ unb jweite bie gleid&en Safen bcd unb JSDC* unb 
gleidde §öl^en, bie erfte unb britte bie gleid^en SSafen 
ABC unb DEF unb gleid^e §öl^en l&aben (9). Sfffo 
i ift bie 5ß9tamibe ABCD ber britte Seil beiS 5ßrij5ma 
1 abcdef. 

a 3)ai5 eine mel^tfeitige ^^ramibe ber britte 3;eU 

^ ^ eine« ^prtSma ift, loeld&e« mit i^r bie SSafi« unb bie 

iQöl^e gemein l^at, erfennt man burd^ d^^^gung ber gegebenen ^^ro^ 
mibe in breifeitige ^^ramiben. 

11. 2)05 aSer{|ältni« t)on jwei ^ßpramiben mirb ebenfo Uxt^ntt, 
wie ba& SSerl^ältniÄ ber breimal fo groBen 5ßri«men, meldte mit i^nen 
gleid&e Safen unb gletd^e ^ö^en l^aben; man multipliciert ba« SSer^ 
^ältni« ber Säafen mit bem aSer^ältni« ber $ö^en (5). 

SBenn bie ^ßpramiben äl^nlid^ finb (§. 6, 17), fo finb bie »afen 
öj^nlid^e ^lanfiguren unb bie ißöl^en entfpre(ä^enbe ©tredfen. S)a« SSer* 
l&ältni« ber Safen ift baä Cluabrat be« SSer^ältniffe« entfpred&enber 
StredEen; alfo ift bo« SSerl^ältni« ber SSolume t)on äl^nlid^en ^P^ramiben 
ber ^ubu& be« SSerpltniffe« von entfpred&enben ©tredten. Eucl. xn, 8. 

Überl&aupt ift ba« SSerl^ältni« ber SSolume ä^nlidjier Äörper ber 
Äubu« be« SJer^ältniffe« entfpred&enber ©treden, weil dl^nlid&e Äörper 
an& 2;etraebern, von benen bie entfpred^enben ä^nlidö finb, jufammen^ 
gefefet werben. 

13. ®n a;etraeber ifi ber britte 3;eil be« ü^m fo umgefd^riebe** 
neu ^araUelepipeb« (§. 6, 7), bafe bie gegenüberliegenben SJanten be« 
3;etraeberÄ auf ben gegenüberliegenben gläd&en be« ^araHelepipeb« 
liegen.*) S)enn jebe gläd^e be« Xetraeber« fd^neibet von bem 5ßarattel^ 
epipeb eine 5ßpramibe ab, bie ben britten 3;eil be« l^alben 5ßaratteU 
epipeb« beträgt, j. 55. abcd* = ^abd*b'CA' = ^ad'bc'B'CA'D. 

S)a2 aSolum eine« S;etraeber« bleibt unt)eränbert, fo lange als 
Don ätoei gegenüberliegenben Äanten bie Sängen, bie SRid^tungen unb 
ber Slbftanb unoeränbert bleiben. 



$(ato3, oottbrad^t toorben, toie SCrd^imebeS 5etid^tet in bet Einleitung beSerften 
SBud^g oon ber jhtgel unb bem^^linber. 

*) 3)>{onge Corresp. sur TEc. polyt. I p. 441. 
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2)et älbflanb bet gegeniKetlieflenben Tanten beiS Xettaebetö ab 
unb CD Ift bie ißöl^e be« ^paraHelepipebjS, wenn man ba* 5JJaraIIelo# 
gtainm AD'BC* jut Safi« nimmt SRun 
ift bet aRittelfd&ttitt be« SCetraeber«, beffen 
©bette mit AB uttb CD parallel ift unb 
bie jmifd^en il^nen entl^altene ©d^id^t l^al* 
biert, l^alb fo gro| a\S baS ^araüelogtamm 
AD'BC, meil bie §älfte t)on jenem unb 
ber t)ierte Seil t)on biejem foufltuent ftnb. 
Sllfo ift ba« 5Cetraeber | be8 5Probuftö au« 
bem sibftanb t)on jtDei geflenübetliegenben 
flauten unb bem mit il^nen parallelen 3Kittelfd&nitt be8 XetraeberS.*) 




18. SBenn jmei SCetraeber abcp, ABCQ bie S3aftÄ gemein 
l^aben, fo mitb bie ©trede PQ von ber ®bene ABC in B nad^ bem 
aSerl^dltni» ber S;etraeber geteilt ®enn PB : ÜB ift bem Serl^ält^ 
nxS ber iQöl^en ber 2:etcaeber unb biefeiS bem SSerl^ältni« ber äJolume 
gleid^. 

®ine flaute bei5 S;etraeberÄ toirb von ber (Sbtnt, bie ben gegen»* 
Überliegenben gläd^enminfel l^albiert nad^ bem SSerpltni« ber gläd^en 
geteilt, meldte ben glftd&enipinfel einfdfiliefeen.**) 3)ie ©bene, meldte 
ben gläd^entoinlel badc l^albiert, fd&neibe bie ^ante BC in m, 
bann l^at M tjon ben ebenen bad unb dac gleid^e Slbftänbe, 
wä^renb bm unb CM fid^ tierl^alten tuie bie älbftattbe ber ^unlte B 
unb c oon ber fSbtnt dam. S)al^er ift 

BMiMC ^ DABM : DAMC = BAD : DAC 

ffienn bie gläd^e ABC von ber äje be« 3lotationÄfegel*, tseld&er 
ber gegenübetliegenben ßdCe eingefd^rieben 
ift (§. 5, 3), in N gefd&nitten toirb, fo ift 

ABNiBCNxCAN = ABD:BCD:CAD 

S)enn bie S5reiedfe abn, . . uerl^alten ftd& 
mie bie gleid&^ol^en a;etraeber abnd, . ., 
mal^renb N oon ben glad&en abd, bCD, 
CAD gleid^e Slbftänbe §at. 




14. SBenn AB, AC, AD bie oon einer ®dEe au^gel^enben flauten 
eine« ^ßaraüelepipeb« ftnb, rotnn von berfelben ©dCe bie diagonale af 



*) aScrgl. unten Xrigon. §. 6, 17. 
*♦) ©ergonnc Sinn. 3 p. 317. 
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auÄge^t, unb eine beliebtge Sttede burd^ MN bejet^net wttb, fo gilt 
bie Oleld^uitfl ber a;ettaeber 

MNAF = MNAB + MNÄC+MNAD 

aUgemein, toenn man bie 3;etraebet eine« ©inne« (§. 6, ll) mit 
gleici&ett 3^^^^^^ unb bie 3;etraeber entgegengefefeten ©inneg mit ben 
entgegengefeiten 3^i^^^ nimmt.*) 

SSemei^. 3iel&t man burc^ N bie mit MA parallele ©etabe, 

meldte bie ßbene ABC in fci&neibet, unb bie 
95iagonale AE be^ ^Parallelogramm« CABE, fo l^at 
man nad& Sßarignon« Sel^rfafe (^JJlanim. §. 9, 8) 

OAB + OAC «= OAE 

folglidö ffit bie ^gramiben von gleid&er $ö^e 

MOAB + MOAC — MOAE 

beten 3^id>en na^ ben 3^i<ä&^u ber S)reie(Je oab, 0^0, oae be* 
ftimmt werben. 9lun ift moa = ifefiv:/!, u. f. m., alfo aucft 

MNAB + MNAC = iJ/iV:4E 

ßbenfo l&at man in S3ejug auf ba« Parallelogramm daef 

MNAE + MNAD = ilfiV:47^ 

bal^er burd^ älbbition 

MNAB-^MNAC + MNAD = AfiV^lF 

15. gür bie burd& 5 fünfte beftimmten Xetraeber, meldte il^rem 
©inn gemäfe pofitit) ober negatio finb (14), gilt bie ©leid^ung**) 

ABCD = ABCO + BADO + ACDO + CBDO 

aSemei«. S)te 15 Släume, in beren einem ber ^ßunft O liegt, 
merben nad^ ber in §. 6, 3 angegebenen SBeife burd& oier, brei, jmei, 
einen ber »ud^paben A, B, C, D bejeid^et, bie abfoluten SBerte ber 
obigen 3;etraeber ber Sfteil&e nad^ burd^ t, ö, y, ß, «. SBenn nun 
in bem Sftaum (ABCD) liegt, fo finb alle Xetraeber eine« Sinne«, 
unb man l&at ber änfd^auung gemäfe T = 6-^y-\~ß + a. @ü)t 
O in ben Sftaum (ABC) über, fo med^felt baö SCetraeber ABCO fein 
3eid^en, unb man bat in Übereinfiimmung mit ber Slnfd&auung 
r ^ —ö + y + ß + a. @e^t O au« (ABC) in ben SRaum {AB) über, 
fo med&felt BADO ba« S^xä)m, unb man l&at ber Slnfd^auung gemä§ 
r = —6 — y + ß + a. ®tf)t au& (AB) in ben 3laum (.4) über, 
fo med&felt acdo ba« 3^id^^^ wub man l^at r = —S—y—ß + a^ 

*) SRöBiuS etat« §. 63. 

**) W6h\u» hati^c. @alc 20. Sßtxql äRonge J. de TEc, pol^t. Gab. 15 p.68. 
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fo bafe ble aufgehellte ®letd&uttfl In atten gdttett mit bet anfd&auung 
ttt Übereinfllmmung bletbt. 

ättmetfuttg. SBenti ittSbefottbete bec $unlt baa eenttum 
bet beut Xettaebet abcd eltigefd^eberten Äugel ift (§. 3, 12), wenn 
bet Sflablu« biejet fiugel r Sängetteinl^eiten, unb bie ben ®pt|ett A, B, 
C, D gegettÄbetUegenben gläd&en be« 2:ettaebet8 a, b, c, d Cluabtat- 
etnl^eltett ^abett, fo ijl*) 

SBenn man butd^ r^, r^, r^, r^ bie Sftabien bet ben 9läumen (CBD), 
(ACD), {BAD), (ABC) eingejd^tiebenen Äugeln bejeid^net, fo etptt 
man auf biefelbe SfBelfe 

r= i(— a + 6 + c + ^)nr n. f. ro. 

SBenn bem SHaum (AB) eine fiugel fid^ elnfd^teiben läjst, beten SRa^ 
biuS butd^ rg bejeic^net loitb, fo ift 

u. f. ro. Slu« biefen gotmeln finbet man 

1 = L + l + l^L^^^,^**) 

^ ^1 »•2 »'s ^4 

16. SQBie man bei einem planen ^ßolggon bie ted&te unb linle 
ftette unb bunfle) ©eite feine« 5ßetimetet« untetfd^eibet (^lanim. 
§. 9, 10), fo ^at man bei einem ^Polpebet bie ftufeete unb innete ©eite 
feinet Dbetffä(i^e ju untetftä^eiben. Um bie Slnfd^auung iu untet^ 
jiü|en, übetjie^e man eine Seite bet Dbetfläd^e (bie Slufeenfeite) gang 
mit fettet gatbe, inbem man oon einet glfii^e be« ^pol^gon* auf 
eine folgenbe übet bie gemeinfd^aftUd&e Äante fottfd^teitet, unb lajfe 
bie anbte Seite bet Dbetfläd^e (bie 3nnenfeite) bunfeL aßenn eine 
glä(i^e be« ^ßolpebet« auÄ 3^tten oon oetfd&iebenen 3^i<ä^^« befleißt, fo 
ttete man beim Übetgang au« einet gefätbten QtHt in eine entgegen«» 
gefeit bejeid&nete jugleid^ auf bie anbte ©eite bet gläd^e übet unb 
fefee bafelbfi bie gätbung fort. Untet ben ^ßol^ebetn, xod^t itd& felbjl 
fd^neiben, giebt e« jebod^ au(ä^ aufeetotbentIi(ä^e (oon SWöbiu« ent^ 
bedtte), bei benen bie äufeetn unb innetn ©eiten ii^tet Dbetfidd&en fld^ 
nid^t untetfd&eiben, betgeftalt ba§ nad^ SSottenbung bet ootgefd^tiebe*» 
xitn gätbung m fold^e« ^ßol^ebet auf beiben ©eiten geffitbt ijl.***) 

S3ei jebem ^ol^ebet, ba« nid^t ju ben aWöbiuÄfd^en gel^ött, tömtn 



*) Sagvange sur le pyr. 24 (M^m. de Berlin 1773). 
**) steinet in (Sera. 9S,m. 19 p. 98 unb (ErcUc 3. 2 p.97. 
'*) aRöBiuS l^at in ben »ctid^ten bet @ä4f. ©ef. b. SB. 1865 p. 31 biefe (Snt^ 
bedung mitgeteitt unb bie folgenben @&te bewiefen. 
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bte einjelnen ^l&d^en butd^ il^te Perimeter fo auSgebtädEt toetben, baB 
jebe Äante atö Seite von jroel folgenben %lä^tn entgegeufle^eftte 3&i«-^ 
btüde etl^ält (@efe| bet ßanten). S)a}u tft ti erfotbetli(| unb 
genflgenb, bag bei allen f^läd^en bie UmbreJ^ungen, meldte butd^ bie 
SluiSbrüde bet ^etintetet angejeigt werben, füt auf einerlei Seiten 
ber gläd^en ftel^enbe öetrad^ter eine« Sinne* finb. SEBenn j. S3, ein 
a;etraeber bie ©den A, b, c, d l^at unb eine gUd^e beSfelben burd& 
ABC au^gebrüdt wirb, io mufe bie burd^ bie 5ßunfte A, B, d be^ 
ftiwmte gläd&e ben Slu«brudE bad (nid^t abd) erl^alten, bamit bie 
Uttibrel^ungen ABC, bad für außen auf ben gläd^en ftel^enbe 93e^ 
trad&ter einerlei Sinne* pnb; ben übrigen gläd^en gebfil^ren bie Slu*^ 
brüdEe ACD, CBD. Qn ber S;i^at l^at bie burd& A unb b begrenjte 
Äante al« Seite ber gläd^e ABC ben auSbrudt ab, a\& Seite ber 
gläd^e BAD ben entgegengefe|ten SluSbrudE ba, u. f. u)., fo bafe bem 
®efe| ber flauten genügt iji. S)ie glad^en eine* burd^ bie gleid&en 
unb parallelen Äanten aa', bb\ CC* befümmten 5ßri*ma l^aben bie 
bem ©efefe ber Äanten entfpred&enben 2lu*brüdte ABC, ACC'a\ 
cbb*c\ baa*b\ C'B'A\ XL f. xo. 

S)ie ^^ramibe, beren Safi* eine gläd^e be* ^ol^eber* unb beren 
Spi|e ein beliebiger 5{5unft be* Sftaume* ift, ^abe einen pofttioen ober 
einen negatioen SBert, je nod&bem bie Spi|e auf ber innem (bunfeln) 
ober auf ber aufeern (l&ellen, gefärbten) Seite ber glödöe liegt Unter 
biefer S3orau*fe^ung i^ bie Summe ber ^pramiben, n)eld^e eine ge^ 
meinfd^aftlidde Spi|e l&aben, unb beren S3afen bie glod&en eine* ^olg-» 
eber* finb, üon bem Ort ber Spi^e unabl^ängig. 

S3en)ei*. 3Ran bejeid^ne bie ^^ramiben, beren 93afen bie f^läd^en 
a, h, .. be* ^ßolpeber* unb beren Spiften bie beliebigen 5ßun!te O, p 
finb, burdö Oa, Ob, .,, Pa, Pb, . ., unb bie gläd^en burd& i^re 5ßeri* 
meter j. 85. a burd^ ABC . . fo, bag bem @efeft ber fianten genügt 
wirb. SBäenn bie ©ifferenj Oa-^-Pa nid^t tjerfd&winbet, v^tnn alfo 
bie @bene ber gläd&e a oon ber ©eraben OP in Q gefd&nitten wirb, 
fo ijl o = QAB + QBC+ . . (5ßlanim. §. 9, 10), unb nad& SWultipli^ 
{ation mit bem 3ten 2:eil ber ^öl^e ber ^^arnibe 

Oa «* OQAB +■ OQBC+ . . 

Pa «= PQAB + PQBC + . . 
gflunift OQ^PQ = OP, OQA — PaA = OPA, OCUB — PCUB 
= OPAB, folglid^ 

Oa — Pa = OPAB+OPBC+ .. 

®ie Summe aller ©ifferenjen Oa'—Pa'^Oh — Pb + ,. ijl bem** 
nad^ ber Summe ber Xetraeber gleid^, weld&e ju gegenüberXiegenben 
flauten bie gemeinfd&aftlid^e «ante OP unb jje eine Seite ber 5pol9gon* 
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l&abett, tDeld&e bte %l&ä)tn be« 5ßol9ebet« finb. 3lad^ bem ©efefe ber 
Äanten lownit aber in biefer ©umtne neben lebem 2;etraeber wie 
OPAB au^ bo« entgeflenflefefete OPBä oor. 2llfo t)erfd&n)lnbet bte 
©uninie ber iDlfferenjen, unb bie ©utnnie ber ^^ramiben Pa+Pb-i- .. 
iji ber @ummt Oa + Ob + .. gletd^. 

Slnmerfung. SBenn ba« ^Pol^eber ju ben aufeerorbentUd^en 
(SKöbiugfd&en) geprt, fo lommt in ber ©umme Oa + Ob+ . . jebe 
^pramtbe jroeimal oor, einmal pofitii), ba« anbremal negatlt), unb 
bie ©umme t^erfd^roinbet ibentifd^. 

17. S)ie oon bem Ort ber ©pi|e unabl^ängige ©umme £ von 
^P^ramiben Oa + Ob-i- . . (16) iji bei einem ^olpeber, beffen Dbet^ 
Päd^e ^xä) felbft nid^t f(3&neibet, bem SSolum be« ^ßolpeber« glei<ä&. 

SemeiiS. ®ine ®erabe fd^neibet im allgemeinen eine gerabe 
Slnjal^l ^läd&en eine^ ^ßolpeber«, beffen Dberffäd^e fid& felbft nid^t 
fd^neibet, j. 8. ber 3leii^e nad^ bie gläd^en /i, /j, /a^ •• in ö^,, 
(^2f Ö3, . . . SBäl^lt man bie ©pifee O auf berfelben (Seraben fo, bag 
Oy; eine negatit)e ^ßpramibe ber Summe 2 ift, fo ift 0/2 pofitio, 
Q/3 negatit), u. f. xo. 6in unenblid^ f leiner Slaum auf ber äu^ttn 
©trede OG, gehört ju atten ^^ramiben O/^, O/^, . ., beren eÄeine 
gerabe ätn^al^l giebt, unb tommt bemnad^ in ber ©umme i: nid^t t)or. 
®in unenblidö Heiner Sftaum auf ber innern ©trede ö^, O2 gehört ju 
allen ^ß^ramiben OAr Of^, .., beren e« eine ungerabe Slnja^l giebt, 
unb ift bemnad^ ein einfad^ pofitioer ^eftanbteil ber ©umme 2;; u. f. m. 
Sllfo umfqfet bie ©umme £ ade 2;eile beS innem Sftaume« (unb nur 
biefe) einfad^ pofitio. 

S)a« SSolum eine« mel^rjettigen ^ol^eberg, beffen Dberfläd&e fid^ 
felbft f(§neibet, mirb burd& bie angegebene ©umme von ^Ppramiben 
befiniert 3. ». für ba« von ben 3)reiedfen abd, bcd, gad, cbe, 
BÄE, ACE gebilbete fünfedtige ^ejaeber finbet man 

bo« aSolum ABCD + AGBE = ABCD — ABCE, \n^ 

bem man bie ©pi|e ber ^^ramiben in A annimmt; 

ober FABD + FCAD + FCBE = AFDB-{-ADFC 

-^FBCE, menn man bie ©pi|e ber ^ßpramiben in 
ben Surc^fd^nitt F ber Äante ae unb ber gläd&e 
BCD t)erlegt. 

%üx ba« ad^tedtige ip^f^teber, meld&eS t)on ben l^ol^len aSieredEen 
ABCD, iyC'B*A\ unb von ben SSieredEen add*a\ dcC'D', cbb'C\ 
BAA'B* mit fid& felbji in E, F, G, H fd^neibenben «Perimetern ge- 
bilbet toirb, finbet man baS SBolum 
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OABCD + OiyOB'A 

+ OADFH + OHFJS + OEZy^' 
+ ODCF + OFOE + OEOCiy 
+ OCBHF 4. OFÄÖ + OG&O 
+ OBAH -\-OHEG+OGEA'B' 

b. i. bie Summe bet beiben äufeem 3^^^« öetminbert 
um bie jtolfd^enlieflettbe 3^tte. 

änmetluttfl. aSBenti bie planen ^ßolpflone a, b, 
Cf . . (jerftreut ober oerbunben) flegeben finb, unb 
jebe^ berfelben auf einet Seite bejeid^net ifi fo bafe 
eine' ^pramibe, beten Safi« ba« ^olpgon ift, einen 
pofitiDen obet einen negatit)en SBett l^at, je nad^bem bet ©pifee bie 
nid^tbejeid^nete obet bie bejetd^nete Seite bet @bene jugefel^tt ift, fo l^at 
bie Summe bet ^Pptamiben Oa + 06 + Oc -|- . . entroebet einen t)on 
bem Dtt bet Spi^e unabJ^dngiflen SEBett, obet fie etl^ält einen fold^en 
nad^ ^injufügung einet beftimmten 5Pptamibe Qp. ^ bem lefetetn 
gaUe bleibt bie in Settad^t gejogene Summe Oa-\'Oh'\-Oc+ . . 
unoetdnbett, wenn bie Spi|e o auf einet ®bene t)on befHmmtet 
Stellung (patattel mit p) ftd^ bewegt*) 




§. 9. Äubatur ber Äugel unb anbetet Äötper. 

1. SDaS 3Solum einet Äugel bettägt f be« umgefd^tiebenen ßplin*' 
bet«, beffen ^afi« ein §auptftei« unb beffen ^öl^e ein S)tametet ift. 
©al^et **) 

aSolum bet Äugel = | ißauptlteigfUd^e x ©iametet 

= |n;fiubiltabien. 

Sewei«. 5ffienn boS Cluabtat ABCD yxvx bie Slje AB totiett, fo 
befd&teibt bie Seite CD einen gtotatiouiScplinbet , bie diagonale AC 
einen Sftotationgfegel, bet eingefd^tiebene ftteiÄquabtant BD eine^alb* 

fugel. 3tgenb eine 6bene, weld^e bie 2lfe AB not^ 
mal in E fd^neibet, fd^neibet bie btei gUld^en in con« 
centtifd^en Äteifen, beten Sftabien ef, eg, eh jinb. 
3tm finb bie ffiinlel CAB, BGA, EGA gleid^, alfo 

EG = AE; ballet EG^ + EIP = AE'^ + EJS^ 

= ÄH^ == AD^ = EF^ nad^ bem ^pti^agoteifd^en 
Safe; folglid^ bie Summe beg Äegelfd&nitt« {n . EG^ 
unb be«Äugelfd&nitt« {n . eh^) gleid& beme^linbet- 




♦) SRöBiuS ©tat« 56. fßev^l ^lanim. §. 9, 11 unb §. 10, 8. 

**) 2)ie äCuSmeffung beg SSolumd bev Kugel unb i§rer D^erflöd^e (9lugbru(f bet^ 
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fd^ttitt (jr . EF^). JBetflL 5ßlaniin. §. 13. äu« ber für atte Quer^ 
fd&nitte ber brei Äörper, be^S Äegefö, ber ^albfugel unb be8 ©plmberiS 
geltenben @lei$ung f daliegt man nad^ §. 8, 8, ba^ bie Summe be^S 
Segel« unb ber ißalbiugel bem ßplinber gleid^ tft. 3lun beträgt ber 
Äegel i be« e^linber« (§. 8, 10), alfo bie ^albfugel | be«felben, u. f. xo. 

3. 5)0« ©tüd einer gläd^e, weld^e« burd^ eine 6bene begrenjt 
wirb, l^eifet eine 3one (foJvi?, calotte). S)er 3taum, weld^er t)on einer 
3one unb x)on ber fie begrenjenben ebene eingefd^loffen wirb, l^eifet 
ein Äörperfegment Unter einem Äugelf eftor wirb ber 2;eil be« 
Äugetoolum« t)erftanben, meldten bie Äugel t)on einem concentrifd^en 
aiotationÄfegel obfd^neibet. ©agitte eine« Srei«*S3ogen« Reifet 
(nad^ bem ©ebraud^ ber äraber) bie ©tredEe jroifd&en ben 3Ritten be« 
Sogen« unb feiner Seltne, ©benfo wirb unter ber ©agitte einer 
^geljone ober eine« Äugelfegment« ober eine« Sugelfeltor« bie ©trede 
jroifd^en bem fpl^ärifd^en unb planen ©entrum be« Äreife« t)erftanben, 
meldten bie Äugel mit ber ®bene ober mit bem 9lotation«Iegel gemein 
^at ©tüdfe oon gläd^en unb Äörpem, bie jroifdöen jroei gläd&en, 
in«befonbere jioifd^en jroei parallelen @benen entl^alten finb, werben 
ebenfaO« 3onen unb ©egmente genannt. Slpotl^em («Tro-^ffta?) be« 
Sogen« unb ber ß^orbe iji bie ©ifferenj be« Sftabiu« unb ber ©agitte 
genannt roorben. 

ein Äugelfeltor beträgt | eine« ©plinber«, beffen Saft« ein 
ißauptfrei« unb beffen ^ö^e bie ©agitte be« Äugelfeltor« ifi.*) 

Sewei«. aWan ergänje ben ffirei«feItor ABE ju bem Cluabranten 
ABD, fonftruiere ba« umgefd&riebene Ouabrat ^ ^ 

ABCD mit ber diagonale AC, unb sielte p AB 
bie 3lormale ef, meld&e AC in O, CD in H 
fd^neibet. ®er burd^ Sftotation be« Srei«feItor« j 
ABE yxvx bie älje AB befd&riebene Äugelfeltor, 
beffen ©agitte bf iji, merbe burd& {abe) be«» 
seid^net. ebenfo bejeid^ne man ba« burd^ Sfto«' ^ ^ 

tation be« Ärei«fegment« FBE um bie älje fb befd^riebene Äuge^ 
fegment burd& {FBE\ u. f. w. 2lu« ber in (1) aufgeftellten ©leid^ung 
für bie Querfd^nitte ber brei Äörper {ABD\ (ABC), {abcd) fd^Uefet 



felben burd^ bie 



bie giäd^c eines ©aupttreifeS) geprt ju ben aränjenben Seiftungen Don 
^rd^imeb'eS, unb ift enthalten m beffen ed^rtft übet ^ugel unb (S^hnber I, 37. 
^ugel unb ©pKnber roavm beSl^alb auf ^rd^imebeS' Grabmal ju ©^rafuS gefegt; 
an biefen Äennaeidjcn l^at (Sicero baäfelbe wieber aufgefunben (Tusc. Qu. V, 23). 
S)ie neuere gormuUerung be§ ^en)eifeg fomntt vox bei Segnet SlnfangSgr. b. 
3Ratl^. §. 581 b. 2ten 9lup. 1773. 

'') ^rd^imebeg ^ugel unb (S;^!. I, 50. 
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man mä) §. 8, 8 bie ©leid^ung bet äJoluwe {fbe) + {fbcg) = 
(FßC^), folfllid^ ift 

SBegcn be^ S^f^^wen^angS tl^ter Safen l^at man ferner bie ©leid^ung 
ber Äegel {afe) = {afh)—{AFO), unb burd^ »bbitton 

{ÄBE) = {FBCH) — {ABC) + {AFH) 

= {FBCH) — {FBC) = \{FBCH) 

S)enn bie Segel (^^C) unb (^/^i?) l&oben gleid^e SJafen; bet ftegel 
{FBC) ^at mit bem ßplinber {FBCH) bie Safi^ unb bie ißö^e gemein. 

SInmerfung. SCBenn ber 9tabiu« r, bie ©agitte s Sängeneinl^eiten 
l^at, jo l&at ber Sugelfeftor \nrh Äubifeinl^eiten, aud& in bem galle 
bafe bie ©agitte ben 3labiu3 übertrifft 3)ann ift namlid^ ber Äugele 
feftor bie S){fferenj be« ßugetooIumS unb be8 Äugelf eftor«, beffen 
©agitte bie gegebene ©agitte ju einem S)iameter ergSnjt. 3n ber 
%ii(A ift |n;r3— |7rr2(2r— 5) = ^kv'^s. SBenu Me ©agitte einSMameter 
mirb, fo ge^t ber Äugelfeftor in' bie Äugel, unb \nrh in ^nr^ Aber. 

8. aSenn ber Slabitfö ber Äugel r, bie ©agitte s Sängenein^eiten 
l^at, fo beträgt ba3 Äugelf egment nrs'^^^ns^ Äubileinl^eiten. 
Slrd&imebe« fiugel unb 69L n, 3. 3)ie in (2) aufgefiettte ©leid^ung 

(FBE) = {FBCH) — {ABC) -^{AFG) 

giebt fofort für ba« gefud&te SBolum nr'^8 — \itr^+^n{r—sy b. i. 
7rrs2 _ ^^^3 fiubileinl^eiten. 2Benn bie ©agitte ben Sflabiu« übertrifft, 
fo iji ba^ ©egment bie ©ifferenj be« Äugefoolum« unb be« Segments 
ber ©agitte 2r — s, unb 

^nr^ — 7cr(2r — «)^ + -J^nj(2r — s)^ = «rs^ — i^^^ 

SInmerfung. 2luf bem angegebenen 2Bege bietet ftd^ aud^ bie 
©leid^ung bar {afed) = {afhd) — {afq), au« ber man unmittel»* 
bar für ba« jn)ifd^en einem ©auptlrei« unb einem ^araUelfrei« ent^ 
l^altene ©egment nr^h — ^nh^ fiubüeinl&eiten finbet, menn bie ©entren 
ber Äreife einen Slbpanb t)on h Sängenein^eiten l^aben. 

2)er Ärei«, ben bie &tnt unb bie Äugel gemein l^aben, l&at bie 
gläd^e 7r[r2— .(r— s)2] = 7rs(2r— 5). S)er Äeßel, beffenSaR« biefer 
firet«, unb beffen ^ö^e bie ©agitte, l^at ba« Solu* \ns\lr — s\ 
®a£ äSer^ältnid bed obigen Äugelfegment« }u biefem Äegel 

^ns'^i^r — s) 3r — s , \s 

\ns'^{2r—s) ~ 2r^^ ~ ^~^W^^s 

fteigt bei fteigenber «. ard^imebe« a. a. D. II, 8. 
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b^ + t 



4. ®a« im\ä)tn ttgenb jwei Äteifen enthaltene Segment einet 
Äugel tfl bie 2)ifferens t)on jwel Äugelfegmenten, bie naä) (3) beted&net 
werben. SBBenn bie ©ogitten bet le|tetn « unb t Sängeneinl^eiten ^aben, 
fo l^t ba2 Äugelfegtnent nr{t^'-8^)—i7t(i^—8^) ftubifeinl&eiten. 

SBenn ftatt ber ©agitten OC unb OD beren S)ifferenj t-^s ^ h 
unb bie Slabien CC = a, DD* == ft ber Äreife 
gegeben finb, jrolfd&en benen ba« Äugelf egment 
entl^alten Vjt, fo l^at man 

«3 — ,3 = Ä3 + 3<«Ä 

3flun ift naib bem ^Ppt^agoreifd&en ®a^e 

2rs = OC'2 = a2-f.5^ 2ri = OD'2 

folglid^ 

unb bo* Stugelfegment 

3fl OE bo« aritl^metifd^e SWittel ber ©agitten OC unb 0Z>, unb 
EE* normal ju oe big an bie Dberfläd&e gejogen, fo fott ber Äreig 
ber Äugel, beffen ßentrum E unb beffen Sftabiug ee' = q ift, feiner 
Sage wegen ber aWittellreig be« Sugelfegment« genannt werben, 
gflun ijl 0E.2r = OE*^ = oe'^ + ee*^ alfo 

r{t + 8) = Q^ + ii^+sy 
rlt + s) — ts = Q^ +iÄ2 

unb ba& ßugelfegment 

aSBintl^aug ©rette 3. 44 p. 375. 

S)ie le^te gormel leiert, baf; Segmente Derfd&iebener Äugeln gleid^e 
SSolume l^aben, xotnn il^re üWitteWreife unb i^re ©agittenbifferenjen 
gleid^ finb. 



5. S)ag iwifd^en parattelen @benen entl^altene ©egment einer 
beliebigen gerablinigeri gläd^e lann burd^ jroei SpUnber unb einen 
Äegel auggebrftdt werben. S^^if^^ti ben pdxaMtn ebenen fonjiruiere 
man fowol^l bie ßplinber, beren Safen bie auf ben parattelen ebenen 
liegenben glfid&en be« ©egment« ftnb, al« au(ä& ben ber gerablinigen 
glädjie beigeorbneten Äegel, beffen ©pifee auf einer ber parattelen 
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@benen liegt, unb beffen Jtanten bet Sfieü^e nad^ mit ben @eraben bet 
gerablinigen f^läd^e parallel liegen. 2)ad boppelte j{5rpetfegment ift bie 
©umme bet beiben ©plinbet t)ermittbert um ben beigeorbneten Äegel.*) 

SSetoei«. ©rt Äörperfegment fei begrenjt oon ben ©reieden 
ABC unb C5Z), von bem ^arattelogramm ^CDJS unb von bem par^ 

aboloibifd^en SSieted baed, beffen ®etabe 
mit bet (Sbtnt bcd parattel ftnb (§. l, 8). 
©rgänjt man baSfelbe ju bem 5ßri«ma mit 
ben parallelen Tanten CD, ae, bf, fo 
erfd^einen bie ©eraben be« paraboloibifd&en 
äSieredS ald S)iagonalen von ^araSelo«' 
grammen, rote pqrs, in benen ba8 $ri«ma 
burd^ ©benen gefd^nitten wirb, bie mit 
BCDF parallel ftnb. Slu« ber Halbierung 
biefer paraEelen 5ßrtÄmenfd&nitte burd^ il^re S)iagonalen fd^liefet man 
nad^ §. 8, 8, bafe ba2 5ßri^ma burd^ ba^ paraboloibifd^e SSieredt baed 
l^albiert wirb. Sejeid^net man ben Slbftanb ber ©eraben de von 
ber ebene ABC burd^ h, fo ift ba« 5ßri8ma =ABC.h, folglid^ ba§ 
gegebene Äörperfegment = ^ABC.h.**) 

ein anbere« Äörperfegment fei von bem Parallelogramm acde, 
ben paraboloibifd&en SSieredten Cbfd unb baef, enblid^ von ben 

parallelen ©reiedfen ABC unb dfe eingefd^loffen. 
SSoQenbet man baS ^ri^ma mit ben paraSelen 
Äanten CD, ae, gf, beffen $öl^e h \% fo mirb 
baä gegebene Äörperfegment in 2;eile von be* 
lannter Slrt jerlegt, unb man erplt fein SJolum 

= ^ABG .h+\BCQ .h+\CAO .h+\DEF .h. 
giun ift ABG + BCG-hCAG = ABC (Pa^ 

B nim. §. 9, 9). aifo ift ba« Äörperfegment 

= ^(ABC+DEF)h. 




*) Xxe Kubatur befonberer ^ol^eber, bie l^ierl^er gel^ören, ift von äJ^eier $irjd^ 
1806 (geom. Slufg. 11, 102. 155. 189) burd^ fftt^nuna »ottbrad^t toorben. ©tnc 
gcometrifc^e Sebeutung unb 9lb(eitung ber geioonnenen gormetn würbe t»on Roppe 
1838 gefunben (©rette 3. 18 p. 275 unb bleuer SclJrfqJ ber (Stereometrie, ®ffen 
1843. SSeral. ©runert ^rd^tt) 9 p. 82). @ine anbere Jtubotur ber oben htf 
trad^teten ^örperjegmente ift von (Steiner 1842 gegeben xoovhm ©rette 3* ^^ 
p. 275. »ergl. örig ©rette g. 25 p. 129, Sluguft »ord^arbt g. 60 p. 377, unb 
ben ©d^lu^ biefeS ^aragrapl^en. 

**) 2)iefe8 Äörperfegment ift x)on 3Jinfeau 1780 (M6m. de Math, et Phys. 
pr6s. t. 9 p. 612) burd^ Sntegralred^nung , von 3Äeier ©irfdj a. a. 0. 181 ele« 
mentar fubtert n)orben. 3Ran er!ennt auf bem angezeigten äOege, ba{[ ein ^etraeber 
burdft ein parabotoibifd^eS SSieredt l^albiert n>irb, welcled gegenüberliegenbe Planten 
be8 XetraeberS ju aeaenüberliegenben ©eiten f^at 3.». baS fetraeber ABDE wirb 
burdj ba§ paraboIoibiTOe Sßiered! ABDE halbiert, weil feine ©djnitte wie pq^r»', bie 
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SBenn niitt ein Äötperfegment von ben paraboloibifd^en aSiereden 
^CFD, e^EF, J5^DE unb ben paxaMtn ^xütd^n A bc mh dfe 
einflefd&loffen witb, beten Slbftanb ä ift, jo iie^e man butc^ F paraUel 
mit DA unb £5 ©erabe, mlä)t bie ebene i4J5C in ö^ unb Hfd&nel^ 
ben, unb fonftruiete ba& paraböloibifd^e «leted fö/^e, beffen ©etabe 
mit bet ©bene FOH pataUel finb. 2)a8 
t)on ben paraboloibifd^en SSiereden CBEF 
unb iBöFJE unb t)on ben ©teieden G^CF 
unb OBC eingefd&lojfene Äöt:|)erfeöment ift 

= j^GBH.h +iBCB.h+iCOH.h 
— \CGH,h = ^BCG.h — ^CGH.h, 

Setner ift boS t)on bem ^ataQetogramm 

GADF, bem pataboU)ibif(i^enSJiete(I^Ci^l> 

unb ben S>reieden GGF unb C^ö» einge*» 

fd^loffene Äötpetf egment = \CAG. h, enb** 

lid& ifi ba« t)ott bem^ataHelogtamm AG FD, ä 

ben pataboloibifdöen SSieteden G^EF unb 

5i4i)i5, unb t)on ben J>teieden ^ßö^ unb .dfe begtengte Äötpeti» 

fegment nad& bem obigen = \{ABG + DEF)h. S)ut(ä[i Slbbition finbet 

man bag gegebene Äötpetfegment = \{ABC-\- DEF)h — \CGH,h. 

$ietbei ift CGH bie SäafüS be« bet pataboloibifd&en Dbetfläd^e beige*» 

otbneten Siegels (^ptamibe). "X^wti bie ©etoben, meldte butd^ F auf 

ben Seiten GFH, hfc unb CFG bet in i^ gebilbeten ©de gebogen 

metben fönnen, finb bet Steige nad^ patattel mit ben Oetoben, butd^ 

weld&e bie gläd^en bet gegebenen pataboloiblfd^en JBietede lonfttuiett 

metben. 

3ebe« Äötpetfegment weld&eÄ ben a3ebingungen be« aufgejiettten 
Sel^tfa|ei$ genügt, lägt fid^ m^ enblid^en obet au^ unenblid^ Ileinen 
Äötpetfegmenten pon bet julefet betr<»d^teten Sltt jujammenfefeen. 

6. 5E)a8 einfad&fte Äötpktfegment, weld^e« ju bet klaffe bet im 
tjotpel^enben Jubietten ilötpetfegmente gel&ött, ifl bet ^ß^tamiben«* 
fiumpf (tronc), ba« Segment einet ©de jmifd^en potattelen ®benen, 
unb bet ebenfo ju bettad^tenbe Äegelftumpf. Sie pataüelen ©d^nitte, 
jmifd^en benen ba« Äötpetfegment enthalten \% unb bie S3afiÄ be« bei^ 
geotbneten Äegel«, bie butd^ a, ft, d bejeid^net roetben, Ttttb in biefem 
gatte cü&nlid&e ^guten, fo bafe entfpted^enbe ©tteden berfelben 



mit ben Tanten BD unb EA ixtraKel ftnb, t)on il^ten diagonalen l^aKiert n)erben, 
S^öbiug Bar^c. QaU, p. 238 unb Steinet a. a. O. p. 280. 
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m 



ÄCiDF: QC xoit l:m:l 

ftd^ Detl^alten, unb 

a : Ä : rf =« l : m^ : (l — m)^ 

©aburd^ erhält bte gomel ^{a+b)h—^dh für 
baiS aSolum be« ^tamlbenftutnpf« (5) ben 2Bet:t 

i[H-m2 — 1(1— 7w)2]aÄ = |(l+r/2 + m2)aÄ 

aSBenn bie ffianten ber ^ßgramibe (be« RtQtlS) innerl^alb bet von 
ben paraMen ebenen eingejd^loffenen @(3&id&t fid^ fd^neiben, j. S. ^D 
unb CF\ fo l^at man m mit — m ju t)ertauf d^en, mie bie glgur jeigt. 

©iefelbe Äubatut bt& ^ijtamibettflumpf« ergiebt jtd^ unmittelbar, 
wenn man ben Stumpf al8 ©ifferenj (Summe) ber ^p^ramiben betrad&tet, 
bereu SJafen a unb b, unb beren *^Sf)m Ä+a? unb x ftnb, jo ba^ 

^am ift 

ia(Ä+a:)±i6ar = ^?3^f±^Ä = i{^±Y^b+b)h 



Ya±Yb 



7. 6in normal jur $öl^e gefül^rter Duerfd^nitt be« in (5) fubier* 
ten ÄörperfegmentJ^ !ann au« btn beiben paraBelen ©renjflädöen unb 
ber SJafiJ^ bt& beigeorbneten ÄegelÄ bered^net werben. S)ie ®bene be« 

Ouerfd&nittä ä'B'C* fei parallel mit ben 
ebenen ABC unb def, unb teile bie 
^ von DBF m ABC reid&enbe ©d^ic^t fo, 
ba§ ^'/> «: v,AD, u. f. TO. 3)a« para» 
boloibifd^e SSieredE ^CFZ> mirb von ber 
ebene ^'-B'C, mit meld&er AC unb FZ> 
parallel finb, in ber ©eraben C*A' ge* 
f(()nitten (§. l, 8). 

3)er Duerfd&nitt ^'-B'C' entl^ält nnn 
im aSergleid^ jur SaftiS ABC ftatt be« 
»reiedE« C^ö bai5 S)reiedE CM'G^', beffen 
SJerpltni« ju CAO ben SBert r ^at, meil 
bie Seite A'G* = AG, ber SBinfel ii'G'C = AOC unb bie Seite 
O'C = v.GC ift. 




*) SÄitöetcilt t)on Seonarbo ^ifano practica geometriae fol. 113, ©om= 
manbitto de centro gravitatis prop. 23. gut iil+m+m^) lam aefeW wer:' 
ben J(H-m)a + 3V(l~»»)2. 
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2)et attet:f(ä&nitt ^'B'C entl^ält ftatt beä ©reied« CG^^ bo« äl^n^ 
lid&e SDteted C*G*H\ beffen SBetpitni« ju CGH ben SBert t?^ ^at 

S)et Duerf(§nttt ^'i5'C" enti^ält ftatt bc« ©reied« ^5ff boiS 
»reied a*b'0* «= &ä'J*+a'B'J'+B'G'j\ wenn bie ebenen ^bc 
unb ^'Ä'C t)on bet bttr<ä& £ parattel mit da gejogenen ©etaben 
in J unb J* gef^nitten wetben. S)at)on ifi ba« S)teied ö'^'J' ,=. 

GAJ = ZJEF, ^'^V' = V . .45J, u. f. W.r folglidö ^'J5'ö' = V . ABJ 
+ V.BGJ+GAJ = v.4ßö + (l — t;)Z>£F. 

ebenfo ifi B'C*& = i? . bch+v^ . Cö^ + v. gbh = v . ßCö 
—v(\—v)CGH, ballet enblid^ 

Sejeid^net man bie untere unb bie obere ®renjflä(^e burd^ a unb 
bf bie SJaflÄ be« Äegete burd^ d, ben Duerfd^nitt be« Äörperfegmenfc? 
burdö /, fö erl^dlt man*) 

S)iefe fjormel leiert, ba^ ber Ouerf^nttt t)er fd^roinben !ann (5ßlanim. 
§. 9, 10), wenn nämli^ y"«, y6, y*c? ju etnanber fidö nid^t t)erlialten 
wie bie ©eiten eineiS 3)reiedÄ, unb ba^ unter allen Duerfd^nitten e« 
einen fleinfien giebt, xot-m d pofttit) ifi. SSergl. Sllgebra §. 6, 5. 

33ie gefunbene f^ormel gtebt itxi SKittelfd&nitt c be^ Äörper* 
fegmentg, menn v = \, nämlid^ 

S)urd^ Senu|ung biefe« SBerte« erpit nan für ba8 3Solum be« 
fubierten Äötperfegment« ftatt \{a+h)h — ^dh bie gormel 

|(a+*+4c)Ä ober ch+^dh**) 

T 

8. SEBenn bie gerablinige gläd^e, beren Segmente unb Ouer^ 
fd^nitte in Dorjiel^enbem betrad&tet würben, abwidelbar (developpable) 
ift b. 1^. au« planen enblid^en ober unenblid^ Ileinen a;etlen befleißt, 
fo fann aud^ ber Perimeter eine« beliebigen Ouerfd^nitt« ber glä(^e 



*) 2)iefe gortnel für ben Duerfdjnitt eincä fogenannten DbeliSIen t[t t)on 
Xtnjeau, ^0|>pe unb von ^ri; burd^ äflec^nung gefunben n)otben, o^ne bte geo^ 
mctnfÄe »cbeutung t)on d. 3Äit bcm SRamcn Dbelläl beaeidjnen nftmlic^ 93rij 
a. a. £3. unb Äoppc in ber angefül^rten ©d^tift ein ^ßor^eber, baS aroifc^en jwei 
parallelen planen ^ol^gonen entl^alten, übrigen^ Don planen ä^ierecfen ober ^rei- 
eÄen begrenzt ift, unb baS frül^er unter bem ^oxaitxi ^riSmoib t)orfommt. 

**) ^eometrifd^ würbe bie erfte bicfer Formeln t)on ©teiner a. a. D. bemiefen, 
bie le^tere für ben OBeliSfen t)on Äoppe in ber angeführten ©d^rift. 

16* 
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unb beiS il^ beigeotbneten JSegeliS but<$ bte ^etimetet t>on }ioei par^ 
aUelen Duetf(i&nittett ber glad^e au^gebtürft werben. 

S)t:ei parallele ®betten Idj^neiben ben jtolfd^n ben ©eraben äc 
unb BD entl^altenen planen Xell ber abtoW^aren 
gl&d&e in ben parattelen ©treden ab, cd, ef, fo 
bafe EC:AC = V. »onn ifl (5ßkniw. §. 8, 4) 

SBottenbet man ba« ^ßaraMograttini ACDQ, fo ifl 
OB = AB— CD. gftr bie Sßerimeter ber brei par* 
allelen Ouerfd^nitte unb ber 93afuS be£ beigeorbneten 
Äegete, t)on benen AB, CD, ef, gb %^\it ftnb, unb 
bie ber 9lei§e nad^ burd^ a, ß, g>, ö bejetci^net n)erben, 
ftnbet xaan bemnad^ burdd Slbbition 

q) = va-h{\ — v)ß, a = « — /J 

Sei V = i erpU man ben von @t einer a. a. D. anfleflebenen 
^Perimeter be« aRittelfd^nitt« i« + iß. 

9. Stgenb ein sn)if(i^en paraQelen Ebenen enü^alteneü ^rper^ 
feflment lann hibiert werben, wenn feine mit benfelben ©benen par^ 
aUelen Cluerfd^nitte gegeben finb. SQäenn ber Duerfd^nitt in bem Slb- 
ftanb X t)on ber Safi« be8 ©egmentö eine gegebene f^unftion t)on a? ijl, 
bie burdö /(^) bejeid^net wirb, fo l^at ba« ^PriSma, beffen ©ajiS ber 
Querfd^nitt f{oc) unb beffen ^&f)t ber nte S^eil ber i&öl^e h be« ganjen 

©egment« ift, ba« aSolum -f{oc). S)ie Summe ber gleid^ljiol^en 5ßri«men 

iji nad^ §. 8, 7 bem gefud^ten SJolum be« Äörperfegmen» gleid^, wenn 
n unenblidö grofe wirb. S)ie a5ered[>nung (©egrenjung) biefer Summe 
ift eine Slufgabe ber 3«tegralred&nung, bie fid^ elementar löfen läfet, 
wenn f{x) eine ganje gunftion von x ift, j. S. 

Ax) = a^+<iiX']r<h'^^+ '*+^h^ 

Dann ift 

/ (0) = «0 

/2 \ 2 2^ ^ 
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u. f. to. $Rad& Slbbition ber Äolonnett unb SKulttpUlatiott mit - 

n 

finbet man bte ju bilbenbe @umme 

p + 2»4-r+(n-l)-^ 

H ^, h^a, 

+ 

9lttn ^at (attfi. ätltl^m. §. 12, 6) bei unettblid&em n 

r4-2'-+.. -h(n— ly .cm X 1 

— ^ ^^/ ^ ^ bett aBett 



Sllfo ]&at bie flefud&te Summe b. t ba8 Äötperfegment ben aBett 

Seifplel @ine ^Ppramibe auf betS3afti8 b unb üoit betigö^eÄ 
tt)itb butii eine mit bet S5afii5 parallele ©bene, üon ber bie ©pi|e 
bett aCbjianb x l^ot, in einer ber SSa^ ä^nlid^en gigur gefd^nitten. 
aWan l^at alfo für biejen Cluerfd^nitt 

/(^) = ^ 

unb finbet burd^ bie ©ubfHtution «0 = 0, «i = 0, «j = p in 
ber attgemeinen gormel ba« SSoIum ber 5ßpramibe 

wie früher §. 8, lo. 

10. $Ren)ton*) l&at gejeigt, wie man ein Äörperfegment (xvi& 
mel^rern feiner parallelen ©d&nitte (eine plane gläd&e auiS mel^rern 
parattelen ©eignen berfelben) annäJ^erungÄweife bere($nen lann, unb 
bafe man inÄbefonbere avi^ 3 Cluerfd^nitten, bie in glei(5en äbftänben 
folgen, ba« eingefd^lojfene Segment annä^erungäroeife finbet, wenn 



*) Methodofl differenüalis prop. 6, toeitet auiSgefüi^tt t)on (Soted (übet ^^eto« 
tong meth. diff. in ben nad^geloffenen SBetfen 1722), Detfeineti Don (S^au^ (Meth. 
nova integraliam valores etc. 1814, Gomm. Göttmg. t. 3). SBetgl. batü6et bie 
SeJ^tbüd^et bet SCnal^ftd 5. SB. äRinbing I p. 230. ^e befonbete Stege! loat oon 
3!otticel(i gegeben lootben, nne $etefH betid^tet im SCnl^ang 311 Guido 
Grandi Institusioni delle^sezioni ooniche, Firenze 1744. 
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man bie äuBetn Duetfd^nitte unb ben Dterfad^en 9Rittelf(i^nitt abbiett 
unb bie ©umnte mit bem fed^pen ZtH be« 2lbjiattbei8 ber äußern Duer^ 
fd&nitte multipliciett 3u ben ^lemtonfd^en ^otmeln ^atfSftaclauxxn 
1742 (Flimons no. 848) etganjunggflliebet l^injugefügt, meldte fofort 
erfennen laffen, ba§ bie angeffil^rte befonbete SRegel bcuS gefud^te @eg^ 
ment genau giebt, menn ber oben butd^ f{x) bejeid^nete Ouerfd&nitt 
eine ganje gunftion ber ißänge x ift, bie ben b ritten ®rab nid^t 
überfieigt*) Segmente, bie burd^ biefelbe Sftegel genau gefunben 
werben, finb t)on 2;orriceUi, X^f). ©impfon**) unb befonber« oon 
Steinet a. a. D, angezeigt worben. 

Um bie ZxastotiU ber obigen Siegel ju prüfen, bemerfe man, 
baß ba3 Segment jroifd&en /(O) unb /(4) bie Summe ber Segmente 
jmifd^en /(O) unb /(2) unb jTOifd^en /(2) unb /(4) ift. SBenn nun 
f(x) eine fold^e gunition oon x tft, bafe bo« ^olum be« Segment« 
na(^ ber obigen Siegel genau gefunben mirb, fo l^at man ibentifd^ 

*|/(0) + 4/(2)4-/(4)] 
= 11/(0) + 4/(1) +/(2)] + f [/(2) + 4/(3) +/(4)] 
/(0)-^(l) + 6/(2) -4/(3) +/(4) = 

Unter ber aSorauiSfe|ung f{x) = «o + «i«? + «2^^ ■+- . • iji aber 

/(O) - 4/(1) + 6/(2) - 4/(3) +/(4) 

— 4^0 — 4aj — 4^2 — 4a3 — 4^4 — . . 
+ 6flo + 12ai +■ 24flf2 + 4803 + 9604 + . . 

— 4^0 — 12aj — 36a2 — 108aa — 324a4 — . . 
+ ao + 4a, + 1602 + 6403 +256a4 + . . 

= 2404+ . . unb t)erfd^n)inbet ibentifd^, wenn «4, a^,.. üerfd^toin^ 
ben, mitl^in f{x) ben britten ®rab nid^t überfieigt 3n ber Xl^at 
finbet man unter biefer SBebingung 

/(0) + 4/(iÄ) + /(Ä) = «0 

+ 4flo + 2Äai+ Ä2fl2+iÄ»a3 

+ «0 + ^^1 + Ä^«2 + ^^^3 

= 6flro + 3Äai + 2Ä2a2 + f Ä^ag 
|[/(0) + 4/(iÄ)+/(Ä)] = H+iÄ2a,+iÄ3a2+iÄ4fl3 



*) Bmnacci compendio del calcolo sublime, Milano ISll, II p. 67. 
3(uauft ^vogr. bed &\ti. ätealgpin. 8evHn 1849 p. 28 unb ^t^Slt 3. 45 p. 239. 
^) Math, dissertations 1748 p. 109. 5Die 9te»tonfd^e Flegel toirb begl^alb 
QUd^ naA ^§- Simpfon benannt. Snd^tiqer nennt man ©impfonfd^e Siegel eine 
anbete Stegel, meldte %^, ©impfon a. a. D. aud iener jur onnft^emben SSeretfinung 
bed ^z^eai^ einer gläd^e ober eines i^r|>erd aud einet SKei^t^a^C von Duer« 
fd^nitten abgeleitet l^at (5IIüQeI matl^. 9B. 4 p. 150). 
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äfeetetttfHtttttiettb mit ber gormel, toeld^e oben (9) für ba« j^ifd^ett 
/(O) ttttb /(Ä) entl^altene Äörperfegittent angegeben würbe. 

Sei ben in (5) fubierten Segmenten ift f(x) vom jroeiten Orabe 
(7); alfo mlrb nad& ber fonft nur annäl^erungiSn)eife gültigen Sftegel 
bo* aSolum eine« fol<|en Segment« genau gefunben, wie Steiner 
geometrlfd^ birett beriefen l^at. 

§. 10. Oberfldd^e beg 6glinber§, be§ Äegelg unb 

ber Äugel. 

1. 2)ie 3öne eine« ß^linber« gmifd^en parattelen Ebenen 
ift einem 5ßaraEelogramm gleld^, beffen breite ber ^ßerimeter eine« 
9lormalf(|nitte«, unb beffen Sänge bie Äante ber Sone ift.*) 

S5emei«. ®inb ää\ bb% CC\ . . Äanten ber ß^linberjone, fo 
befleißt bie B^ne eine« bem ßplinber eingefd^riebenen 5ßri«ma au« ben 
^Paraüelogrammen abb'a\ bccb*, . . . 
5Diefe ^ßaraßebgramme finb fÄmtli(| von 
gleid^er Sänge {Aä*), i^re »reiten finb bie 
Seiten be« SRormalfc^nitt« be« 5ßri«ma; alfo 
ift bie Summe ber ^Parallelogramme ein 
5ßarattelogramm Don berfelben Sdnge, beffen 
©reite ber ^Perimeter be« 3Hormalfd^nitt« be« ^rl«ma ift. 3)a« ein^ 
gefd&riebene 5pri«ma fäUt mit bem ©^linber jufammen, rotnn e« mit 
il^m aQe Tanten gemein ^at 

S)er Sflormalfd^nitt eine« Sflotation«c9linber« ift ein Ärei«. »ei 
anbem ©^linbern finb bie 3lormalf<]^nitte anbere Figuren, beren 5ßeri* 
meter burd^ Sntegralred^nung ermittelt merben. 

.3. S)ie Sont eine« Äegel«, weld^e burd^ eine concentrifd&e 
Äugel begrenjt mirb, ift einem Ärei«feftor gleid^, beffen Siabiu« bie 
Äante ber Qom unb beffen Sogen fo lang ift al« ber ^Perimeter be« 
Äugelfd^nitt«. 

Seioei«. Sinb OA, OB, oc,.. Tanten ber tegeljone, unb 
burdö eine uvx ba& Eentrum o befd^riebene Äuget begrenjt, fo bepelzt 
bie 3öne einer bem Äegel eingefd^riebenen fpj&ärifd^en ^p^ramibe au« 
ben S:rei«feltoren gab, obc, . . . S)urd& Slbbition biefer Seftoren 
erl^ält man einen Srei«feltor, beffen Sftabiu« OA unb beffen Sogen 

*) 2)ic gonen x>on SlotationSc^Unbem unb t)on Blottttionglcgeln finb loon^t^u 
mebed Jhtgel unb (&^l I, 14—17 beved^net tootben. 3onen anbter ^egel l^oben 
aSarignon Mise. Berol. t. 3 p. 280, @u(er 1747 Nov. Comm. Petrop. t. l p. 3 
unb in ber ouä bem SRadbto^ ebietten 3lbl^anblung Nova Acta Petrop. t. 3 p. 69 
alg S^tegrole auägebtüdt. 
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ber Perimeter be« fpl^ätifd^en ?Pol?flOtt« ABC . . ift. SBäentt nun bie 
eingefcä^ttebene fp^ärifd^e ^P^ramibe atte Tanten mit bem Äegel gemein 

^at, fo fättt il&re ßone mit ber Sorte beS 
Äegete unb ber Perimeter il^ter fpl^ätifd^en 
SJafijJ mit bem 5ßerimeter be« Äuflelfd^nittS 
iufammen, toeld&et bie Äegelione begtettjt. 
S)er ^gelf(^ttitt eine« 3lotation8fegetö 
ift ein ÄteiÄ. Slnbete Äegel l^abcn anbete 
Äugelf d^nitte, beten ^JJetimetet butd& Qtite* 
gtaltcd^nung beftimmbat finb. 
3lnmetf ung. 3)ie jmifd&en jiöei Äugelfd^itten beÄÄegete, ABC. . 
unb A'B'C . . cntlialtene 3one ift einem 5ßataUelogtamm gleid^, beffen 
Steite bie Äante bet 3one AA* unb beffen Sänge bet ^Perimeter beS 
Äugelf d^nitt« A'B^'C" . . iji, auf bem bie SDlitten bet Äanten AA', 
BB', . . liegen. ®enn blefe 3one ift bie ©iffetenj t)on jmei con^ 
centtifd^en Ätei^feftoten mit einem gemeinfd&aftlid^en ©entciminfel, 
alfo qud^ t)on i^ei gleid^fd&enleligen 3)teiedten mit einem gemein^ 
fd^aftUd^en SBinfel an bet ©pifee, mitl^in ein ^ßatattelogtamm, beffen 
Steite bie Äante bet 3one AA* unb beffen Sänge iaä atitl^metifd^e 
3Kittel bet 5ßetimetet ABC . . unb A'B'C . . ift. SBenn aber bet 
Äugeltabiu« O^" ba« atit^metifd^e SDllttel bet 3labien OA unb OA* 
ift, fo ift bet ^petimetet be« Äugelfd&nitt« a*'B'*C'* . . boÄ atit^metifd&e 
awittel bet ^erimetet bet Äugelfd^nitte ABC . . unb A'B*C' . . , meldte 
bie 3one be« Äegelä begtenjen. 

3. 3)ie SluÄmeffung bet gläd&e, meldte auf einet ftummen gläd^e 
t)on einem gegebenen ^ßetimetet eingefd^loffen mitb, ifl im attgemeinen 
eine Aufgabe von gtöfeetet ©d^njtetigleit , atö bie Duabtatut einet 
5ßlanfigut, unb l^eijstbie ftomplanation bet unebenen gläd^enfigut. 
S)ie Äomplanation bet Äugel unb il^tet 3onen lägt fld^ auf bie 
Äubatut be« Äugebolum« unb be« Äugelfeftotä jutüdffü^ten mit ^ilfe 
be« folgenben @a|e«. 

c SBenn hai getablinige S)teiedf ABC um 

bie auf feinet ®bene butd^ bie ©pifte A ge* 
sogene Slfe AE totiett, fo ift ba« SSolum beS 
befd&tiebenen SftotationÄfötpet« einem Äegel 
gleid^, beffen ißöl^e bet Slbftanb bet @pi|e A 
oon bet Seite BC ift, unb beffen Saft« bie 
oon BC befd^tiebene Äegeljone ift.*) 




") Slrd^imebcg Jlugel unb (S^l. I, 20. 
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JBewei*. S)ie älje werbe von BC in £? gefd^nitten, da fei 
ttotmtal 8U ^c, fb notmal ju ^^ gejogen. S)a3 t)on bem ©teied 
^£7£r butd^ Stotation um ae befd^tiebene SSolunt ift al^ @umnte von 
}n)ei Segeln 

^Tt.FB^.AE = ^Ä . F^ . 2.4£li5 = in.FB.EB.DA 

S)ie Don bet ©ttede eb butd^ biefelbe Flotation befd^tiebene Äeget 
Jone ijl (2) TT . f'^ . EB. aosenn man biefelbe butiS (eb) bejeid^net, 
fo l^at ba3 von aeb befd&tiebene SJolum ben SBett ^{eb).da, 
@benfo l^at ba« von aeg befd&tiebene »olum ben SBBett i(Eü) . da, 
alfo flnbet man butd^ ©ubttaltion fÄt bo« oon ABC befd&tiebene 
aSolum ben 5!Bett ^{bc).da. 

ggSenn BC mit bet Slje patattel ift, fo et^ält vmi füt ba« üon 
ABC befd^tlebene SSolum benfelben äugbtud, inbem moxi QC notmal 
jut Slje jiel^t, unb von bet ©leid^ung 

ABC = QFBC + AGC — AFB 

audgel^enb einen Splinbet unb in)ei Segel beteiä^net. 

4. ®in Äugelfeltot ift einem Segel gleicä^, beffen Safi« bie Äugele 
äone unb beffen ißö^e bet Äugeltabiu^ ifi. S)a^ aSolum bet Sugel 
ift einem Segel gleid^, bejfen SafiS bie Sugelfläd^e unb beffen $ö^e 
bet Sugeltabiu« ift.*) ®ine fp^ätifd^e $t)tamibe ift einem Segel glei4 
beffen ^afi^ bie fp^ätifd^e gigut ift, weld^e bie fpl^ätifd^e ^ß^tamibe 
begtenjt, unb beffen §ö^e bet Sugeltabiuä ift 

»emei*. S)et Sugelfeftot fei butd& Sftotation be« Steij^feftot« 
GAE um ben 9labiu« GA befd&tieben. Sonfttuiett man an bem 
SJogen ae bie SCangenten ab, bc, cd, de, fo befd^teibt bie gigut 
OABCDE but(S) Slotation um bie Slye OA einen Sötpet, bet an 9Jo^ 
lum einem Äegel gleid^fommt, bejfen ©ö^e bet 9labiu^ OA unb beffen 
S5aR« bie Summe bet oon ab, bc, cd, de 
befd&tiebenen Segeljonen ift (3). aSBenn nun bie 
aua 2;angenten jufammengefefete gebtod^ene Sinie 
ben Sogen ae in atten 5ßunlfen betül&tt, fo fättt 
bie gigut GABCDE mit bem SteiSfeltot GAE, //>' ' ,,. - ^^ 
bet butd& SRotatlon befd^tlebene Sötpet mit bem 
Sugelfeftot, bie ©umme bet oon ab, bc, . . 
befd^tiebenen Segeljonen mit bet von bem Sogen ae befd^tiebenen 
Sugeljone jufammen. 

a)et Sugelfeftot umfafet baä SSolum bet ganjen Sugel, wenn bet 
Sogen ae ein ^albftei« ift. ©abet gelten bie zotigen Settad^twngen, 

*) SlrdJimebcS a. a. D. 50 unb 36, 
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2)et: t)on jtoei bai Senttutn bet ^gel entl^altenben Ebenen unb 
einem fpptif(|ett SQSinlel (3weie(f) eingefd^loffene Siötper l^at jum 
SSolum bet Äugel baSfelbe aSet^ältrtl«, al8 bet fpl^ätlfd^e äöittfel jtir 
ÄufleiPäc^e. §ietnad& fd^Hefet matt (§. 4, 5), ba§ aud6 eine btetfelttge 
fpptif(3&e 5ßt)tanilbe jum SBolum bet Äugel baäfelbe SSetl^älttti« l^at, 
alä ba& jp^ätifd^e 3)teie(I, auf bem fie Mt, jut Äuflelflät^e. U. f. ro. 

5. S)ie ^geipäd^e ift t)ietnial fo gtofe a\S ble gläd&e eine« i^ter 
^auptltetfe. Sine ^ugeljone ifl einem $ataIIelogtamm gleid^, beffen 
33afiÄ fo lang als ein i^auptltei« unb beffen ißöl^e bie ©agitte obet 
bie S)iffetens bet ©agitten ift.*) 

»ewei«. 3)0« SSolum bet ßugel ijl jorool&I ba« ?ßtobuft i Äugele 
fläd^e X 9labiu8 (4), afe aud^ i« Cluabtattabien x Sftabiu« (§. 9, 1). 
S)a^et 

Sugelfläd^e = 4jrOuabtattabien 

unb gleid^ bet 3one be« umgefd^tiebenen ©pUnbet« (1). S)aÄ SSolum 
be« Äugelfeltot« ift fotool^l ba« ^tobuft i Äugeljone x SRabiu«, al« 
aud& in Duabtattabten x ©agitte (§. 9, 2). S)al^et 

Äugeljone = 2;r Sftabien x ©agitte 

b. i. gleidö bet gläd&e eine« Äteife«, beffen Sflabiu« ba« geomettifd^e 
aWittel pifd^en bem Äugelbiametet unb bet ©agitte ijl @ine x>on 
ätoei Steifen eingefd^loffene Äugeljone ifi bie S)if[etenj oon jtoei ÄugeU 
Jonen, bie oon je einem Ätei« eingefd^loffen finb, folglid^ u. f. w. 

SInmetfung. Qontn betfelben Äugel finb gleid6> xotttri i^te 
©agitten obet ©agitten*'S)iffetenjen ($ö^en) gleid& ftnb. 3)ie gläc^e 
eine« fpptifd^en äBinfel« ^at jut ^albfugelpd^e ba«felbe S3et^ältni«r 
al« bet SBinlel bet beiben ^auptlteife ju 180 <>. 2)ie glöd&e eine« 
fpptifd^en S)teiedE« l^at jut ^alblugelfläd^e ba«felbe SSet^ltni«, al« 
fein ©fcefe ju 360«. IL f. m. SBetgl. §. 4, 5. 

c 6. Unabl^ängig von bet ^batut be« 

/K Äugeloolum« witb bie Äomplanation bet 

/ j /i? Äugelfläd&e butd^ folgenben ©afe begtünbet 

/ ylL.l\B SBenn ba« gleid&fd^enlelige S)teiedf ABC 

/x;^^ um bie auf feinet Qibtnt butd^ bie ©pifte A 

/'^^^^^ ff' j,' j^ X 9^*^Ö^w^ ^?^ ^^* totiett, fo ift bie oon bet 

JBafi« BC befd^tiebene ftegeljone, einem 5ßat^ 
aUelogtamm gleid^, beffen Steite bet 5ßetimetet be« Äteife« ift, weld^et 



*) ^rd^imebeg a. a. 0. 35. 48. 
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juttt 9iabiuä ben abftanb da ber Splfee A von bet SSafi« 5C l^ot, 
utib beffen Sänge bie SRotntalproieftion B*C* bet SJaruS ^C auf bie 
«ye i4^' ip. ?ßappu8 V, 21. 

SBewel«. 3i^^t «iä« ^-ß'' ^^'f -ö^' notmal jut Sjce, fo ift 
DD' haS otiti^metifd&e 3Rittel von bb' unb CC*, weil ^D = DC. 
S)te Don BC butd^ Sftotation um bie Slfe -4-4' befd&tiebene Äefleljone 
ifl abet = 2^. DD'. BCi2, anm.). 3te^t man be paxaUü mit B*C\ 
fo ifl ba« te^tiüinfelige ©teled bce bem ©teled dad' ä|inli(]^, mell 
bie SBlnlel ECB unb D'^d gleld^ finb. ©al&et Ifl BC: BE = DA: DD', 

DD'.BC = DA.BE, alfo 

27t.DD'.BC = ^.DA.B*C' 

Slnmetfung. Witt ^llfe blefe« auäbtud* bet Don BC befd^tle^ 
benen Äegeljone etl^ält man nad^ (3) füt bo« Solum be« oon ABC 
befd&tlebenen 9lotatlon«lötpet« ben Slugbtud ^tv.ad^.b'C b. l. | 
eine« S^llnbet«, beffen ^aftö bie gläd^e eine« mit bem 9lablu« ad 
befd&tlebenen Ätelfe«, unb beffen ißö^e bie Slotmalptojeftlon BfC Ift. 

7. aSSenn ein au« ben fongtuenten glel(ä&fd&en!eltgen J)tele(Ien 
ABC, ACD, ADE, . . jufammengefe|te« plane« ^olpgon um bie äye 
AB totlett, fo Ijl bie @umme bet oon ben Selten BC, CD, de, . . 
befd^tlebenen Aegeljonen einem ^ataUelogtamm gleld^, beffen Sänge 
bie ^lotmalptojeftlon bet au« ben ©tteden BC, cd, de, . . befiel&en-' 
ben gebtod^enen Slnle auf bie Stje ab Ift, unb beffen SStelte bet 
5ßetlmetet be« bet gebtod&enen Slnle elngef(^tlebenen Ätelfe« Ift (6). 
Sei unenbllddet älnsal^l bet 93etttlEitung«pun{te f&Qt bie gebto<i^ene 
Slnle mit bem Jttelfe, bie @umme bet Aegel^onen mit einet JSugeljone 
(mit bet ^gelfläd^e) , bie ^tojef tlon bet gebtod^enen Slnle mit bet 
@agltte (mit bem S)lametet) jufammen. 

@benfo gen)lnnt man bie §. 9 gegebenen ßubatuten bet Jtugel 
unb be« jtugelfeltot« au« bem In (6) angemetiten 9lu«btud be« 
Aötper«, n)eld[ien bo« teguläte ^ol^gon abcde . . butd^ Stotatlon 
um bie älfe ab befd^telbt 



§. 11. aSon ben ©d^wetpunftcn bet ^iguten. 

1. aßetben bie ©elten eine« gefd^loffenen planen ^ol^gon« auf 
eine beliebige ®etabe feinet ebene butd& ?ßatattelen einet beliebigen 
Slld&tung ptojjlclett, fo Ift bie Summe bet 5ßtoieftlonen null, ©tnb 
|. ». B^, J?2r . ., Bn bie auf einet ©etaben llegenben jptoieltlonen 
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bet erfputtite be« ^Polpöott« ili^2 • • ^».f witl&ltt äj^j, ^^j^g, . ,, 
BnBi bie Sßrojefttonen ber Seiten, fo l^at man mit MdTx^t auf bie 
Seilten i^ret SBerte (^lanim. §. 14; l) 

B^B^ + B^B^+..+BnB^ = 

unb bie ^ßtojeftion einer Seite ift bet Summe bet ^rojeftionen bet 
fibtiflen Seiten entgeflengefelt gleid^. 

SEBenn man bie auf einer ®bene ber Sage unb ©röfee nad^ jer* 
ftreut gegebenen Streden A^B^, A^B^, .., a^b^ auf eine beliebige 
©erabe berfelben @bene bur^ ^arattelen üon beliebiger SRid&tung pro^ 
- liciert, fo l^ängt bie Summe ber ^JJroieftionen im allgemeinen t)on ber 
aSäa^l ber Slid^tungen ab. 3iel^t man nämlid^ uon einem beliebigen 
Slnfang C bie Streden CO,, qCj, . ., a._iC„ t)on gleid&er Sftid&tung 
unb ©räfee mit ben gegebenen Streden, fo fftttt ber ©nbpuntt o« mit 
bem änfang C im allgemeinen ni(i&t jufammen. SBerben nun bie 
gleid^en unb gleid^gerid^teten Streden A^ By^ unb OC^ burd^ ^Parallelen 
auf biefelbe ©erabe projiciert, fo finb aud^ bie 5proieltiotten berfelben 
gleid^ unb gleid^gerid^tet. Sllfo ijl auf einer ©eraben bei beliebiger 
9lid&tung ber ^ßrojicierenben bie Summe ber 5ßroieltlonen üon A^b^, 
A^B^,.,, A^Bn gleid^ ber Summe ber 5ßroiettlonen t)on CC,, 
^1 ^2. • • f ^n-iC„ b. i gleid^ ber ^ßrojeftion ber Strede CCn. gftUt 
aber c„ mit C jufammen, fo oerfd^minbet bie Summe ber ^roieltiO'» 
ntn t)on a^b^, a^b^,.., A^Bn auf jebe ©erabe bei jeber Sttd^tung 
ber parallelen ^rojicierenben, weil CC„ = o ifl. 

S)ie auf einer ebene gegebenen Streden a^b^, a^b^,,.^ a^b^ 
merben me^rmal auf oerfd^iebene SBeife burd^ parallelen t)on beliebiger 
Slid^tung auf eine beliebige ©erabe projiciert unb jebedmal bie Summe 
ber ^Projeftionen gebilbet: v(>txiXi bei jmei tjerfd^iebenen SWd^tungen 
ber ^Projicierenben bie Summe ber ^rojeftionen t)erfd^u)inbet, fo oer- 
fd^winbet fie aud^ bei jeber anbem SRid^tung ber sprojicierenben, meil 
iebe« au« ben gegebenen Streden burd^ parattele ^erfd&iebung ju«* 
fammengefefete ^olggon CQ^C<^ . . C» ein gefd&toffene« ift. glele 
nämlid^ C« mit c nid&t jufammen, fo mürbe bie ^Projettion t)on CCn 
nur bann oerf d^roinben , wenn bie ^Projicierenben mit CC^ parallel 
mären. 3)ie« ftreitet gegen bie aSorau«fefeung, bafe bei jmei oerfd^ie^ 
• benen Slid^tungen ber ^rojicierenben bie Summe ber 5proieltionen 
ber gegebenen Streden, mithin bie ^projeltion t)on CCn oerfd^minbet.*) 

@benfo fdgliejst man in Sejug auf bie im Stdume ber Sage unb 
©röfee nad^ gegebenen Streden a^b^, a^b^,.., meldte mel^rmal in 



'} 3R5(iuS etati! 47. 
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t)erfd^iebenet äBeife auf eine beliebige ©etabe butd^ pataDele @benen 
von beliebiget ©tettung ptojiciett toerben: wenn bei btei tjerfd^iebe«» 
neu ©tettuttgen ber ptojicietenben (Sbenen, bie feine gemeinfd^aftlid^e 
Sliii^tttng entl&alten, bie ©urnme ber ^tojeftionen t)erf(|n)inbet, jo 
petfd^winbet fie aniö^ bei jebet anbern ©teUung ber projicierenben 
@6enen, toeil lebeiS burd^ paraUele SSerfd^iebung ber ©treden }ufam^ 
mengefelte $ol9gon ein gefd^loffeneS ifl. 

2. SBenn im Sftaume bie 5ßunfte A, b, C, . , mit ben baju ge«* 
liörigen ©oefftcienten (aRajfen, ©enHd^ten) «, ß, y, . . gegeben ftnb unb 
bie ©umme « + (3 + y + . . nid^t Derfd^winbet f o f ann ein 5ßunf t s 
t)on fold&er Äage fonjlruiert werben, bafe für \ü>tn beliebigen 5ßunft 
bie ©trede («+i3+y+ . O^^ äw« ben ©treden cc.oa, ß.OB, 
y.oc,.. burd^ parallele aSerjd^iebung jufammengefe|t b. 1^. ein au8 
ben ©treden a.OA, ß.OB,,., {ci+ß+y+, .)S0 burd& parattele 
aSerfd^iebung jufammengefefete« ^ßol^gon ein gefd&loifene« ift SW 
man burd^ bie 5ßunfte A, B, C, . . , S parattele ©erabe üon beliebiger 
Sftld^tung, meldte eine beliebige ®bene in A\ B*, c, . . , s* fd^neiben, 
fo befleißt bie ©leid^ung 

{€c+ß+y+,,)SS' = ct.AA' + ß.BB' + y.CC*'\-.. 

S)er fo burd^ bie fünfte A, b, C, ,. unb bie ^Proportion ber ßoeffi' 
cienten cc:ß:y:., beftimmte 5Punlt S l^eifet ber ©d^werpunlt ber 

^Un!te a.A, ß.B, y.O, . . ,*) 

Sewei«. 3)urd& ben 5ßunft O jiel^e man beliebig bie nid^t auf 
einer ®bene liegenben ©eraben OJ^, OY, oz unb projiciere bie ge«* 
gebenen 5ßunfte A, b, C, .. auf OJ^, oy, oz burd^ Qbtntn, weld^e 
ber Slleil^e nad^ mit ben ebenen oyz, ozx, oxy parattel finb. 
2)ie ^ßrojeftionen t)on A werben buri^ A^^ Ay, A» bejeid^net, u. f. lo. 
SRan beiiimme nun auf ox, OY, oz bie fünfte &, Sy, s, burd^ 
bie ©leid&ungen 

n^ c^'OAx+ß.OB-+ y.OC^+.. 

^+ß + y+ " 

_ a.OAy + ß.OBy+y.OCy+,, 

^^y :r+-ß + y+,. 



♦) 2)ie @d^»cn)un!te fowo^l von pf^M^tn Äötpcm (maffben Siguren), als 
aud^ t)on geometrifd^en Siguten finb s^erft von SCrc^intebeg unterfud^t unb in 
ber (S^eometrie Dermenbet xooxhen (bie Duabratut ber Parabel, unb vom ©leid^gemidbt 
ber Ebenen unb von ben fd^nnmntenben Stbtpesn, je swei 8üd^er). ©eometrifd^e 
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unb lonfltutete bett ^nlt s, beffen ?ßro]eIt{otten &, Sy, S» fltib, in 
TDeld^em ftd^ bemnad^ btei bejlimmte ptojicterenbe ©beneti fd&neibett. S)ie 
btei Oleid^ungen, toenn fie auf SftuU rebuctert finb, geben ju erfennen, 
ba^ iebeST auä ben ©treden «. 0^, /3. 0J9, y . 00, . ., (a+i5+y+ . .)^0 
bur(| paraUele 8etfd^iebung ;ufantmenjufe|enbe ^ol^gon ein gefd^loffe^ 
ne« ifi (1). SBenn man ballet bie ^ßunfte A, B, c, .., 8, bttt(§ 
parallele (Sbenen von beliebiger Stellung auf eine beliebiäe ®erabe p 
projiciert, jo perfd^winbet bie ©umme ber ^ßrojeftionen von a,OA, 
ß,OB, y,0C,.., (oc+ß+y+..)SO. Sie ^ßrojeftionen t)on OA, 
OB, 00, ..,80 finb aber ber SReil^e na(| gleid^ unb gleid^gerid^tet 
mit A*A, B'B, CO, . . , 88', menn biefe ©eraben parallel mit ber 
©eraben p gejogen unb von ber ben ?ßunR o projicierenben 6bene, 
in A\ B\ 0*,. ., 8' gefd^nitten werben. Sllfo ifi aud& 

= a.A*A + ß.B*B+y.C*C+..+{(i+ß+y'\-..)88' 

ober 

{a-\'ß+y+..)88' = €i.AA* + ß.BB' + y,CO'+.. 

3ufa^. 2)emnad& fd&Uefet man: SBenn bei 3 niddt in einer 
©teEung entl^altenen Sftid&tungen ber ^parallelen 88*, AA*, bb\ . . , 
bie von einer beliebigen ®Unt begrenjt werben, bie ©leid^ung 

{u + ß+y+..)88* = a.AA* + ß.BB* + y.CC*+ .. 

ftattfinbet, ol^rie ba§ bie ©umme « + /5 + y + . . t)erfd^n)inbet, fo ift 
bie ©leid^ung bei jeber 9ti(ä^tung ber ^Parallelen gültig, unb ber 
^punft 8 ifi ber ©d^merpunlt ber ^Punlte a.A, ß.B, y.c, ... 

Ober: SBenn mnop . . ein beliebige« ^polpgon, 8 ein beliebiger 
^unft ift, unb bie ©treden a.8A, ß.8B, y.8C, .. 'otx SReil&e nad& 
gleid^ unb glei$gerid&tet mit ben ©eiten mn, NO, OP, . . gejogen 
werben, fo ift 8 ber ©d^roerpunft von a.A, ß.B, y.c...*) Qxii)t 
man nämlid^ burd^ bie fünfte 8, A, b, . . parallele ©erabe t)on be^ 
liebiger Slid^tung, meldte jmei parallele Ebenen oon beliebiger ©tellung 
in 8 unb 8', A" unb A\ B" unb B*, . . fd^neiben, fo l&at man an^ 
ben obigen ©rünben 

= a.AA" + ß.BB'' + y.CC** + .. 



älntoenbungen beS @cl^n>er:pun!te3 würben gemad^t von %ap|>u§ f^vlbin f. unten 13) 
in neuerer 3«t loon S'§uilier (polygonomdtne 1789), ©arnot (gdom.de poeition 
1803), umfaffenb t)on3RöBiu§ (SBar^centr. ©alcul. 1827), ©teiner bie Ärümmungg* 
©d&werpunfte 1838 ©reffe 3. 21 p. 36. 2)ie in ben Ärd^imebifd^en ©efe^fen enU 
l^aitene ben ©d^erpunft d^orafterifierenbe ©(eid^ung (©(eid^ung ber ä^omente) fte§t 
an ber ©pi^e t>on @omntanbinod ©d^rift de centro gravitatis 1565. über 
biefelbe »ergl. Säar^c. ©a(c. 8 unb SÄeier §irf c^ geow. ^ufg. II p. 330. 

♦) S'§ui(ier polyg. p. 86 unb ©arnot göom. de poe. 269 in bem gaU 
a == /? == y == . . . 
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3ttfllel4 ip SS' — A**A' = B''B' «= . . , alfo \b^nm 

{a + ß-hy+..)SS' = a.A'*A' + ß.ß''B' + y.C"C*+.. 

folglich burci^ abbitlon 

(a-h/3 + y+..)Ä/Sf' = a.AA' + ß.BB'+Y'C^'+" 

8. ®a« S#em bet ^punfte a.A, ß.B, y.c,.. J)at ni^t mel^t 
a\& einen ©d^toerpuntt «Sf. äBäte ein anbetet $unft T @$n)etpuntt 
bet gegebenen fünfte, jo jlel^e man butdj^ bie 5ßunlte s, t, a, b, c,,. 
pataUele ©etabe t)on beliebiget älid^tnng, bie von einet (Sbtnt, n)eld^e 
ben $unlt t, abet nid^t jugleid^ ben ^mtt s entplt, in S\ t, a\ 
B\ C\ . . gefd^nitten wetben. S)ann ^ätte man (2), weil TT oet^ 
jd^minbet, 

= a.AA' + ß.BB* + y.CC' + .. 

3la^ ben SotauÄf efeungen petf d^winbet abet webet « + iS -f- y + . . , 
nod& SS\ alf ifl {a+ß+..)SS* von a.AA' -\-ß.BB' + .. oet^ 
fd^ieben, b. f). S ift nid^t @d^wetpun(t be£ gegebenen @9Jiem8, gegen 
bie 93otandfe|ung* 

SBenn bie gegebenen 5ßunfte auf einet ®etaben liegen, fo liegt 
i^t ©d^wetpunft auf betfelben®etaben. Säge bet ©d^wetpunft s neben 
bet ©etaben AB, fo jiel^e man butd^ S, A, B, ,. patallele ©etabe 
von beltebiget Sftid&tung unb fd^neibe biefelben butd^ eine ©etabe, bie 
mit AB pataüel i^ unb ben ^Punft s enthält, in s, A*, b', ... SBeil 
SS=^o unb .4^' = 55' = . ., fo finbet man = a + /5 + y + .., 
gegen bie äSotaudfe^ung. 

SBenn bie gegebenen fünfte auf einet @bene liegen, fo liegt i^t 
©d^wetpunft auf betfelben (Sbtnt. Sfige bet ©d^wetpunft a5 außet 
bet @bene ABC, fo jiel&e man butd^ s, A, B, .. pataBele ©etabe uon 
beliebiget 9lid^tung unb fd^neibe biefelben butd^ eine ßbene, bie mit 
ABC pataael ifl unb ben 5ßunlt s enthält, in S, A% b\ ... ggseil 
SS = (s unb AA* = 55' = . ., fo finbet man o = a+is+ . ., 
gegen bie aSotauÄfeftung. ^ 

4. S)et ©d^wetpunlt P von a.A unb ß.B teilt bie ©ttedte 
AB nad& bem äJetl^ältni« ß : « innen obet aufeen, je nad^bem ß 
mit ö ba«felbe Seid^en l^at obet nid^t S)enn au« bet ^topottion 
AP:PB ^ ß:a folgt bie ©leid^ung 

u.AA' + ß.BB' «= (a+/5)PP' 

filt iebe Slid^tung bet ^ßataHelen aa', bb\ pp* unb iebe ©etabe, 
weld^e biefelben in A*, B\ p* fd^neibet (Panim. §. 8, 4). 

a)et ©d^wetpunft Q t)on « . ii, |5 . 5 unb y . O ift bet ©d&wetpuntt 
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Don {tt+ß)P unb y.C, unb teilt ble ©trerfe PC m^ bem »erJ^ält* 
ni« y : « + /?. S)enn au« ber 5ßtopottton PQ : QC = y : « + 15 
fitefet bie OleidSiunfl 

alfo aud^ 

für jebe Sfttiä&tung bet ^ßatattelen unb jebe ®beite, vodä)t biefelben in 
A\ B', C\ P\ Q' f(i^neibct U. f. tu. 

Uberl^aupt föntten bei bet SBePimtnung be« ©d^wetpunftS von 
a,Ä, ß,Bf y,C,.. imx ober tnel^r fünfte be« ©pflent« butd^ il^ren 
befonbem ©d^toetpunlt erfe|t toetben, betn ate ©oefpciertt bie ©umme 
ber ©oefftcienten ber ju erfe|enben 5Punfte gefleben wirb. 

aBenn einige unter ben ©oefficienten negatio finb, fo fann man 
juerft ben ©d^roerpunft m ber fünfte beftimmen, weld^e poptiüe 
Soefficienten l^ben, bann ben ©d^roerpunft N ber fünfte mit nega«» 
tioen ©oefficienten, enblid^ ben ©^werpunft 8 ber ^jSuntte fc . m unb 
—v.Nf nad&bem man burd& (i unb —v bie ©ummen ber pofttioen 
unb ber negatix)en ©oefflcienten bejeid&net l^at. S)ann ift S ber gefud^te 
©d^merpunlt be« gegebenen ©pftentö. 

5, S)er ©d&werpunlt Q ber 5ßunlte a.A, ß.B unb y . C, weld&e 
nid^t auf einer ©eraben liegen, teilt bie gläd^e be« S)reiedfö ABC 
nad^ ber ^Proportion*) 

BCQ : CAQ : ABQ : ABC = aißiy: a + ß + y 

3fi nämlid^ C, ber ©d^njerpunft von a.A unb ß,B, fo ift 

ABQiABC = CiQ:Ci<7 = y:a + /?+y 
weil Cj Q : QC = y : « + /3 (4). U. f. n). 

S)er ©d^werpunft B ber ?Pun!te «.^i, /3.5, y.C unb ä.Z), 
weld^e nid^t auf einer @bene liegen, teilt ba« SJolum be« Sietraeber« 
ABCD nad& ber Proportion 

CBDB : ACDR : BADR : ABCR : ABCD = cc: ß : y:8:a + ß+y + d 

aDBenn man nämlid^ burd& A^ ben ©d^werpunft von ß.B, y.ö unb 
8 . D bejeid&net, fo ift 

CBDRiABCD = CBDRiCBDA = A^RiA^A = a:«+|S-hy+^ 
weil A^R :RA == a : /5 + y + d (4). U. f. m. 

»ei biefen ©äften ift ju bead^ten, bafe ABC = -BCil = CAB, 

ABC + AGB = (Panim. §. 9), ^5CD = jBC^D «= 
^ßOD + ^J5DC = (§. 8, 15). 

♦) 2»öl&tuS »arpc. ©alc. 24 ff. 
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aHan lann ieben ^punft bet ©etaben ab atö ©d^roerputttt von 
a.A unb ß.B, ieben ^Punlt bet @bene äbc ate Sd&Toerpunft t)on «.-4, 
ß.B un\> y.C, iebeti 5ßunlt be^ 3laume^ atö ©d^wetpunlt t)on a.^, 
|3.5, y.C uttb bem aufeer ber ebene ^^C liegenben ^ßunft 8.D bar*» 
fteßen; inbem man ben 3Serl^ältniifen aiß, cc:ß:y, aißiyid ble 
geeigneten SBerte erteilt (ber barpcentrifii^e ©alcul). 

6. SJBenn bie ©umme ber ©oefficienten a + jS + y + . . vtx^ 
fd^roinbet, jo l&at ba« @#em ber 5ßunfte a.^, ß.B, y.C, ,. im 
allgemeinen einen in einer beftimmten 9ltd[)tung unenblid^ fernen 
©d^merpunlt, unb bie @umme 

a.AA' + ß.BB'+y.CC'+ .. 

uerfd^winbet bei jeber SRid^tung ber 5parattelen AA\ bb\ . . unter ber 
SBebingung, ba§ bie in A\ B*, . . fte fd^neibenbe ®bene ben ©d^roer^ 
punit entplt, b. 1^. mit einer ©eraben parattel ift, in beren Slid^tung 
ber ©d^wetpunft beä ©pftem« liegt.*) 6« fei R ber ©d^roerpunft t)on 
/5 . J9, y . C, . . , ber in enblid&em Sereid^ liegt, »eil /? + y + . . nid^t 
üerfd^minbet, fonbern ben SQBert — « ^at. S)er ©d^werpunlt be« ge«^ 
gebenen ©vftenuS ijl nun ber ©dj^merpunft t)on a.A unb —a.R, er 
teilt alfo bie ©trede AR nad^ bem aSerl^dltni« — « : « = — i unb 
liegt auf ber Oeraben AR unenblid^ fern, giel&t man burd^ -R, A, B, 
C, . . parattele ©erabe non beliebiger Sftid&tung, meld&e t)on einer belie*»' 
bigen (S^itnt in -ß', A\ B\ C\ . . gefd^nitten werben, fo l^at man (2) 

ß,BB* + y,CC'+.. = (/3 + y+..)ÄÄ' = —cr.RR' 

golglidö l^at a.AA'+ß.BB' + y.CC'+.. ben SBert a(AA' - RR% 
unb oerfd^winbet, wenn bie fd^neibenbe ebene mit ber ©eraben AR 
parallel ift. Sejeid^net man ferner burd& Q, ben @d&n)erpunlt von 
a.A, y.C,.., fo finbet man fttr a.AA'+ß.BB'-^y.cc*+ . . ben 
aSert ß{BB'—Q,Q'), ber nur bann üerfd^roinbet, wenn bie fd^nei^ 
benbe ebene mit bq, paraM ift. Sllfo mufe BQ mit AR parallel 
fein, u. f. m. 

3n bem befonbern galle, bajj jugleid^ ein 5Pun!t be« @9fiem8 ber 
©d^werpunft ber übrigen ^punfte ift, ift jeber 5JJunft bt& Softem« ber 
©d^merpunlt ber übrigen ^unlte; baS ©pfiem aßer fünfte ^at leinen 
©(^merpunft unb bie ©umme a.AA'+ß. bb*+ y.cc*+ .. t)er* 
fd^winbet bei jeber Slid&tung ber ^parallelen unb jeber ©tettung ber 
fd^neibenben ebene, e« fei j. SB. A ber ©d^merpunlt von ß.B, 
y.c,... S)ann l^at man fttr jebe Sftid&tung ber ^parallelen unb jebe 
©teUung ber fd^neibenben (Sbtnt 



*) a»öbiu8 öar^c. 6alc. §. 9 unb 10. 
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Sflun ifl ß + y+ . . = — «, folgliö^ u. f. to. 

@itt fold^e« ©9ftem ol^ne Sd^roerpunlt totrb erhalten, inbem man 
ju betn ©pftem a.A^ ß.B, y.G, ,. feinen ©d^roerpunft /S' mit bem 
(Soeffictenten — («+iS+y+ . .) ]^tnjufe|t 

7. SBentt ber ©d^tt)etpttn!t ber fünfte a.A, ß.B, y.C,.. bux^ S, 
ttttb ein beliebiget $unft burc^ o bejeid&net mirb, \t> ift*) 

«. OA^ + ß.OB^ + y. 0C^+.. — (a+|3-Hy+ . .)0S'^ 

Semei«. 2)ur(5 ben 5ßttnlt jiel^e man wie oben (2) bie ®e^ 
rttben oä, oy, oz, jebod^ fo, bafe fie Ranttn einer breire(i&ttt)in!etigen 
©de finb. 5Run ptojiciete man bie ©treden OS, OA, OB, OC, . . auf 
ox, OT, oz burd^ ebenen, bie bet 9leil&e nad& mit ben ebenen OTZ, 
OZX, OXY patattel finb, unb bejeid^ne bie ^Projeftionen auf ox 

butd^ X, o;,, x^^ ajjj, . ., auf OY butd^ y, Vxf Vv yzt-'t auf oz 

burd^ z, z^, z^, ^3, . . . S)ann iji (2) 

(a + /5+y-H . .)a: = aa?^ -f- jSajj + ya?3 + . . 

u. f. m. ipietau« folgt 

{a+ß+ . .)(««?! 2+|5a:22 . .) — («+(3+ . .^x'^ 
= («+/?+ . .){ax^*^+ßx2^ , .) — {ax^+ßx2+ . .)^ 

5Rad& entwtdfelung bet lefetetn gotmel bleiben feine ©liebet mit ben 
©ocfflcienten a\ ß\ . . übtig. S)et ßoefficient aß fommt in 3 ®lie^ 
betn vox, beten 3Setein 

iji. U. f. m. ©al&et finbet man 

= a/5(a?i— 2:2)^-1- «y(a?i—iC3)2+ . . +ßy{x^—x^)'^+ . . 

ebenfo etgeben fid^ bie ©leid^ungen 

= «1^(2:1—^2)^ + «yC^i—^a)^ + • • +1^7(^2—^3)^ + • • 

S)ie S)iffetenjen a;,— a?2, y\—y^t ^i—H f^^l^ ^6^^ jufolge bet 
Äonfteuftion bie ^lotmalptojef tionen bet ©ttedEe BA auf bie Oetaben 



*) Sagtangc'S ©04 (Mto. de Berlin 1788 p. 290). 
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ox, OY, oz, avS betten ble ©ttede felbft bereii^ttet toerbett fatttt. 
SRatt jiel^e 'butd& A ble ©etabett äk, al, am ijaraOel mit ox, OY, 
oz, tttib lege butd^ B ©benett patattel tnit beti ©betten alm^ amk, 
AKL, weld&e bie ©eraben AK, al, am in ben 
5ßun!ten ä; l, m fci^nelben. ^ierburd^ entfielet ein 
ted^twinfeligeS ^otaOeleptpeb, beffen Tanten AK, 
AL = KN, AM = NB ble Sftotmalproieftionett 
ber S)ia9mtale ab auf @etabe bet älld^tungen 
ox, OY, oz finb. $Run ift nad& bem ^p^t^ago* 
telfd^en ©afte a 

folglld^ 

AJP + AL^ -+• AM^ = i452 

ober 

u. f. tt). ®benfo Ifi 

^i^ + Vi^ + ^i^ = ö^^r u. f.n). 
Demnad^ finbet man burd^ SIbbltlon ber 3 obigen ®Ield&ungen 

{a+ß+ ..){a.OA^+ß.OB^+.,)'-{a+ß+..yOS^ 
:::== aß.AB^ + ay.AC^+..+ßy.BC^+.. 

n)otattö ble ju betoelfenbe ©leld^ung ft($ erglebt, nad^bem man nod^ 
burdö «4-/5+.. btolblert §at. 

Slnmerlung. SBenn ber TOlttlürlld^e 5ßuntt o mit bemSd^toer^ 
punft Ä jufammenfättt, fo t)erfd^tt)lnbet OS, unb man bepit ble 
©leld^ung*) 

a.SA^ + ß.SB^+.. = aß.AB^ + <^.AC^+,.+ßy.BC^+.. 

8. 3)le ©tttttine «.Oiia + |3.0J524.y.oC2 + . . bepit für 
t)erfd&lebene 5ßttnfte einen unb benfelben SBert, wenn os tmt)er^ 
änbert bleibt. SBenn bemnad^ A, B, c,.. gegebene 5ßunlte, a, ß, y,. , 
gegebene ^^^X^n ftnb, beren ©uninie nld^t cerfd^tolnbet, fo liegen ble 
fünfte o, fftr weld^e ble ©unraie « . OA^ + ß . OB^ + . . einen unb 
benfelben SBert l^at, auf einer Äugel, beren ©entrum ber ©d^wer** 

punit von a.A, ß.B, y.C,. . Ifl.**) 

ttberl^aupt l^at jufolge ber aufgejlettten ®leld&ung ble Summe 



*) Sagrange a. a. C, unb (Satnot g6om. de pos. 280 für ben %aU 

a =^ ß = y ^M, ... 

♦*) Setrgi. ^lanim. §. 14, 22. ©arnot a. a. D. 3Rcier ©itfd^ geom. «ufg. 
II p. 886 ff. 
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« . 0^2 ^ ß . 0B2 -f- . . eirtcn f lelnften obet einen größten SBert, J[e 
nad^bem a+/5+.. pofttto obet negatto ift. Ql^ten tteinften ober 
gtftgten Sffiett erreliä&t ble Summe « . OA^ + ß . OB^ + .., inbem ber 
beliebige 5Pun!t O mit bem ©(ä^merpunlt S jufammenfäöt. ®i>\ltt 
bie Summe « . 0.42 + ß ^ qb^ + . . einen unt)etänbetlid^en SBert ^aben. 
bet ben SSBett « . aS^^ + (3 . ;S'ß2 + . . ^ bem einen gatte nic^t et^ 
teicä^te, in bem anbetn f^affe übetftiege, fo würben bie 5ßunfte O auf 
einer imaginären Äugel liegen, bie jwar ein reale« Zentrum S, aber 
einen imaginären Stabiu« l^at. 

SSBenn « + jS + y + . . t)erf d^roinbet, fo liegen bie ^nlte O, für 
weld^e bie ©umme a,OA^+ß. 0B^+ . . einen unb benfelben SBert 
l^at, im attgemeinen auf einer beftimmten Äugel, beren ©entrum ber 
unenblid^ ferne ©d^werpunft be«©#em5 a,Ä, ß.B,. . ijl (6), b.^. auf 
einer beftimmten ebene, bie ju ber Sftid^tung normal fte^t, in meld^er 
ber unenblid^ ferne ©c^werpunft liegt. @« fei E ber ©d^roerpunft 
von ß,B, y.c,,,, ®ann ift für jeben beliebigen 5ßunft o (7) 

ß.OB^ + r,OC^+..^{ß+y+..)OR^ = ^Vf ^"j" ' ' 

P i-y-r • • 

folglid^, weil (3 + y + . . := ^a, 

ß + y+ . . 

©emnad^ bleibt bie ©umme ct,OA'^ + ß.OB'^-\-y,OG^+,. unoer^ 
önbert, menn bie S)ifferenj oa^—OB^ i^ren 2ßert nid&t t)eränbert, 
b. J). xotnn auf einer beftimmten @bene liegt, beren Slormale ab 
iji (5ßlanim. §. 14, 2). 

3n bem befonbem gatte, ba§ bie gegebenen 5ßunfte a.A, ß.B, 
y.C,.. feinen ©d&merpunft l^aben, b. 1^. jeber biefer ?ßunfte ber 
©d^roerpunlt ber übrigen ift (6), l^at bie ©umme a.OA'^ + ß. OB^ + 
y . 0(72+ . . fiit jeben beliebigen ?JJunft benfelben SBert*), ber auf 
perfd^iebene SBeife fid^ auSbrüdfen läfet, j. SB. burd^ 

ß + Y+ • • 

inbem oa^—ob^ Derfd^minbet, ober burd& ß.AB^ + y.AC^+- . ., 
inbem oa t)erfd&n)inbet, u. f. ro. 

9. ®ine gigur (Sinie, gläd^e, Slaum) l^eifet l^o mögen, menn alle 
il^re^ßunfte mit gleid&en Soefficienten bel^aftet finb. ©eometrifd^egiguren 



*) aRöBiug ©rette 3 26 p. 28. 
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toetben a\& l^ontogen genommen^ fo lange nid^t ba$ Gegenteil au^^ 
btü(Ill(§ x)otauj8gefe|t ift. 

S)er ©d^Töetputtlt einet ©ttede, eineS^ßarallelogtamm^, 
eine« 5ßaraUelepipeb§ liegt im genttum biefet giguten. 2)enn 
iebem $unft -J einet foli^en gigut entfptid&t ein ^nnlt x' betfelben 
gigut betgeftalt, bafe ba^ ©enttum bie aRitte bet ©ttede xx' ift 
unb ba| folglid^ bet ©d^wetpunft t)on x unb -y' im Senttum liegt 
Sbenbafelbft liegt bet @d&n)etpunft bet gigut b. i. bet ©d^wetpunlt 
oon allen ^aten wie x unb x', 

S)et ©d^toetpunft einet ^gut, weld^e eine Slpe obet eine 
ßbene befi|t, butd^ bie fie in jwei gegen bie Slye obet 6bene f^m*» 
mettifd^ liegenbe Xeile gettennt witb, liegt auf bet etrodl^nten 2lfe 
obet ®bene. %vx^ jebem ^punft x einet fold^en gigut entfptid^t ein 
5ßunft X' betfelben gigut betgepalt, bafe bie ©ttede xx' oon bet 
3lf e obet @bene notmal l^albiett witb, unb bafe bet ©d^wetpunft t)on 
X unb X' auf bet Slye obet ßbene liegt. 3)et ©d^metpunlt bet gigut 
liegt obet auf bet @etaben obet auf bet 6bene, toeld&e bie ©dornet* 
pun!te t)on allen Maaten wie x unb X' entl^ält (4 unb 3). 

aSenn ein plane* aSietedt 2 patallele ©eiten l^at, fo liegt bet 
©d&wetpunlt feinet gläd&e auf bet Oetaben, »eld^e bie SRitten bet 
patattelen ©eiten entl^dlt. Unb xovccx ein 5ßti*ma butd^ 2 nid^t pat»» 
attele Sbenen begtenjt ift, fo liegt bet ©d^wetpunft feine* SSolum* 
auf bet ®bene, weld^e bie SRitten bet patattelen Tanten entl^ftlt 

ebenfo fd^liej3t man t)on einet gigut, bie ein ©enttum bejt^t, 
inÄbefonbete t)on jebet teguläten tjiflut, bafe il^t ©d^metpunft t)on 
intern ©enttum nid^t tjetfd^ieben ift 

10. 5Det ©d^metpunft bet S)teiedt*fläd&e ABC ift bet 
©d^wetpunft bet 5punfte A^ B unb c; unb teilt ben Slbflanb bet aRitte 
einet ©eite t)on bet gegenübetltegenben ©pifee innen nad^ bem aSet* 
l&ältnt* 1 : 2. gRan jie^e nad& bet SRitte C^ t>on AB bie ®etabe CO, , 
meldte bie ^läd^e ABC l^albiett. 3ebem «Punft x bet einen ^dlfte 
entfptid^t ein $unlt x* bet anbetn §älfte betgeftalt, ba§ bie ©ttedfe 
XX* mit AB patattel ift unb tJon CC^ l^albiett witb. Die ©d^toet*» 
punfte t)on aßen Maaten wie X unb X* liegen auf bet ©etaben 
OCi, alfo liegt bet ©d^wetpunft bet gläcöe ABC auf betfelben ®e-* 
taben. ©benfo fd^iefet man, bag bet ©d^ioetpunJt bet giöd^e ABC 
auf bet ©etaben t)on A nad^ bet aRitte Don BC unb auf bet ©etaben 
t)on B nad& bet aRitte t)on CA liegt. S)et gefud&te ©d^wetpunft ift 
alfo bet gemeinfd^aftlid^e 5Püntt biefet ©etaben , mithin bet ©d^toet'« 
punft bet 5ßunfte a, b unb C. 5pianim. §. 8, 3. 
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S)er @(i^tt)erpuntt btS Xetraebetoolumd ABCD xft ber 
©d&toerputtft ber fünfte A, B, C unb A unb teilt beti äbjlanb bed 
@6)mtx9Vinlt& einer ^läd^e t)on ber gegenilberliegenben 6pi^ nad^ 
bem SSetl^ältniö l : 3. 2Batt lege btttd& bie Sölitte C^ wn AB bie ebene 
a^ CD, toeld^e bog aSolum -45(70 l^albiett. 3ebem 5punft 2[ bet einen 
Hälfte entfptid^t ein ^Ihinlt ^' bet anbern ipölfte bergejlalt, bajj bie 
©ttede J[Ä* mit ^^ parattel ifi unb t)on bet ebene C^ CD l^albiett 
witb. ^ietau« folgt, bafe bet ©d^roetpunft bejS SSolnntf i45C£> auf 
bet ebene liegt, n)elc^e eine ^ante be2 ^ettaebetS unb bie 9Ritte ber 
gegenübetliegenben ^ante ent^&lt, unb bajs et mit bem ©d^metpunft 
bet Sßunlte A, b, C, d jufammenfäat (§. 6, 4). 

S)et @d^n)etpun{t eine^ ^^tamibenüolumiS teilt ben ^i>^ 
ftanb beiS @<i^n)etpun!tiS bet Saftig oon bet @pi|e naäf bem ^etl^clltnid 
1 : 3. 3)enn biefet 5ßunlt etfd^eint ate ©d^wetpunlt bet ©d^werpunfte 
t)on aUen Quetfd^nitten bet $^tamibe, bie mit bet ^afid pataQel finb, 
votun bie Soefficienten bet ©d^wetpunlte ftd^ t)et]^alten mie bie £iuet^ 
fii^nitte, ju benen fie gel^dten. ®ie üuetfd^itte finb äl^nlid^ unb pet«^ 
jpe{tit)ifd^, ballet liegen il^te ©d^ioetpunlte nebfi bem @d^n)etpunft bet 
^tamibe auf bet ©etaben, meldte ben ©d^metpunft bet ^aftd mit bet 
©pi^e oetbinbet. 2)et ©d^metpunlt bet ^tamibe ijl obet oudj^ bet 
©d&roetpunlt füt bie ©d^metpunfte bet SIettaebet, in meldte man bie 
$9tamibe butd^ S)iagonalbteiedEe jetlegen lann. S)iefe ©i^metpuntte 
liegen auf bet ebene, toeld^e mit bet SSafüS potaQel ifi unb ben 316^ 
ftanb bet Saftd von bet ©pi|e nadi bem $etl^ältnü$ 1 : 3 teilt Stuf 
betfelben ebene liegt bet ©d^n)etpunlt bet ^^tamibe, folglid^ u. f. n>. 

S)et ©d^metpunft eineiS $tiiSment)olumd ift bet ©d^toet^ 
punit bet ^läd^e beiS 9Rittelfd^nitt2, meldtet bie pataQelen unb gleid^en 
Tanten beiS ^x\&ma l^albiett. ^tm bie ©cbn)etpuntte von aSen 
©ttedten, bie mit ben Tanten beS ^tidma pataSel unb von ben pot^ 
aSelen ^läd^en beS ^tiiSma begtenjt flnb, liegen auf bet gläd^e bed 
äßittelfd^nittiS. S)et ©d^wetpunlt bti ^tiSmenoolumü ifl bet ©dornet«' 
punft biefet mit gleid^en eoefficienten bel^afteten ©d^n)etpuntte b. 1^. 
bet glädEie bt& 3ßittelfd^nitfaS, in Settad^t ba| aOe ©ttedFen, bie butd^ 
il^te ©d^n)etpunlte etfe^t metben, gleid^ finb. 

S)et ©d^wetpunlt be« bteifeitigen 5ßtiamenuolum« abcabO', 
beffen SRittelfd^nitt ^"J?"C" ifi, föttt mit bem ©d&metpunft bet fünfte 
ii", B' unb G'\ alfo aud^ mit bem ©d&metpunft bet $un!te A, B, C, 
A\ B* unb C* jufammen. 

11. S)et ©d^metpuntt eineiS ©pfiem« von ©tteden, %xtxtd^= 
fläd&en, a;ettaebett)olumen ift bet ©d^metpunft vonfi.A, ß.B, y.c, .., 
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wenn bie ©^roerpunfte ber gegebenen ©lemente (©treden, u. f. toO 
bttt^ -4, 5, C, . . bejeid&net tüetben, unb bie 6ocfficienten « : (3 : y : . . 
ber Stellte nad^ wie bie gegebenen Elemente fid^ t)erl^alten (4). §iernad^ 
im ft(ä& für ben 5ßetimeter eine^ ^Pol^gon^, für bie gläd^e 
eines planen ^ßol^gon«, für bie Dberfläd^e eines ^ßol^eberS 
unb für ba* SS Ol um beSfelben ber ©d^merpunft beftimmen. Sei einer 
frumnien Sinie ober gläd&e nimmt man ein eingefd^riebeneS 5Polpgon 
ober ^ol^eber ju ^ilfe, ba« mit ber Sinie ober gläd^e beliebig oiel 
fünfte gemein l^at, fud^t für ben Perimeter ober bie %l&^t beS ^Polp*» 
gonS, für bie Dberffäd^e ober bog SSolum beS ^olgeberS ben ©d^wer- 
punit, unb beftimmt beffen Sage in bem galle, ba| baS ^Polggon mit 
ber Sinie, baS ^olijieber mit ber gläd^e atte ^nnttt gemein l^at. 
S)iefer le^te ^ßrojefe erforbert in ber Siegel 3ntegralred&nung. 

S)er ©i^merpunlt für ben ^ßerimeter beS S)reiedES äbc 
ift baS Zentrum beS ÄreifeS, ber bem 3)reiedE ä^B'C eingefd^rieben 
ift, bejfen ®dEpunfte A', B\ C* bie 3Witten ber ©eiten BC, CA, AB 
finb.*) ®enn bie ©d^merpunfte ber ©tredten BC, CA, ab finb a\ 
B\ C* (9). ®er ©d^werpunft für ben ^Perimeter ABC ijl alfo ber 
©d^werpunft t)on bca', CA.b* unb ab, C\ S)er ©d^merpunft oon 
BC.A' unb CA,B' teilt bie ©tredfe A*B' nad^ bem Serl^ältntS 
CA:BC = C*A* : B'C* (4), unb liegt auf ber ißalbierenben beS 
ggBinfels. A'C^b* {%\mxm. §. 8, 6). It f. u). 

3)er ©d^merpunJt für bie Dberfläd^e beS S^etraeberS 
ABGD ift baä Zentrum ber Äugel, bie bem SEetraeber A'B'C'D' ein^ 
gefd^rieben iji, bejfen ©dpunfte A\ B\ C\ d* bie ©d^roerpunfte ber 
gläd^en CBD, ACD, bad, ABC finb.**) 3)enn ber ©d&werpunlt für 
bie gegebene Dberfläd^e ift ber ©d^werpunft oon CBD.A', acd.b\ 
BAD.c* unb ABC.D'. SDer ©d^ioerpunlt oon Cbd.a* unb 
ACD.B' teilt bie ©tredfe A'b* nad& bem SBerpitniS acd : CBD = 
A'C*D' : C*&D', unb liegt auf ber ben gläd^enminfel A'C'D'b' 
Ißalbierenben ©bene (§. 8, 13). U. f. m. 

Um ben ©d&werpunlt für bie glädße beS plamn aSieredfS 
ABGD ju fonftruieren***), lonftruiere man bie ©dßroerpunfte E unb F 
ber S)reiedESf[ädßen ABC unb ACD, unb beftimme ben ©dßtoerpunft 
t)on ABC.E unb acd, f. äBirb bd von ac in G gefdßnitten, fo 
ifi ABC : ACD =*« BG : GD. Sllfo ift ber gefud&te ^ßunlt ber ©d^wer«- 
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«Poinfot ©tatiJ 150. 

©crono (Serg. Sinn. 17 p. 330. 
^) Quart. Journ. 1864 t. 6 p. 127. 2)icfet: @cl^tt)eiT)un!t vaat im 16. Sal^tl^. 
Belannt. ©. ©teuin Statica II prop. 6. ^orncr 1827 Slftron. Sflad^t. V p. 281. 
rnUivL^ ©tati! 113. 
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puttft oon BG.E unb gd.f b. l j)on bo.a, bq,b, bg.c 
uttb Ö2).ii, OD.C, OD.D. gut J5öf.^ unb OD.Ä fattlt 

i9Z).ii, für 5ö^.c unb OD.c lann äd.c, 
füt BG.B unb ßZ).z> fann iJD.Ä- gefefet 
werben, nad^bem man ^ir = GD auf ber 
S)tagonale BD gemad^t l^at (4). Sentnad^ ift bet 
flefud^te 5ßunft ber ©d^werpunlt vtm A, c, k. 
a)te ©trede EF tji mit ßz> parattel, 
unb wirb t)on -4C In h fo gef (i^nitten , ba§ 
EH: HF = Böf : G^A 3llfo liegt ber gefud&te 
5ßun!t J auf EF, fo bafe £J = HF. 

»obei tji 

^CJ+OFJ + i^^^ = ÄCF 

CFJ = O^E, FAJ = jELIE, CHE + HAE = ilEC 

folglid^ 

ACJ == ACF-^AEC = ^(^CD — ^5C) 

SBenn iniJbefonbere CD parallel mit AB ijl, fo liegt ber ©d&mer^ 
punit ./ au(ä^ auf ber ®waben, weld&e bie 3Kitten oon AB unb CD 
oerbinbet (9), u. f. xo. 

Über ben ©d^werpunlt einer fpPrifd^en gigur f. SIrigon. §. 6, 2. 

13. gär irgenb ein jwifd^en parallelen ®benen ent^ 
l&altene« fiörperfegment lann ber Slbftanb feine« ^d^werpunltö 
t)on ber 85aft« be« Segment« bered&net werben, wenn ber mit ber 
SBafi« parallele Ouerfd^nitt beS Äörper« in bem beliebigen Slbftanb x 
oon ber Saft« eine gegebene gunftion t)on x ift, bie burd^ f{x) be^ 
jeid^net wirb. S)a« 5ßri«ma, beffen Safi« ber Ouerfd^nitt f{x) unb 
beffen ^öl^e ber nte ^eil ber ^öl^e h be« gegebenen Segment« iji, 

l&at ba« SSolum —f(x). ©ein ©d^werpunft l&at ben Slbftanb x + k- 

t)on ber Safi« be« ©egment« (10) unb ben ©oefficienten —f{x), 

SBenn nun ber ©d&werpunit be« gegebenen flörperfegment« ben Stb«* 
flanb u oon ber Safü$ l^at, fo bilbe man einerfeit« ba« ^robult t)on u 

mit ber ©umme A ber SBSerte, weld^e bie gormel —f{x) bei ben 
aBerten t)on x 

a 1* 2, n — 1 

n n ' n 
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etplt; unb onbeterfeit« ble @ummt b bet SBette, tueld&e bie gotmel 



(■ 



a;+^j-/(a:) bei beit angegebenen SBerten t)on o; annimmt. S)a« 

5ßtobttft uA toitb bet Summe B gleid^ (2), v^txcx bie toilllürlid&e 3al^l 
n ind Unenblid^e mäd^ft. 

S)ie ©nmme -A btüclt, wenn n unenblid^ mlrb, ba« Solum be« 
gegebenen Äörperfegment« au« (§. 8, 7). 5£)ie Summe b befielet au8 

ber Summe C ber ©lieber, roeld^e au« bet gotmel -xf{x) entfptin^ 
gen, unb auiS bet Summe d bet ©lieber, meldte bie gotmel s- ~f{x) 

batbietet. ®ie Summe D l^at abet ben SBett ^ A unb t)etfd^n)inbet, 

xotnn n unenblii^ gto^ mitb. ^Ifo bt^lt man }ut SefUmmung t)on u 
bie ©leid&ung uA = G 

aBenn/(a7) eine ganje gunltion r>on x iji, bie ben iweiten ©tab 
nid&t ilbetjieigt, fo ifi bie gotmel xf{x\ bie but<S g(x) bejeid^net witb, 
eine f^unltion Don x von l^öd^ften« btittem ©tabe. ällfo l^at mxa 
(§. 9, 10) 



A = \h 



[/(o)+4/aÄ)+/(Ä)] 

5Run ift g{^) = 0, ^(^Ä) = W{\^\ 9ih) = ä/(ä), 
folglid&*) 

Ä /(0) + 4/(iÄ)+/(Ä) 

änmetlung. S)et einfad^fte Äötpet, fftt weld^en bie ^i^e feine« 
Sd^wetputtlt« nad& biefet gotmel fid^ beteii^nen läfet, ifi bet ^gta* 
mibenftumpf. Sluf bem obigen 9Bege n)itb aud^ füt ein plane« 
Släd^enfegment smifd^en pataUelen Seltnen bet äbftanb feine« Sd^met«* 
punit« oon bet al« Safi« be« Segment« angenommenen Seltne qit^ 
funben, menn bet pataDele Quetfd^nitt be« Segment« eine gegebene 
gunftion feine« äbfianb« oon bet »aft« ift. 

18. SBenn eine gegebene 5ßlanfigut um eine gegebene ®etabe 
il&tet ebene totiett, fo ift bie oon il^rem 5ßerimeter bef(^riebene SRota*» 
tion«fIäd&e ba« 5ßrobuft be« Perimeter« mit bet Sal^n feine« Sd^roet^ 
punit«, unb bet oon bei? gläd^e bet 5ßlanfigut befd&tiebene Sftotation«^ 
lötpet iji ba« ^tobuft bet gläd^e mit bet Sai^n il^te« Sd^metpunlt«.**) 

*) »rij uttb «ttguft. »ergl §. 9, 10. 

**) tiefer ^op^elfa^ ift unter bem Flamen (S^ulbinfd^eStegel belannt. Unter« 
fud^ttngen über S^otationSgebilbe mutben )uerft oon Hrd^tmebed (@»proibe unb 
üonoibe) angefteUt, fortgefe|t Don ^eppUr in ber siereometria doliorom 1615, 
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©etoet«. ©in plane« ^ßol^g^n, Dan weld^cm eine ^Ait ab bte 
3Kttte 71/ l^at, rotiere um bie auf ber ®bene beS ^Polpgon« Uegenbe Slye 

XY, %\t ©eite ^ß befd^reibt bie Äegeljone 
jf ^ ^J5 . 2jr . if jf' (§. 10, 2. anm.X y^^xi, mm' ber 

Slbflanb ber SRitte m oon ber a^e ifl. S)er 
©d&toerpunft iv be« ganzen ^petimeteta tft ber 
©(j^wetputtft t)on ben @d^u)er?untten (SRitten) 
X B'/i' ir' / r ^^^ Seiten, beren ßoefftcienten bie Seiten 
»0 3/L ^ j rtnb. Snbem man jebe ©eite mit bem ab- 
ftanb il^re« ©d^toerpunftä t)on ber 21? e multtplictert unb bie ^ßrobufte 
abbiert, erl^ält man ba« ^^robuft be« 5jJerimeter« mit bem Slbfianb NN' 
feine« ©d^merpunft« t)on ber Sttje (2). SKlfo ift bie ©umme ber tjon 
ben ©eiten befd^riebenen fiegeljonen ba« ^robuft be« ^ßerimeter« mit 
In . NN* b. i. mit ber t)on bem ©d&merpunft N jurüdtgelegten 33a]^n. 
3iel&t man AA' unb bb' normal jur 2lre -Jrr, fo ifl ba« SSiererf 
ABXB fomo^l bie ©umme ber S)reie(f e xab + jtb'^ al3 aud^ bie 
©umme x&b + .ß^^ = xb'b + j^^M' b. t. xa'B, folgltdö 

^^ß = XA'B — JTÄ'^. 

S)er t)on bem S)reiedE -r^'5 befd^riebene SftotationSIörper ifl 
\n, BB'^, XA* ober XA'B, \n.BB, Sejeidön^t man burd^ ben ©d^mer* 
punft ber gläd^e xa'B unb jiel^t 0(y normal jur Slje, fo ift 0(y = 
\BB, folglid^ ber non XA'B befd&riebene SRotdtiongförper = XA'b, 
27t. 00', ®benfo finbet man ben t)on ^^5'^ befd&riebenen 5ftotation«= 
förper = XB'A,27t. pb, ro^nri P ber ©d^merpunft ber gläd^e xb'A 
unb PP* normal jur 9l?e ift. S3ejei(^net man femer ben ©(^werpunft 
ber gldd&e ^^i5 b. i. xa'b — 2:^'^ burd& Q unb jie^t Qa' normal 
jur Slye, fo ift Q ber ©d&merpunft Don xa*b,o unb ~xb*a.p, b. i^. 

-O'^.OO' — ^TjB'^.PjP = XAB. QQ' 

ajal^er l^at ber t)on xab befd^iriebene Sftötatlonaförper ba« SSolum 
XAB. 27t. QQ'. 

5Die gläd&e ber gegebenen ^pianfigur i<l bie ©umme ber 3)reiede, 
beren Safen bie SCeile be« 5ßerimeter« finb unb ieren gemeinfd^aftlid^e 
©pi|e in X liegt (5ßlanim. §. 9, 10). 5Der ©d&merpunit E ber gläd&e 
ift ber ©d^werpunft von ben ©d&werpunften ber einjelnen SJreiedfö^ 
fiad^en, wenn biefe gläd&en il^ren ©d^werpunften al3 ©oefflcienten 



toorin aud^ einjctne gällc ber ©ulbinfd^en SRcgel Bereits oörlommen (theor. 18jf.)- 
S)iefe Siegel ift t)on ^aifpu^ erfunben unb mitgetelft wotbett am ®nbe bet (gitt« 
leitung jum 7. 93u(| oer collect, math., in bet neuem 3^^t tourbe fie t)on 
©ulbin in ber gleiten Abteilung f^ne^ Söerfg üentrobaryca 1640 an mütn 
99eifpielen erläutert aber nod^ td^t aKdemein Beriefen. S$on ber (S^ulbinfd^en 9^ege( 
l^anbeln auäfü^rlid^ ^eier $irfd> geom. Slufg. H, l60-f|V92 f., Sel^me (Seom. 
b. Äör|)er. 1859. 
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beigegeben toetben. S)cuS $tobuIt ber ganzen ^löd^e mit bem Slbfianb 
RB' il^re« @(]6n)erpunlt* ooti bet 81? e ifk bie ©utmne ber ?ßrobufte 
ber eittjelnett 3)tele(föflä^en mit ben Slbflänben il^tet ©d^werputifte von 
bet äje (2). Sllfo iji bet von bet geflebenen Panftgut befd^tiebene 
Stotationdtötpet baä ^obu!t bet beioegten ^läd^e mit in . RR' b. i. 
mit bet t)on bem ©d^metpunlt R sutlldgelegten SBal^tt. 

äBenn baä ^ol^gon ab . . einet Autoe eingefij^ieben ift unb mit 
il^t bei unenblid^et älniol^l bet gemeinfd^aftlid^en $un{te }ufammenfäQt, 
fo fallen bie ©(^wetpunlte füt ben 5ßetimetet unb bie %lää)t be3 ^oh)^ 
gon« mit ben entfpte^enben ©d^roetpunften bet Äutoe jufammen, u. f. ro. 

14. SEBenn ein Rxt\& um eine Slje feinet ßbene totiett, fo witb 
bie befd^tiebene 9lingfläd^e unb bog Slingoolum nad^ bet ©ulbinfd^en 
Flegel (13) gefunben. 93ejeid§net man ben ^etimetet bt& ^teife^ butd^ 
P, bie gläd^e butd^ /, ben Slbpanb be« ©enttum« t)on bet 21? e butd^ 
a, fo ift 

bie Sftingfläd&e = p.27ta 

bai SRingDolum = f,27ta 
meil bet ©d^wetpunlt füt ben ajetimetet unb füt bie gläd^e mit bem 
Senttum }ufammenfällt. 

aOBenn übetl^aupt eine mit einet Slfe t)etfel&ene 5ßlanfigut um eine 
©etabe il^tet Ebene totiett, bie mit bet älje bet gigut pataüel ift, fo 
bef d^teiben bie beiben ipälften be« ^etimetet« p unb bet gläd&e / 9ling^ 
fläd^en unb SRingoolume, beten l^albe S)iffetenjen bet gläd^e unb bem 
SSoIum gleid^ finb, meldte eine ^alfte bet $lanfigut butd^ Sftotation um 
i^te eigene 2lye befd^teibt.*) §aben bie ©d^wetpunfte be^ $etimetet3 
unb feinet beiben Hälften bie 2lbflänbe b, b*, b" von bet SlotationiSaf e, 
unb bie Slbjiänbe 0, c,—c von bet Slje bet gigut, fo ifi 6' = 6 + c, 
6" =« j — c, f olglid^ 

bie ganje gtingfläd^e = p . 2ji^ 

# äufeete ^ = y.inb' = ^p.lnb + ^p.lnc 

^ innete ^ = ip . 2nb*' ™ \p,2nb — \p. ine 
f olglid^ bie ^albe 35iffeteni bet äufeetn unb innetn 3Ungflad&e — \p . 2ne. 
@benfo finbet man bie entfpted^enben äludbtüdCe füt bie ätingoolume. 

SSJenn bie totietenbe ^lanftgut feine älse, abet ein Senttum be<» 
figt, unb butd^ ben mit bet 9totationi$a;e pataQelen S)iametet geteilt 
mitb, fo etgeben ftd^ biefelben 9lefultate n)ie ootl^in. 

Äennt man ba« t)on einet 5ßlanfigut (Sinie obet gläd^e) butd& 
Dotation um eine ®etabe il^tet Ebene befd^itiebene ®ebilbe (^äd^e obet 
$olum), fo tann man ol^ne meiteteS aud^ baiS oon bet ^lanftgut butd^ 

*) ST^eiet? $itfcl^ geom. Stufg, II, 178. 
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Flotation um eine anbete @etabe bet @bene befd^riebene ©ebilbe 6e^ 
red&nen, wt^nn bie beiben SHotationSajen parallel finb. . 3ft ^ ber 
©d^roerpttnft ber rotlerenben giflur g, unb wirb bie erjle 3lotatton*aje 
in B, bie anbete in C von ber butd^ ä gel^enben Slotmale gettoffen, fo 
etplt man füt bie S)iffeten3 bet beiben Slotation^Sgebilbe ben äludbtud 

q.27C.AC — q.27c,AB = q.2n.BC 

worin BC, ber Slbjianb ber beiben SRotation^ayen, pofitii) ober negatio 
iji, j[e nad^bem bie anbere SKje von bem ©d^ioerpunft eine größere 
ober Heinere ©ntfemung l^at, a\& bie erfle 2lye. 

15. SBenn bie gläd&e unb ba^ SSolum eine« 9lotation«gebilbe^ 
gegeben ifi, fo lönnen nad^ ber ©ulbinfd^en Sftegel bie ©d&TOerpunfte 
für ben ^Perimeter unb bie ^läd^e ber SUJeribianfigur befiimmt werben.*) 

3. ^. ber ©d^roerpunft e be« ÄreiSbogen« ab unb ber ©d^roer«» 
punft F be« Ärei^feltor« dab liegen auf bem SRabiu« DC, roeld^et 
ben Sogen unb ben ©eftor l&albiert (9). SGBenn ber Sogen unb bet 

©eftor um bie normal iu DC burc^ D gelegte Slje 
rotieren, fo l&at man für bie oon bem Sogen be*» 
r^ fd^riebene gläd&e 

' /j AB. 27t, DE = A'B'.27t.DC (§. 10, 7) 

/ I mobei bie SRormalproieltion a'b' beS Sogen« ab 
"^ 'jj' auf bie SRotationSaje ber ©el^ne be« Sogen« gleid^ 
ifl; unb für ba« oon bem ©eftor befd^riebene Solum 

DAB. 27t. DF = A'B'.^Tt.DC^ (§. 10, 7) 

^un ifl ber ©eftor dab = ^ab . dc, folglii^ 

DE _ A'B* 2^'^' DO - IDP 

DC = IB^ ^^ ^ ^ÄB^^ = *^^ 

16. 2)ie ©ulbinfd^e Siegel bient aud& bann jur Sered^ung ber 
Dberfläd&e unb be« Solum«, meldte eine bemegte ^lanftgur befd^reibt, 
wtnn bie ^JJunfte ber 5pianfigur nid^t auf parallelen Greifen, fonbern 
auf beliebigen anbem parallelen Äuroen normal jur @bene ber 5ßlan^ 
figur fortfd&reiten.**) 

S)ie ^pianpgur ABC merbe fo bewegt, baB ber $unft A auf einet 
gegebenen Äurtje de fortfd^reitet, bag bie (Sbtnt ABC bie ituroe de 
immer normal fi^neibet, unb ba§ bie ©erabe ab, meldte bie bemegte 
^Jlanfigur einmal mit ber Qlbtm ber Äurt)e DE gemein l^at, imtner auf 

*) aReicr ^irfdj geom. S[ufe. II, 192. 

♦*) S)icfc aScmcrfung ift jum Seil von S ci 6 nij gemad^t toorben. ActaErud. 
1695 g. 498. ©ttlet Bat in ber 2l6l^anbrung „ixbtx Irumme S^Unbet" 1778 (Nov. 
Act. Fetrop. 12 p. 91) bie näl^ern Äebingungen feftgefteKt. SJetgl. 3Reiet $irfcl^ 
geom. ^ufg. U, §! 174 ff. (baoon einiges ungenau) uno $oiffon Mäcan. 84. 
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ber @bene bct Äurt)e de bleibt. SBäl^renb ber ^Puitft A ben SJogett 
AA' gtttildlegt, befd&teibt ber ^Perimeter ber ^lanfigur ein ©tüdt Sfllttg^ 
Päd^e uttb bie gläi^e ber ^ßlanflgur ein ©tüd Sling** 
üolum, bie nad^ ber ©ulbinfc^en Sftegel befto genauer 
gefunben werben, je Heiner ber Sogen AA* ift. 3Kan 
fann nämlid& ba« befd^riebene ©tüd Siingflädöe ober 
9lingt)oIum burd& ein ©tfldf ber Slingfläd^e ober be* 
SHingDoIumiS erfe^en, weld&e bie 5ßlanpgur ABC 
befd^reibt, wenn fie yxm bie Slj e ju rotieren beginnt, 
bie auf ber @bene ABC normal ju ab burd^ ba8 ÄrömmungScentrum 
be« Sogen« AA* gel^t. S)ie Summe atter ©tüdfe ifi ba« ^robuft x)on 
bem ^Perimeter ober ber eJläd^e ber 5ßlanfigur mit ber Summe atter 
Salinen be« juge^örtgen ©d&roerpunf t«. S)ie Sa^n be« ©d^werpunf fcg ift 
t)on ber parallelen Sal^n be« fünfte« A ber Sfinge nad^ ni(^t gefd^ieben. 
S)ie Äuroe 1>E fann aud^ uneben fein. S)ann l&at man unter il^er 
©bene in bem 5ßunft A biejenige ju oerftel^en, weld^e ben oerfd^min^ 
benben Sogen aa* unb beffen ÄrfimmungScentrum entl^ält. U. f. xo. 

17. Unter einem 5ßrii^menl^uf (nngula, onglet) mirb ber SCeil 
eine« ^priiSma t)erftanben, meldten jmei nid^t paraEele ©benen be«» 
grenjen. SBan fonftruiere einen Stormalfd^nitt be« 5pri8ma, beftimme 
ben ©d^werpunft feine« 5ßerimeter« unb jiel^e burd^ biefen 5jJunIt bie 
©erabe, weld^e mit ben Äanten be« 5ßri«ma paraBel ift. SDo« ^iM 
biefer ©eraben, roeld&e« jwifd^en ben nid^t parallelen ebenen entl^alten 
ift, bie ben ^uf begrenjen, Reifet bie ©d^merlante (barpcentrifd^e 
Äante) für bie ^Perimeter ber SRormalfd&nitte. 

S)ie pri«matlfd6e (cplinbrifd&e) ^uffläd&e iji ba« ^robuft 
be« ^Perimeter« t^re« 5Kormalfd^nitt« mit ber jugel^örigen ©d^merlante.* 

Sem ei«, abcd . . ift ein Jlormalfd&nitt 
be« 5pri«ma, k, l, m, .. finb bie SRitten von 
AB, BC, CD, . , . S)er ©d^merpunft S be« 
Perimeter« abcd . . ift ber ©d^merpunlt von 
AB.K, BC.L, CD.m,... Sffierben nun bie 
burd^ A, B, c, ,. gel^enben Äanten unb bie 
burd^ s, K, L, M, . . gel^enben ^parattelen t>on 
einer beliebigen (Sbene in A\ B', c\ . . unb 
Ä', Z', V, M\ . . gefd^nitten, fo l^at man (2) 




*) a)ie (S9anberl^ufe finb juctft oon ®regoriu3 a ©t SBincentio (opus 
geom. 1647) ol^ne bat^centrifd^c a3etracijtungen fomplanicrt unb fubiett wotbcn. 
2Reier ^irfd^ (gcom. 2lufg. II, 163) l^at ben obigen umfaffcnbcn ©a^ ntdjt gans 
forreft borgefteUt, tote von ©teinetr u. a. erinnert worben ift. 
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@6enfo ifi, toenn eine anbete (Sbene biefelben @eraben fd^neibet, 

folflltd^ bur(ä& ©ubttattion 

Sflun ifl bet auf ber ebene äbrä' Uegenbe Seil ber ^ufflfid^e 
= ab . K'K'\ M f. w., i^s*' bie ©djiTOerlante für ble ^imeter ber 
5Rotmalf(5nitte, alfo u. f. vo. 

ainmerfung. Stotx ^ufe eine« 5ßri«ma (ffi^Unber) l^aben gleii^e 
gläd&en (3onen) , wenn i^re ©d^wertanten in Sejug auf bie ^ßeri*- 
meter ber Slormalfd&nitte be« 5ßri«ma von gleid^r Sanfle finb. 

18. SHe ®d^n)erpun{te ber glod^en oon aSen ©ddnitten eineiS 
$rüSma liegen auf einer ©eraben, bie mit ben Tanten beS ^iSma 
parattel iji.*) 

SBeujei«. a)ie glfid&en ber ©reiede ABC, acd, . ., aui$ benen 
ein ©dönitt abgd . . be« ^pri^ma bePel&t, l^aben bie ©d6n)erputt!te 
K, L, . ., bie Släd&e be« ©(^ntttö ABCD . . f^at ben ©d^werpunft S. 
3iel^t man burd^ bie ^unlte S, K, L, .. paraKel mit ben Jtonten be^ 
5ßrt«ma ©erabe, weld^e bie ebene eine« anbem ©d^nitt« A'&OD' . . 
be« 5ßriÄma in S, K% L\ . . fd^neiben, fo ift 

AA* + BB^+CO = ZKK', AA' + CC + Diy = 3LL', . ., 
ABC. KK* + ACD .LL* + .. = {ABCD . .)SSf 

Sielet man ferner burd& bie fünfte ^', B', . . ^Parallelen t)on beliebt* 
ger Slid&tung, weld^e bie ^Um ABC in ^", B*\ . . fd&neiben, fo finb 
bie ebenen AA'A'\ bb'B'\ . . paraHel unb bie auf benfelben liegen«» 
ben SJreiedEe ftl^lid^, alfo 

A''A' : B*'B' : . . — AA' : BB':.. 

S)aber ift a**A' + b'*b* + C'C" = 3JP'J?', b. 1^. K' ber ©d^ioerpuntt 
ber 5PunIte A\ b* unb C ober ber gläd&e A*B'a, u. f. w. eben* 
bal^er folgt aud^ 

ABG.K'K* + -4CD. /^U' = ..'=? {ABCD . .)^''^' 

9lad^ §. 8, 6 l^at man aber bie ^oportion ber ^läd^en 

A'B'C : ACD" : . . =* ABC : ACD : . . 

Sllfo ip aud& 

A'B'C. K''K* + il'CD' . Z,"Z' + . . = {A*B*CD* . .) /S^'Ä- 

b. 1^. S* iji ber ©döwerpunlt ber gldd^e A'B'C'D' . . . 

*) 3Reicr SirfdJ a. a. D. 161. 
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19. 3ttt Äufiatur eine« ^ßtiSmetil^uf« bejltmme man für bie 
^ä(|e ber ^aftö bed ipuf« ben ^vDttpuntt unb stelle burd^ benfelben 
bie mit ben Äanten be« 5ßti3ma parallele ©erabe. S)aa ©tüd ber^ 
felben, xoüä)t& jwifd^en ben nid&t parallelen Ebenen enti^alten ift bie 
ben $uf begrenzen, l^ei^t bie ©d^merlante für bie gläd&en ber 
5ßri«menf(i&nitte (18). 

SDa2 aSolum be« ^ßriÄmenl^uf« ift ba« 5ßrobuIt ber glad^e 
be« SRormalfd&nitt« be« ^Prtöma mit ber juge^rigen ©d&merfante.*) 

SBeweiiS. AB*OD' ,. unb A**B"C'iy' .. finb bie ©d^nitte beiS 
5ßri8ma, bie ben $uf begrenjen, ABCD . . ift ein SRormalfd^nitt be2 
^Prigma. S3ie ®eraben, roel^e parattel mit ben fianten bei5 ^rt^ma 
burd^ bie ©(ä^werpunlte K, L,..,s ber gläd&en ABC, ACD, . ., abcd . . 
gejogen werben, fd^netben bie ®>tnm ber ©(Jnitte in K*, l\ . ., s* unb 
^', L", ,., S!\ fo bafe 

ABC.KK* + AGD.lv +. . = {ABCD .) SS* 
ABC.KK'' +ACD.LL» +. . = (ABCD . .)SS" 
folglid^ ABC.K'K"-hACD.L'L" + .. = (^ßCD . O^^J'^S"' 

2)er breifeitige 5ßri3menl^uf ^'b'CJ"^'C" mirb burd& bie 5Diago^ 
nalbreiedEe A^'B'C unb A^'B'C' in bie breifeitigen ^ßpramiben^'J^'C^", 
A**B'00* unb A''B*C"B'' jerlegt SDanon ijl 

weil ^''-4' mit ber gläd&e JJ'C'C" parallel iji, unb 

^"J5'C"5" = A*B'0*B** = A'B*CB*' 

meil A''A' mit ber gläd^e 5'C''B" unb C^'C mit ber 
^äd&e A'B'B'* parattel Ift. SRun iji A'B'CA*' ber 
britte Sieil be« ^pri^ma, beffen SRormalfd^nitt ABC 
unb beffen Sängenlante a'A" x% u. f. m. Sllfo ift ber 
breifeitige 5ßri«men]&uf A'B'CA''B"a' 

= i^J?a(ii'A" + 2?'B" + C'(7'0 = ABC.K*K** 

folglid^ ber ganje 5ßri*menl^uf 

= ABG.K'IC*+ ACD.Vn*-^ . . = {ABCD..)SS'* 

Slnmerfung. Stti^befonbere l^aben jroei ipufe eine« 5pri8ma 
(69linber2) gleid^e SSolume, menn il&re ©d^merfanten in 83ejug auf bie 
©d&nittfläc^en be« 5pri«ma von gleid^er Sänge pnb. 

S)ie Xetraeber A'B*aA'\ A'B'CB'*, A'B'CC" unb ber 5ßri«men* 
l^uf werben burd^ v^, vj, v^, v begeid&net Dann ijl (§. 8, 9) 




*) 3Reier ^irfd^ a. a. D. 162. SSergl. Steiner Grelle 3. 16 p. 90. S)ie 
Serlcgung bc8 brcifeittgen $tl0mctt§uf8 ift von Segcnbre (El6m. de göom. VI, 22) 
gegeben loorben. 
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v^:v^ = A*Ä'' : B'ß", «2 : vs = B^B" : CO", v = v^ -4- Dj + V3 

aSon ber ebene ber Äanten b'b'*, CC' i)aUn bie taute a*ä*' unb 
bie ©d^werpunlte bet v, v^, v^, v.^ bie S)iftanjett h unb -^, ^^j, ^82/ H- 
S)antt ip (10 u. 2) 

Az^ = 2Ä, 4z2 = hf \z^ = h 

4VZ = Ä(2Vi + ^2 + V3) = Ä (V + V^ ) 

^ = \^\^+ ^'^"-f j5'ß"4- C'CV 
Stiattd^on 1839 Siouoltte J. t. 4 p. 345. 

30. ©oÄ aSolum eine« ^polpeber^ ianti au^ 5ßri8menl&ufen ju«* 
jammert gefegt werben (3)leier §itj(§ a. a. 0. 165), wie bie gläd&e 
eine^ planen ^ßolpgonö au^ begrenjten Streifen (5[5Ianim. §. 10, 6). 
SDlan iiel^e bur(% bie ©dpunlte 5ßarattelen üon beliebiger Slid^tung unb 
fd^neibe biefelbeu normal burd^ eine @bene. ©aburd^ erl^ält man foulel 
^riSmenl^ufe atö glä(^en be« ^ßol^eber«, unb t)on ieber gläd&e il&re 
skormalprojeftion auf bie fi^neibenbe ebene. Sejeid^net man bie 
©d&werpunfte ber einzelnen §Ia(^en burd^ A, b^ C, . ., bie 3lormaU 
projeltionen biefer 5ßunfte auf bie fd^neibenbe ebene burd^ A\ B\ C, . ., 
unb bie 5Rormalproj[e!tionen ber ^läd^en burd^ a, ß, y, . .^ fo l^aben 
bie i&ufe bie SBBerte a.AA', ß.BB', y.CO,., (19), unb ba« SSolum 
ber ^ßolpeber« iji bie Summe 

a.AA*'\'ß.BB' + y.CG+ .. 

5Durd& bie ^Perimeter ber ^äd^en be« ^JJol^eber« (§. 8, 16) jinb bie 
^Perimeter ber 5Rormalpro]eItionen biefer gläd^en, mitl^in bie 3^id&en 
wn a, ßf y, . . beflimmt. 

S)ie Summe ber SHormalprojeftionen ber gläd^en eine« ^ol^eber« 
« + /? + y + . . ift nuU (t)ergl. unttn ZüQon. §. 6, 3), alfo l^at ba« 
Softem a.A, ß.B, y.c, .. einen unenblic^ fernen ©d^merpunft (6). 
SBenn inSbefonbere ba^ ©gftem «.4 ß,B, . . leinen ©d^merpunft ^at, 
fo ift ba« aSolum be« ^olpeber« null. 



St^fttB ßni^. 



Trigonometrie. 
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§. 1. aSon bcm ©inuS. 

1. SGBettTt eine gtgur eine anbete ^tgur au3 bem ®runbe berft 
well fie mit il^t gewiffe ©lemente gemein l^at, \o ift fie butd& biefe 
Elemente einbeutig benimmt. ®« ift j. 83. eine ®erabe burd^ 
2 5ßunfte, ein ÄrebS butd^ 3 5ßunfte, eine Äugel butd^ 4 ?ßunlte ein- 
beutig (unjweibeutig) beftimmt. 3Benn e8 aber m oetfd^iebene 
Siguten giebt, me^e gemiffe Elemente gemein l^aben, unb wenn eine 
gegebene gigur eine biefer giguren au3 bem ©runbe bedt, toeil jte 
mit il^t bie erroäl^nten Elemente gemein f)at, fo ift bie gigur bnxä^ 
biefe Elemente wbeutig beftimmt E« ift j. 85. ein 3)reiecf burd^ 
2 Seiten unb ben bavon eingefd&loffenen SBinfel, burd^ eine Seite 
unb bie batan liegenben äBin!el, butd^ bie 3 Seiten einbeutig, but^ 

2 Seiten unb ben bet Ileinern gegenüberliegenben äSinlel smeibeutig 
beftimmt. Ein ^ei^ ift butd^ 3 Tangenten 4beutig, eine ^gel butd^ 
4 2;angentenebenen Sbeutig beftimmt. U. f. m. 

Sut SSefiimmung eine« S)teie(fö finb 2.3 — 3 Elemente etfor«» 
betlid^. 3wt SSefiimmung eine« tjietten ^Punfte« auf bet Ebene be« 
©teied« finb 2 Elemente etf ötbetlid^ , alfo btaud^t mm jut öeftim* 
mung eine« planen Atdi, btds, . . , nedt« 

2.4 — 3, 2.5 — 3,.., 271 — 3 

Elemente, bie von einanbet unabpngig finb. Slnjlatt betfelben 
fönnen au(ä& ebenfomel von einanbet unabpngige fjunftionen bet 
Elemente gegeben wetben. 

Sut Seftimmung eine« metten fünfte« im Slaume btaud&t man 

3 Elemente, alfo finb pt SSeftimmung eine« tfiumlid^en aSietedC« 6 
b. i. 3.4—6, jut Sefiimmung eine« täumlid^en öed«, 6e(I«, . ., eedt« 

3.5 — 6, 3.6 — 6,.., 3^ — 6 

Elemente etfotbetlid^. 

2lnmet!ung. 3ut Säeftimmung eine« ^ßolpebet«, meldte« mebet 
pti«matifd^ nod^ mel^t obet meniget tegulät ift, finb fooiel Elemente 
etfotbetlid^, al« ba« ^ol^ebet Tanten i^at.*) S)a« ^olpebet l^abe 

♦) Segcnbre Göom. Note 8. 3)lö]&iu8 ©tatif 246. 

18* 
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e eden, / gläd^en unb fc Äanten. ®ie gcgenfeitige Sage ber c ®(Ipunfte 
würbe im allgemeinen butd^ 3« — 6 ©Icmente benimmt fein. SQSenn 
aber bie gläd^en beiS Sßol^eber^ ber SHeil^e nad& «,, n^, n^, . . Seiten 
l^aben, fo liegen n^ — 3 ®dEpunfte ber erften gläc^e, wj — 3 gdpunfte 
ber jwetten gläd^e, . . jebeamal auf ber @bene ber 3 übrigen ©d^ 
puntte; bie Söefttmmung biefer ^Punfte erforbert bemna(§ je 1 Element 
weniger. Sllfo ip boä ^ßol^eber burd& 

3c — 6 — K— 3) — («2—3) — («3— 3)—.. 
Elemente beftimmt. ®ie Slnjal^l ber ©ubtral^enben ift /, bie Summe 
^i + ^2 + ^3+-- tft 2k, ferner ift 3e + 3/— 6 = 3fc (©tereom. 
§. 7, 2), folglid& 

3e — 6 — K— 3) — (wj— 3)— . . = k 

S)ie ainjal^l fc erreid&t ben SGBert 3e— 6 in bem gatte, bafe alle 
gläd^en be« ^ßolpeber« 3)reiedte finb. ^n ber S;^at ift bann 3/ = 2fc, 

u. f. tP, 

2. SKn bie @rlenntniÄ, ba| eine gigur burd^ n il^rer Elemente 
beftimmt ift, fd^liefet fid^ bie älufgabe, au« ben n befiimmenben (gege«' 
benen) Elementen nid^t nur bie gigur ju f onftruieren, fonbem auä) 
bie übrigen beftimmten (unbelannten) Elemente bergigur ju beredt* 
ntn. 3)ie 3Rittel jur Äonftruftion ber Figuren finb in ber reinen 
©eometrie felbft enthalten, unb werben jum Xeil für ted^nifd&e äw^ede 
befonberd auiSgebilbet in ber angemanbten S)iäciplin, meldte ben S^amen 
beffriptiüe ©eometrie fü^rt. SSon ben 3Ritteln jur SBered&nung 
ber beftimmten au« ben beftimmenben Elementen einer glgur l^anbelt 
bie 2;rigonometrie. 5Uun wirb jwar in ber®eometrie geleiert, wie 
man einen SBintel eineä planen ^ol^gon« au« ben übrigen SBinf ein be«^ 
felben, eine ©eite eine« red^twinfeligen 3)reiedt« au« ben beiben anbem 
Seiten, bie gläd^e eine« S)reiedE« au« feiner SSafi« unb ber ©ö^e ober 
au« ben brei Seiten bered^nen fann, u. f. w. E« giebt aber nod^ anbere 
metrifd^e Slielationen unter ben Elementen einer gigur, bie auf bem 
©ebraud^ ber fogenannten trigonometrifd^en ^Junftionen berul&en, unb 
biefe t)or}ug«weife bilben ben ^nf)alt ber etgentlid^en SCrigonometrie. 

Sefonbere äbfd^nitte ber 2;rigonometrie, in benen bie metrijd^en 
Stelationen unter ben Elementen eine« aSieredt«, ^ßolpgon«, a;etraeber«, 
^Polpeber« jur Setrad^tung fommen, werben burd^ bie 5Ramcn 3;etra^ 
gonometrie, ^ßolpgonometrie, SIetraebrometrie, ^olpebro^ 
metrie bejeid^net Qe nad^bem bie gtguren plan ober fp^ärifd^ finb, 
wirb aud^ bie von il^nen l^anbelnbe 3;rigonometrie plan ober fpl&fi* 
rifd^ genannt. 
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3. Sei einem fletablinigen JDreied iji bie ^ßtopottioti bet ©eitert 
burd^ bie SQBinlel beflimmt. 3)enn xotnn jwei ©reiede bie SBinfel 
ber SReil&e na^ gleid^ l^aben, fo finb fie ä^nlid^, u. f. ro. 

fü&txin inÄbef Ottbete baS 5Dteie<f red^troittfelig iji, fo wirb butd^ 
einett fpi|ett SBittfel be8felbett ba^ SJerl^älttti« oott je jtoei feittet ©eitett 
beftimmt, j. S. ha& SSerpItttiÄ bet gegettübetliegettbett Äatl^ete jut 
§9Potettttfe. aSetttt bet fpi^e SBinJel xo&6)% fo toäd^ft aud& boS Set^ 
pittti« bet gegenübetUegenbett Äat^ete jut ^ppote^ 
ttufe. 3jl bet SBittfel bäe > bäC, uttb bie ^po*» 
tettufe ÄE bet §ppotettufe AC gleid^, fo ift bie Äa*» 
t^ete DE gtöfeet al« bie Äatl&ete BC (Pattitn. §. 5, 6), 
folglid^ DE:äE>BC: AC, S)a^et ift ba« aSet- 
l^ältni^ einet Äatl^ete jut ^^potenufe eine^x 
ted&twinleligen S)teie(I« eine beftimnite gunftion 
be« 2öinlel8, raeliä^et bet Äat^ete gegenübet liegt, eine goniome^ 
ttifd^e obet ttigonowettifd^e gunition, unb witb bet ©inu^ 
be« aOSinleU*) genannt. SSetgL älgebta §. 2. 

4. Untet bem ©inu« eine« fpi|en Sßinfel« witb bemnad^ 

ba« aSetpItni« bet gegenüberliegenben ^atl^ete jut 

^^potenufe eine« beliebig Don bem SBinfel abgefd^nit- 

tenen ted^tminfeligen S)teie(i« t)etjianben. 3)et ©inn« 

be« SBinfel« A mitb butd^ sin -4 bejeid^net; unb xo^xin 

BC ju bem ©(ä^enfel AB be« 3Bin!el« A netmal 

fteljt, fo l^at man 

BC 




3) S 




sin -4 = 



AC 



©et ©inu« eine« fpi|en SBinlel« ift eine unbenannte 3a^l (SSet^ 
l^ältni«) jmifd^en unb 1, weil eine Äatl^ete be« ted^tminfeligen 
Steied« fleinet ift al« bie §9potenufe. 

SBenn bet aOäinfel t)on bi« 90 ^ mäd^ji, fo mäd&ft fein ©inu« 
t)on bi« 1. Untet bet aSotau«fe|ung nämlid^r ba| bie ^upotenufe 
AC unt)etänbett i^te i8änge beplt, etteid^t bie Äatl^ete BC, roenn bet 
SBinfel üetfd^minbet, ben SBett 0, unb wenn bet SBinfel ted^t mitb, 



*) ®ag 3Bort @inu§ ift bie latcinifd^e ÜBcrfe^ung cincg Bei ben aroBifd^en 
2lfttonotnett, namentlich feit 2lIBateniuä (211 93atani um 900) geBröud^Iid^en Äunft« 
wortg. ^ie im 12ten S^l^r^unbett t)on $lato XiBurtinuä oerfertigte unb 1537 
ju 9^ürnBer0 gebrudte lateinifd^e ÜBerfefeung eineg aftronomifcfien SQBctJö oon ^ll* 
Batani ift bte erfte Befannte ©d^rift, tt)e(c|e ba§ SBort ^xxox^ unb ben Anfang einer 
Umgeftattung ber gried^ifd^en SCrigonometrie entl^ält (de motu stellarum cap. 3 
p. 6). @. ^fleiberer Trigonometrie 1802 p. 14. Delambre hist. del'astron. 
du moyen äge 1819, 
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bie ®rdte AQ. SRati l&at aljo ble ©tettjtoette • 

ßinO = 0, Bin90<> «= 1 

6. aSon ben elementar f oniltuietbaten SBlnfelti Wittten bie ©tnu« 
tittd^ belannten planitnettifd&en @ä|ett beted^net toetben. 

311 ^ = 450, fo Ijl BC = AB, 2J5C2 = ^02 nadö bem %r)^<x^ 

goteifd^en ©afe, alfo 

S = *' fg = /i = ^. 8üi45'' = 0,7071.. 
3fl .4 = 60», fo ip AB = \AC, \AC^ + BC* = AC\ folgUd^ 

!?^ = *' lf=X' -600 = 0,8660.. 

3fi 4 = 30«, fo Ifl BC = \AC, alfo sin 30« = 0,5. 

Sfl -4 = 18», fo Ifl BC bem l^olbert golbneit 3lbf(]^nttt oon AC 
glci^ (5ßlaniin. §. 11, 6), alfo 

^ = l^ll , sin 18» = 0,3090 . . 

AQ 4 

SSon artbern SBinleltt, weld^e ©untwen ober S)ifferenjen, STOei** 
fad^e ober Hälften, u. f» to. oon foldöett SSlnfeln finb, beren ©ittu« man 
bereits gefunben l^at, fönnen bie @inu2 bered^net werben auf ©runb 
be8 5ßtolemäifd^en ©a|ea (?ßlanim. §♦ 14, 15) ober be« entfpre(3&enben 
goniometrifd&en ©a|e«. SSergL unten §. 4, 6 unb 7. 2lu(3& bietet bie 
mat^ematifd^e Slnal^fi« bie umfajfenbften SRittel jur bireften »ered^^ 
nung ber ©inu« aller SBinlel (Slllg. Slrit^m. §. 31, 7). 

3Ran ift bal&er im ftanbe gewefen, S;abetten iufammeniufteUen, 
weld^eju iebem Säinlel oon bij8 90^ nid^t nur ben ©inuS, fonbem 
audö ben gemeinen Sogaritl^muiS beäfelben mit l^inreid^enber ©enauigfeit 
entl^alten.*) S)ie Sogaritl&men ber ©inu« finb negatio, unb erl^alten 



*) %\t (Syried^en l^al^en )u allen Don big 180 <) \xxa, l^a((e ©rabe oerfd^iebenen 
©entnwtttMn bie SSerJ^ältniffe ij^rer ©eignen jum 3labtuS oered^net, unb babei ben 
9iabiu8 in 60 Xeüe {jiolgai), jeben ^eil in 60 SWinuten, jebe aWinute in 60 ©e« 
!unben geteilt, ^ie ötteften @d^riften, n)e(d^e t)on ben erforberlid^en metrifd^en 
^Relationen ber ÄreiSf eignen l^anbelten, waren nad^ X^eonS 3^P^^ (imÄommen^^ 
ixix 3um Sllmageft) t)on $ippatd^ug unb Sßenelaud verfaßt ^ie Tabelle ber 
@el^nent)erl^ältniffe unb eine einfädle 3Retl^obe, nad^ n^eld^er bie Tabelle !onftruiert 
werben !ann, ift t)on ^toIemöuS (Sllmagcft I, 9) mitgeteilt. SSergl. Ääftner 
geom. Slbl^anbl. I p. 525, II p. 354. aßcil ber @inu3 eines ?Jeripl^erietr>in!elS ba§ 
SJcrl^ältniä ber gegenüberliegenben ©ebne jum 2)iameter ift, fo fonnten bie Slraber 
aud ber ^tolemäifd^en Tabelle fofort bie Tabelle ber in ©esagefimalbrüd^en aud- 
gebrüdften ©inu§ ableiten, inbem fie bie (Sentriwinfel unb bie nebenftel^enoen Ser^ 
§ältniffe i^rer ©eignen jum Sfiabluä l^albierten. ©tatt ber ©ejageftntalbrüc^e würben 
bie S)ecimalbrücbe in bie ©inugtabeßen eingefül^rt burcfi bie beutfd^en 3lftronomen 
^ e u r b a d^ unb Äegiomontanl 450. iöie (natürlidjen) Sogarit^men ber ©inug fmb 



§. 1. fßün bem 6inu§. 279 

gewd^nlid^ bie ttegatfoe Äennjiffet —10, bie btS^aVb in ben Zabt^n 
unb in ben Sted^ttungett n)eflflelajfen toltb. 

3tt bet 2;abette ber ©tnu« (bcr Sogaritl^men ber ©inu«) toitb 
ttid^t nur ju iebem gegebenen SBBinlel fein ©inu« (beffen Sogarit^imu«), 
fonbern auä) ju iebem gegebenen ©inu8 (beffen &0Qaxiü}mxiS) ber 
entfpted&enbe SGBinlel gefunben mit einer ©enauigfett, bie bur^ bie 
©enauigfeit ber in ber Xobette t)erjei(äöneten S^W^ beftimnit ift 3)ie 
erforberlid&en 3nterpolationen werben nad^ benjelben Siegeln wie bei 
anbem matl^ematifd^en a;abellen (Sllgebra §. 2, 4. SlUg. Slritl&m. 
§. 20, 4) t)errid^tet. 

I. 3n ben Xobetten*) liegt ber SBinlel 23Mr §u)ifd&en 23 MO' 
unb 230 20', beren SJifferenj lO' beträgt, unb 8in23M7' jwifd^en 
0,3934 unb 0,3961, beren 2)ifferen8 0,0027 iji. 2Benn ber SBinfel 

23 <> 10' um lOr ir 7 aWinuten fteigt, fo fteigt fein ©inu8 um 27, j^, 

97 7 

-^ Sel^ntaufenbteL 3ll[o ift sm23<» 17' = 0,3934+0,0019 = 0,3953. 

ebenfo finbet man log sin 23^ 17' = 9,5948+0,0021 = 9,5969 
au« ben SQBerten von log8in23M0' unb log sin 23<> 20', beren S)ifrV 
renj 0,0030 mit 0,7 multipliciert wegen ber T ju log sin 23^10' 
abbiert mirb. S)ie Äennjiffer -10 ift l^injujubenlen. 

n. 3n ber Äolonne ber ©inu« liegt sina? = f = o,7500 
ämifd^en 0,7490 unb 0,7509, beren S)ifferenj 0,0019 ift, alfo ber 
SBinfel x pifd^en 48<>30' unb 48M0', beren S)ifferenj 10' beträgt. 
aSenn ber©inu« 0,7490 um 19, i, JO 3el^tttaufenbtel fteigt, fo fteigt 

fein SBinfel um 10, ~, ^^ aJiinuten. mfoift x = 48^+30' 5',3 

= 480 35',3. 

aSenn log sin a? = 9,8751 (—10 wirb i^injugebad^t), fo finbet 
man x = 480 35',4 au« ben ju 9,8745 unb 9,8756 gel^örigen 28inleln, 
beren 3)ifferenj 10' mit A multipliciert megen ber äbrigen 0,0006 
SU iS^ 30' abbiert wirb. 

6. S)ie ©leid&ung (4) 

meldte für ba« red^twinfelige ©reiedE gilt, beffen ^ppotenufe AC x% 
unb weld^e ben ©inu« beS 2Binfel« A beflniert, ift bie 9i etatton 



von Sfieper 1614 etfunben worben (3lIIg. 2lritl^m. §. 19). %aUUen von ber jeftt 
gebräud^Iid^ctt 2Crt lourbcn balb barauf öon Sriggä unb SSlacq 1628 uollcnbet. 
♦) 3- ©. ^. 3KüacrS OTcrftcKige Sogaritljmcn. 2te Slufl. 1860. 
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jTOtfd&en bet ^^potenufe, etnet Äatl^ete unb bem gegen* 
überliegenbenSBtnfel eine« red^twlnleligettSteied«. SRan 
l^at bemna($ 

5C = AC.sinA, AC = -r^ 

(Sine Äatl^ete ift bo« ^obuft ber ©gpotenufe mit bem @inu5 
beö bet Äatl^ete gegenilbetUegenben SBinlete. 

5Die §t)potenufe ifl bet Quotient einet Äatl^ete butd& ben 
©inu« be2 bet Äatl^ete gegenilbetUegenben SBittfelS. 

Sn^befonbete ift eine Ätei«fe^ne baä 5ptobuIt be« S)iametet8 
mit bem ®inu8 be« auf bet Seltne ftel^enben ^jJetipl^etieminfel«, eil 
bet auf bem 3)iametet fie^enbe ^etipl^etiemlntel ted^t iji. 

S)iefe ©leid&ungen entl^alten bie Söfung bet ttigonomettif(i^en 
aufgaben: l) au« bet ißppotenufe unb einet Äatl^ete ben betÄatl^ete 
gegenilbetUegenben SBinfel ju beted^nen, 2) au« bet ^ppotenufe unb 
einem fptfeen SBinfel bie bem 2Binfel gegenilbetUegettbe Äatl&ete ju 
betecä^tten, 3) au« einet Äatl^ete unb bem gegenilbetUegenben SBinfel 
bie ^t)potenufe ju bered^nen. 



BC 
AC 


718 
922,4 


A 

AC 
A 


5i»7' 

5,27 
41 »26' 


BC 

BC 
A 


3,4875 

25,7 

81047' 



AC 25,966 



Seifpiele. 

log 50 

log AC 

log BiaA 

log AC 

log sinil 

logJ?C 

logBC 

log sin A 

logAC 



2,8561 

2,9649 
9,8912 

0,7218 
9,8207 
0,5425 

1,4099 
9,9955 
1,4144 



7, SDie glä(5e eine« S)teiea« iji ba« l&albe ?ßtobuft von 
jmei ©eiten mit bem ©inu« be« von btn beiben Seiten eingefdöloffe-» 
nen 5S$infel«. 3)abei ^at man untet bem ©inu« eine« ftumpfen 
SBinfel« ben ©inu« feine« fpi^en ©upplement« ju vtx\iti)n. Se^ 
jeid^net man bie gläd^e be« ©teied« ABC butd^ 4 fo l^at man 

z/ = iAB.BC.sinCBA 

Sem ei«. 5Die ^öl^e DC be« ©teied« 
ABC ift eine Slatl^ete be« te(3^tn)infeUgen 
©teied« BCD, beffen ^ppotenuf e BC iji. ^a^ 
l^et l^at man in SlildEfid^t auf $lanim. §. 10, 4 
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DC = BC.BinCBD (6) 

wenn C5^ jp{^ tjl, unb wenti man ben ftunipfen aSBinfel CBA bur(]& 
fein fpi|eS Supplement DBG erfe|t 

SInraenbung. 2)ie gläd^e eine« ?PataIlelogtantm3 tft ba8 
^probult t)on jnjei f olgenben Seiten mit bem 6inu8 
be^ oon il^nen eingefd^loffenen 2Sin!el^. /'yf^ '' 

S)ie %U6)t eine« gsieredts ift ba« l^albe ^ /^ \^ / 
5ßrobult feiner diagonalen mit bem 6inu« il^re« /^S^^^^rr!^ 
aBin!el«. ^ 

8, 3)ie Seiten eine« SJteied« üerl^alten fid^ ju einanber 
bet Sfteil^e nad^ mie bie ©inu« bet il^nen gegenüberliegenben Sffiinfel.*) 
5Die Seiten butcä^ bie Sinu« bet gegenüberliegenben SBinfel bioibiert 
geben gleiiä&e Quotienten, beren SEBerte fomo^l ben Quotienten be« 
^probuftS ber Seiten burd& bie boppelte gläd^e, al« aud& ben ©iameter 
be« bem ®reied umgefd^riebenen Äreife« au«brüden (Sinu«*Safe). 

Sem eis. ?lad^ (7) l^at man 

DC . DC . ^.^ 

BV (JA 

folglidö 

CA : BC = miCBA : »in BAC, u. f. m. 

S8eäei($net man bie Seiten BC, CA, AB ber Sfteil^e 
nad^ burd^ a, b, c unb bie gegenüberliegenben Sffiinfel 
burdö a, ß, Y**), bie gWd&e ABC burd& ^ unb ben 
Sftabiu« be« umgefd^riebenen treife« burd& r, fo ift (7) . 

2z/ = bc sin« = ca sinjS = ab siny 

folglid^ burd^ S)it)ifion 

abc a b c 

~~^—— ■■ — .. ..— SSSS — . ^■— SS53 ■ ■■ ■ ■ ■- . ß/JT 

2^ sin« sin/S siny 

meil ben Seltnen «, b, c bie ^eripl^erieminfel «, ß, y gegenüber« 
liegen (6). 




*) 3n ber alten ^riaonomctrie toat biefer @o^ tautorogif d^ , toeil AB bie 
©el^ne be§ (S;etttrin)in!eB AMB « lACB ift, u. f. n). Über bie anbem SJenebunacn 
üergl. ^lanim. §. 14, 25. ' ** 

♦*) 35iefe überfidjtlid^c ^Seseid^nung ift t)on ©ulcr eingefüBrt wotben, S)urc§ 
@uler ift eä aud^ üblicö gcroorben, 2Cu§briide wie sin« in bie gormeln aufju* 
nel^men, mäl^rettb man fonft beren SBerte burd^ Befonberc »ud^ftaben beaeid^nete, 
SSergl. Nov. Comm. Petrop. 5 p. 164. 
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SÄnmerlUttg. SBett 6 = a^^ = 2r sinft a = 2r sina, fo ifl 
2^ = a^ — -. -, ^ = 2r'' sma sinp siny 

ißiemadö lantt man bie glä(§e be« S)teie<I« ouÄ ben SBittfeln unb 
einet Seite ober bem SlabiuÄ be« untgefd^riebeneti ÄteifeiS bered^nen. 

9. J)er@ittu^fa^ entl^ält bieSftelation jwifd^ett jtoei Seiten 
elne^ S)reie(l8 unb ben gegenöberliegenben SBinfeln, unb 
bient beSl^alb jur Söfung ber trigonomettifd^en aufgaben: l) au« 
jTOei aosinfeln eines Shreied« unb ber bem einen gegenüberliegenben 
Seite bie bem anbetn gegenüberliegenbe Seite ju bered^nen, 2) au« 
jwei Seiten unb bem ber einen gegenüberliegenben SBinEel ben ber 
anbem gegenüberliegenben SSäinlel ju bered^nen. SRan l^at nämlid^, 
wenn a, « unb /S gegeben finb, 

« 

ft SS -; — ßin ß 
Bina 

unb xo^XiXi et, a unb h gegeben finb, 

. ^ sin a , 

smp = 

a 

®ie jmeite Aufgabe l^at im allgemeinen jroei Sluflöfungen, benn 
t& giebt jwei SBinfel ß, einen fpi|en unb ben fupplementären ftumpfen, 
beren Sinu« benfelben SBert l^aben (7). 

SQBenn inSbefonbere bie, Seite a, weld^er ber gegebene SBinfel « 
gegenüberliegt, Heiner ift al« Z> sin«, fo ift sin/S > i unb ber ge^^ 
fud^te SSinfel ß nid^t real, alfo giebt e3 hin S)reiedE, baS bie gegeben 
nen ©lemente entl^ält. 

SEBenn a = h sin«, fo ift sin/J = i, /3 = 90^ 

SBenn a %m\S)txi ben ©renjen h sin« unb h liegt, fo ijl 
8in/3 > sin«, ber gefüllte SEBinlel ß l^at einen fpifeen SEBert, ber 
größer al« « ift, unb ben fupplementären ftumpfen SSäert. 

SBenn a = 6 ifl, fo ift sin/J = sin«, unb ß fann nur ben 
SBBert a, nid^t 180^ — « l^aben. 

^W(i a > h, fo iji Bin/3 < sin«, unb ß fann nur fpife unb 
Heiner atö «fein, weil einem ftumpfen SBintel be« S)reiedE8 bie größte 
Seite gegenüberliegen würbe, miber bie SSorauäfefeung. 

ajlit biefer 3)etermination befinbet fid^ bie Äonftruftion be« S)reiedtS 
ABC au8 ben gegebenen Elementen in oollfommener Übereinftimmung. 
9!n ber X^at l^at ber um ba« ©entrum C mit bem aiabiuS a befd&riebene 
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^eiS mit bem ©d^enlel AX beS äSinlefö 
<x }n)ei fünfte gemein, bie imaginär ober 
real vereint ober getrennt finb, jenad^bem 
a Heiner ober ebenfo gro§ ober größer 
ift alil bie ^ö^e CD =^h sin«. Sffienn 
o = 6, fo fäUt ber jmeite 3)urd&fd^nitt8^ 
punft mit A jufammen. "S&vccx a>h, fo 
fättt ber jweite S)nrd&fd&nitt«pun!t in ben ju « geprigen SRebentointel. 

Seifpiel 1. 




a 

ß 

r 



ß + Y 

h 

c 

A 



325 

46M5' 
57^30' 



103<>45' 

76M5' 

241,7 

282,2 

33130 



log« 
log sin a 

a 

log-: 

ßin« 
log sin ß 
log siny 



a 


23» 4' 


a 


8377 


h 


12249 


ß' 


34057',2 


a + ß' 


58»1',2 


r' 


121»58',8 


c' 


18134 


ß" 


14502',8 


y" =. ß' « 


11»53',2 


e" 


4403 



logf-; — sin/J 

log(-A- ßiny) 
\8m « ' / 

logi 
log (^ 6c sin a) 

»eifpiel 2. 

log sin a 



log 



loga 
sin CK 



a 
log 6 
log sin ß 
log sin y* 



/ . ^ sinaN 
log (sin y* : -^1 

log sin y" 

log ( sin y" : j 



2,5119 
9,98735 

2,52455 

9,8588 
9,9260 

2,38335 

2,45055 

9,6990 
4,5202 

9,5931 
3,9231 

5,6700 

4,0881 
9,7581 
9,9285 

4,2585 

9,3138 

3,6438 



§. 2. SSon bem ßofinuä. 

1. 35er ©inuÄ be« Äomplement« eine« SBinlelä l&ei|t ber Sofi^ 
nu^ be« SBinfela.*) S>er ©ofinu« be^ SBinfete « n)irb burd^ cos« 
be,^eid&net SDlan l^at alfo 



*) Xie ^bfürjung (Eofinud für complementi sinus rü^rt oon C^unter l^er, 
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cos« =s sin (90® — «), cos (90® — «) = sina 

cos 32® = sin 58®, C0845® = sin 45® 

cosO «« sin 90® = 1 

cos 90® = sinO =0 

^tm bet fpi^e SEBmlel « fteigt fo faßt fein Äomplement unb jugteid^ 
bet ©InuiJ be3 Äomplement« (§. l, 3), b. l^. roenn bet SBinfel fteigt 
fo fäUt fem ©ortnu«. 

2lu* bet 3;aBelIe be5 @inu8 obet il^ter Sogaritl^tnett eittpe^t bie 
2;abelle ber ©ofinuiJ ober tl^rer Sogatitl^meti, tDetin atte SBinfel huxä) 
il^te -fiompletnertte erfefet werben. Sei ber Sttterpolation ber Xabette 
ber ©ofinuS ober il^rer Sogaritl^men iji nur ju bead^ten, ba% ber ©ofinuÄ 
ober fein £ogaritl^ntu2 fällt, xotnn fein SBinfel pelgt, unb umgefel^rt. 

3. 85. cos 23® 17' liegt jroifd&en 0,9194 unb 0,9182. SBenn ber 
SBinfel 23 MO' um 10, 1, 7 SBlinuten fteigt, fo fättt fein ©ofinu« um 

12, 1^, ^ 3e^ntaufenbteL Sttlfo ift 

cos 23® 17' = 0,9194 — 0,0008 = 0,9186 

ebenfo finbet man log cos 23® 17'= 9,9635 — 0,0006 . A = 9,9631. 

3ji cosx = 0,8347, fo liegt x jwifd&en 33® 20' unb 33® 30'. SBenn 

ber SBert 0,8355 be^ ßofinu« um 16, l, 8 Sel^ntaufenbtel faßt, fo 

fteigt fein SBinfel um 10, % ^ aRinuten. Sllfo ifi ^ = 33^25'. 

ID ID 

3ft log cosa? = 9,7336 gegeben, fo finbet man 

X = 57® 10'+ 10'. A= 57® 13' 

ainmerfung. SBenn « iiumpf ift, fo iji (§. l, 7) 

sin« = sin (180®— «) = cos[90®— (180^— «)] = cos « — 90®) 

B. SB. sin 138® 23' = cos 48® 23'. 3n ber X^at ifl e« einfad&er, ben 
ftumpfen SBinfel um 90® ju rerminbem, als i^n oon 180® ju fubtra^ 
liieren. S)e8£|alb werben bie ©inuiS ftumpfer SBinfel in ber ©ofinu^^ 
SCabeHe aufgefud^t. 

3. Qu einem red^tminfeligen SJreiedE ifi ber ©ofinuS eine« fpi|en 
SBinfete baa SSer^ältni« ber anliegenben Äatl^ete jur ^^potenufe. ©ine 
Äatl^ete iji ba« 5probuft ber ^^otenufe mit bem ©oflnuiS be« an ber 
Äat^ete liegenben fpl^en SBinfel«. S)ie ^^potenufe iji ber Quotient 



einem 3^i^d^^off^^ ^^^ ^i^dd^f n'i^ 5teppler mitgeteilt l^at. ä^ergl. ^fUiberetd 
a^rigott. p. 101. 
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einer Äatl^ete butd^ beti Gojinu^ be8 an bet Äot^ete liegenben fpifeen 
SBittfel«. 

»eweiiS. 3n bem ted&troinleUflen 2)reie(f .4^0, beffen ^yv^tt^ 
nufe ^C iji, l^at man (§. 1, 6) 

^5 



cos -4 = sinC 



^5 = AC. cos A, AC = 






COSil 




Slnmerfung. 5Rad& bem ^titl^agoreifd^en @a|e ift 

cos-^ii + sm^il «= -j-^^2 == 1 ) 



sin^ == |Al— cosM = y(H-co8ii) (1 — cos^l) 
cosil = yi — sinM = y(H-8in^) (1 — sin^) 
3. gj. 8in(45<>+a) = cos(450— a) == yi — sin2(45^— a)T S)ie 

6inu* t)on SBinleln ober 45<> tonnten auÄ ben ©inu3 bet SBlnfel 
unter 45^ bered^net -werben. 

2lu3 bem gegebenen 2Bert t)on sinx ober log sino? mirb coso: 
ober log cos a? bur(| Snterpolatton ber 3;abenen gefunben, ol^ne bafe 
man ben SBBlnlel x beftimmt g. 8. sina? = 0,3016 liegt jroifd^en 
ben ©inu8 0,3007 unb 0,3035, alf o cos x jmifd&en ben ®oitnu8 0,9537 
unb 0,9528. aSenn nun ber @inu8 0,3007 um 28, l, 9 3e^ntaufenbtel 

Peigt, fo fättt ber 6ofinui8 0,9537 um 9, ^, |^ Se^ntaufenbtel. 

aifo iji cosar = 0,9534. 

Um au« ber §ppotenufe AC unb einer Äatl^ete ab bie anbere 
Äati^ete bc ju bere(3&nen, fud&t man in ber 3;abeDe cos^i = ab : AC, 

baneben sin^, unb finbet-BC = ^Osin^ einfad&er ate Y^^^—^^^- 

S. ®a« üuabrat einer ©eite einei5 JDreied« ift gleid^ 
ber Summe ber Quabrate ber beiben anbern Seiten cerminbert um 
baj5 boppelte ^ßrobult biefer Seiten mit bem ©ofinu« be« von il^nen 
eingefd^loffenen aSintel« (©ofinuiS^Safe). S)abe{ l^at man unter bem 
©ojinu« eine« pumpfen SBinfel« ben negatiuen ßofinu« feineiS 
jpifeen Supplement« ju t)erjiel^en.**) 5Rad^ ben angenommenen SSe*» 
iei(|nungen (§. 1, 8) ift 



*) aWan fdJrciBt cob^A ober cos -42, coswa für (cos^)*, cos fma). 
**) tiefer @at, toeld^er ben ^pü^agoreifd^en Sa^ als einen l^efonbem %ail in 
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a^ = h^-^e^ — 2&C oosa 
h^ = c2-f~ö^ — 2ca cos/S 
c^ =* a^-f-ft^ — 2a6 €08/ 

SQäentt « red^t ift, jo ift cob« = o (1), a^ = A^+c^; toenti « ftumpf 

tji, fo ifl cos« = — co8(180<>— «), a2 = fc*i+ c2+26c co8(180<>— «) 
= 62+c2+2ftc8in(a — 90<>). 

SJetoei«. SBenn man in bem ©reied^-BC bie ^öl^e CD jiel^t, 
fo l^at man nad^ bem ^ptl^agoreifd^en @a| 

Siegt bet ©ette bc ber fpl|e SBHnlel ^4 gegenüber, 
fo ift DB = AB— AD, mithin 

gflun ift AD^+ CD^ = AC\ folglich 

J^'^ ^ 5C2 = AB^+AC^ — 2ÄB.AD 

Siegt ober bet ©eite bc ber fiumpfe SSäinfel A gegenüber, fo ifl 
DB = DA + AB, mxü)xn 

BC^ == AB'^ + 'IAB.DA + DA'^+DC^ 
= AB'^+AC^ + ^AB.DA 

3!n bem red^troinfeligen S)reie(I ADC l^at ^l> in bem erften gaUe ben 
äBert ^Ocos^ (2), in bem anbern gaUe ben SSert ^CcosCiso«— ^), 
folglidö tt. f. m. S)urd& bie ®r!lärung be« ©ofinirö eine« ftumpfen 
SBinfetö wirb ber jweite gatt in ben erften eingefd&loffen. 
Slnmertung. SRad^ (1) l&at man, xo^n a ftumpf ijl, 

co8(180<>— «) = 8m[900— (180®— «)] = sin (« — 90«) 

cos« =» — 8in(a — 90«) 

3. 83. pr co8l27«46' mirb — 8in37«46' gefe|t, meil e« einfad&er ift, 
90« t)on bem äßintel, alÄ ben SBinfel t)on 180« ju fubtral^ieren. 

4. 3)er ©ofinugfafe entl^ält bie Sftelation jroifd^en ben brei 
Seiten eine^ ©reiedS unb bem SBinfel, weld^er einer Seite 
gegenüber liegt, unb fann be^l&alb jur Söfung ber trigonometrifd^en 
aufgaben bienen: 1) avS jmei ©eiten eine^ S)reiedf3 unb bem von 
il^nen eingefd^loffenen SQBinfel bie biefem Sffiinfel gegenüberliegenbe 
©eite ju berechnen, 2) au« ben brei Seiten bie benfelben gegenüber^ 
Uegenben Söinfel ju bered^nen, 3) au« jwei ©eiten unb bem aSJinfel, 
meld&er ber einen gegenüber liegt, bie britte ©eite ju bered^nen. 



Sd^ fd^Ue^t, flnbet ft($ Eud. II, 12 unb 13 o^ne ben itidonometrtfd^en ^udbvudt 
ed festen ©UebeS. Sergl. $lanim. §. 14, 16. 
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giu8 6 = 3921, c = 4652, « = 27<>38' finbet matt 

a = y"52 + c2— 26ccosa = 2168 
Slug a = 246,9, 6 = 163,9, y = 113^16^,4 flttbet ttiatt 

c = Ya'^ + 62 + 2a5 Bin23<> 16',4 == 346,1 

3Watt fann bie »ered&ttuttg butd^ »ettufeuttg bet ©aufefd^en Xc&tU 
(aag. airttl^. §. 21, 2) erleid&tettt. 2lm einfad^ftett ober toirb bie erfte 
aufgäbe butd^ bett Oau^fd&ett S)oppelfafe gelöji. @. untett §. 3, 8. 

6. 3ur aSeteiä^ttUttg be« SQKttfel« « au8 bett ©eitett «, 6, c l^at 
ttiatt bie ®lei(i^uttg «^ = 52_^c2_26c cosa, folglid^ 

ft2^c2— «2 
COB« =3 

2oc 

SBetttt «2 = ä2_^c2, fo ift cos« = 0, « = 90^. aSetttt 
«2 ^ 62-f-c2, fo ift cos« ttegatijD, « ftuttipf, uttb matt fittbet itt 
bett SCabellett « — 90^, ttad&bem matt —cos« = sin(a— 90^) ge*» 
fe|t l^at. 

a33etttt 62_|_c2 — a2 > ±2hc b. ]&. (6 + ^)2 — a2 > o 

n)etttt alfo bie S)ifferettj üott 2 ©eitett größer ober bie ©umme üott 
2 ©eitett tleitter ift atö bie btitte ©eite, fo faßt cos« aufeerl^alb 
bet ©rettjett 1 uttb — 1, bet gefud^te SBittfel ift ttid^t real imb ba« 
®reie(f ttid^t lottftruierbar. 

Slttmerfuttg. %vA bett ©leid^uttgett (§. l, 7) 

4^ = 2fcc sin« 

Ä2-|-(;2 — q2 _- 2ic cos« 

fittbet matt, xotxl co82a-i-8in2a = i, 

16^^2^(j2^c2_a2)2 = 4^,2^2 
^2 ---. g^g f{^^g — l^^fjg — f^ 

tt)etttt s bie l^albe ©umme ber ©eitett bebeutet. ©. ^lauim, §. 14, 23. 
3ia(^bem matt bie gläd^e ^ au3 bett ©eitett bered^ttet l^at, fatttt matt 
bie SBittfel aud^ aui5 bett ©leid^uttgett 

2^ . ^ 2^ 2^ 

sma = —rci, sinp = -r^Ä, siny = -rr-c 
abc abc abc 

fittbett. SJergl. §. 1, 8. SKatt beredjittet juerfl bie beu lleittertt ©eitett 
gegettüberliegettbett SaSitttel, xodä^t fpi| ftttb; ber ber gröfetett ©eite 
gegettüberliegettbe SBittfel ift fpi| ober ftutttpf, fo bafe er mit beu 
beibett attbertt SBittfeltt bie ©umme 180^ bilbet. 

S)ie eittfad^fte ttumerifd^e Söfuug ber jn)eitett Aufgabe grttttbet 
fid^ auf gormeltt, n)eldS)e itt §. 3, 5 folgett. 
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6. 3ut SJeted&nutig ber ©eite c au§ ben ©eitert 6 unb «, unb 
bem SEBinfel «, tpeld^et ber ©eite a gegenüber liegt, l^at man bie 
©leid^ung a^ = y^+c^'-2bccoscc, folglid^ 

(.2 — 2&C cosa = a^ — b^ 
(c — ft cos«)^ = ft^cos^of + a^ — ^2 = a^ — b^ sin^a {2) 

c ==B ftcosa-j-ya^ — b^sin^ci 

®8 giebt aljo im allgemeinen 2 SlBerte x)on c S)iefe SEBerte finb nid^t 
real, xotnn a<ftsina ift; fie finb real unb einanber gleid&, menn 
a = ft Bin a; fie finb real üerfd^ieben, menn a > ä sin«. SBenn im 
leiten galle « = 6 ober a > & ift, fo beträgt bie Duabratmurjel 
fomel ober mel^r al* ftcos«, unb ber jweite SQBert t)on c tjerfd&roinbet 
ober TOirb negatio, b. 1^. bie ben SBerten t)on c entfpred^enben ©tredten 
AB* unb AB" l^aben entgegengefefete Sftid&tungen (5ßlanim. §. 14, i). 
a)iefe ®eterminatton ftimmt mit ber §. 1, 9 gegebenen überein 
unb finbet bei ber Äonfiruftion beS S)reie(I^ ABC aua ben gegebenen 
eiementen i^re Seftättgung. S)ie birefte SluSreiä^nung ber ©eite c 
fielet aber ber tnbireften SluSred^nung berfelben mit ^ilfe be« SEBtnfelÄ y 
an ®infa(ä^l^eit nad^. 



§. 3. SSon ber S^angente unb ßotangcnte. 

1. ®er Ouotient be^ ©inu« eine« SBinfete burd^ ben ©ofinu« 
berfelben l^eifet bie 2;angente be« SBinlel«.*) ©ie a;angente be« 
ÄomplementiS eineiS SBinfelÄ mirb bie ©otangente be« SOäinlete ge* 
nannt SRan bejeid&net bie Slangente unb bie ©otangente be« SBinfel« « 
burd^ tanga unb cotof, unb l^at bemnad^ 



5«un ift 



folgli 



tanga = cot« = tanff(90^ — « 

° cos« ° 



i /AAO \ sin(90^ — of) cos« ,„ - ,. 

tang(90<'— a) = — 777770- x =« -; — (§.2,1) 

^ cos (90"-—») sma ' 



cot« = - — , tangof.cota = 1 
sin a 



*) ®ie %aUVit ber SBangcnten ift t)on ben «raBcrn (Sil Satani 900) fort* 
ftruicrt rootbcn, wicSButtfl^arbt Ibemerlt l^at. 3»« Dccibent würbe fie ©on 9legio« 
montanuS 1463 unter bem tarnen tabula t'oecunda eingefül^rt. ^er '^oxat 
Tangente rüljrt r>on gin! (geom. rotundi 1583) fier. SBeral. 3Jf(eiberer Xriaon. 
p. 129. 141. 161. 
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b. 1^. bie Xangente unb bte (Sotangente tinti SBintetö ftnb teciptot, 
il^te Sogatitl^men ftnb entgegengefe|t gleiii^. 

3. S)ie ©leiiä^ung co82a + sin^« = i (§. 2,2) gtebt butd& »toffion 

sin^a 1 coB^a 1 

008-*« cos^ce sm^a mu^a 

b. t. jufolge bet aufgeftefften Definitionen 

1 1 

l+tang^a = — =- cot^a+l = -7-9- 



008-*« sm^a 

ajlan lann alfo auÄ bem ßofinuÄ eine« SBBinletö feine 3;anflente, au^ 
bem ©inuÄ eine« SBinletö feine ©otangente unmittelbar bered&nen, 
unb umgelel^rt. 

3. SBenn bet SQäinlel non biä 45<> unb weitet bi2 90 ^ fleigt 
fo fteigt feine 3;angente pon bi8 1 unb bi& od, unb feine ©otangente 
fäat non 00 bi« 1 unb bi« 0. 5£)tm t& ift 

tangO = — - = - = 
° CO8O 1 

° cos 90" 

• 3ft /S > «, fo ift sinjS > sin«, cos/S < cos« (§. 1, 4 unb §. 2, 1), 

siaß „^ sin« 8ina 

CO8/J C08|5 008« 

folglfd^ tang/5 > tanga. ©agegen ip 

cotO = 00, cot450 = 1, cot900 = 

cot/J <C cotcr 

S)ie SiabeHen bet Xangenten unb ©otangenten wetben wie anbete 
Xabetten intetpoKett. SQSenn bet SBinlel fteigt, fo jieigt feine 3;angente 
obet beten Sogatitl&muÄ, unb faßt feine ©otangente obet beten ßoga*» 
tit^mu«, unb umgelel^tt 

änmetlung. SBenn bet SBinfel « iiumpf ijt, fo l^at man (§• 2, 3) 

*"^«« " -008(1800-«) ^ -t^^aSO^-«) 

_ 008 (« - 900) _ ^,,,(_9,o) 

— sin (a — 90") 

©ui>plement&te sasinfel l^aben alfo entgegengefe|t gletd^e Tangenten 
obet Sotangenten. 
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4. 3n einem te^toinleligen S^reied tfl bie Tangente eineiS 
fpi|en äBinlefö hcä SSetl^ältntö bet bem äSittfel gegenübetliegenben 
Äatl^ete ju ber anbetn Äatl^ete. S)ie Eotanflente eine« fptlett SBinlel^ 
ifi baiS SSetpUntö ber bem äBinlel attliegenben fiatl^ete ju bet anbern 
Äatl&ete. ©Ine Äat^ete iji baS ?ßtobuIt ber anbern Äatl^ete mit ber 
Tangente be2 ber erflen Äatl^ete gegenilberliegenben SBinlel« ober mit 
ber ©otangente be« ber erften Äatl^ete anliegenben SEBinfete. 

Semei«. 3n bem red^troinleligen SJreied äbc, beffen ^ppote^ 
nufe AC i% l^at man 

. . BC .AB 

8111-4 = TTir cos-4 =»= 



AC ^° AC 



folglid& bur(]& 5Dimfion 



^^^"^ = 2^' ^^^ = BC 

4 

alfo 

i9C = AB.tsmgA = i4^.cotC 

Slnwenbungen. 2Kit $ilfe biefe« ©afee« ftnbet man au2 ben 
beiben Äatl^eten bie SBinlel be« red^troinleligen ©reiedt«, au3 einer 
Äatl^ete unb einem fpi|en SBinJel bie anbere Äatl&ete. 

Um auÄ ben Äatl&eten ab unb BC bie ißppotenufe ju bered&nen, 
fud^t man in ber SlabeBe tang^ = BC:AB, baneben sinA ober cos^ 
(ber größere oon beiben erforbert bie geringere Interpo lation), unb 
flttbet AC = BC: sinA ober AB : cos^ einfad^er al& yAM^-i- B(P. 
SJergl. §. 2, 2. 

(Sin beliebiger 5ßunft o be« Sffiinlel« cba l^at von ben ©d&enf ein bie 
Slbftfinbe PO, ao, beren Summe fr ju ber ©umme ber SKbf^nitte pb, 

BQ ba« unoeränberlid&e SSerl^ältni« t&ng^CBA 

l^at*). S)enn bie ©erabe QM fd^neibet tjon bem 

SRebenminfel ba8 ©reied SQB ab, beffen SBBinfel 

Q, S gleid^e Komplemente i^aben unb ^CBa 

Betragen, fo bafe PS = pb + bq, Piz : P/Sf = 

i&ng^CBA. S)ie ©treden pb, bq [xnh negatit), 

wenn il^re SRid^tungen ben Slid&tungen ab, bc 

entgegengefefet finb. 

SBenn burd^ aa\ bb\ cc* bie SBinfel bejeid^ttet werben, meldte 

mit ben Seiten BC, CA, AB eine« S)reiedtö bie ajattettiiiictt be«felben 

A^A, B^B, CiCbilben, fo ift 




^ %yx% Mefem ^tmoKo^ fliegen @äj^e übet $mmeter oon $o|[|d^n^ ysf^ ftl^ 
Cberfläd^en von ^ol^ebem^ n)e(d^e auf anberem äßege Sinoefof Öulütin de 
Petersburg 1870 t. 14 p. 256 aibgeleitet l^at. 
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AC'-BG' = 2AB.C,Cqo%c<^ {$Iatt{m.§. 14,2) 
4^ «= 2^5. CjC Bincc' (§. 1, 7) 



cot cc' = — r— — . cot aa' 



a2— c2 



4^ ' 4^ 

cot aa'+ cot 55' + cot cc' = 0*) 



4^ 



g« 11« aus bftt ©elten a, 5, c ettte« 2)teie(I« We fflinfel «, ft y 
ju finben (§. % 5), bwd^net m«n im einfftd^jien tta(i& ^lattim. §. 14, 23 
ben SRabtu« be« eingefii&riebettett Ärelfe« 

d = l/ (^~a)(*-fc)(5-c) 

WO Ä ben J&alben 5ßetimetet be« SDtreledf« bebeutet/ unb erfiält xn 
bet ft. a. D. gegebenen gigut cot i>'4Z> = ad':D*d (a), u. f. w., 
folglid^**) 

— h 



cot^a 



cotiJJ = 



cot^y 



cot|« + ooti/? + ootiy = ^ = — = cot^a coti/S cotiy 

»elfpiel. 



a 


3921 


Iog(« — a) 


3,1611 


b 


4652 


log(« — J) 


2,8561 


c 


2167 


log (ß — e) 

• • • • 


3,5055 


2s 


10740 


9,5227 


s 


5370 


log* 


3,7300 


s — a 


1449 


logd« 


5,7927 


s—h 


718 


logd 


2,89635 


s — c 


3203 


log COt^tt 


10,26475 


1« 


28»31',5 


log cot^/J 


9,95976 


iß 


47» 39' 


log cot^y 


10,6091s 


iy 


13«49' 







a 



57^3', ß = 95» 18', y = 27<>38' 



6. Um ans jwei Selten eine« S)t»ie*8 unb 
bem von il^nen etngefd^loffenen Söinlel, h, a, c ober 
h, y, a, ben SBinlei ß tu beted^nen, töeU^er einet 
t)on ben beiben Seiten h gegenübet liegt fann man 
mn bem SBinfel ß entmebet butd^ bie ipöl&f CD ^ 
boÄ te(ä5tminlelige »teied bcd abf(]^neiben, beffeit ^ 

*) Sa|'b.enbet (S^runert 3lrc6i» 49 p. 115. SSctöl. unten §. 6, 7. 
**) gottt'Ji'w Sl^äticug. SBergl. ^fUiberer Slrigonom. p. 894. 

19* 




B D 
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Äatl^eten DB = ab— AD = c— ft cos« unb dc = ft sin« finb, 
ober burd^ bie $51^ AE ba« red^twittlelige SDteied ^^iß, beffeit Äa- 

tl^eten BE = BC—EC = a — ft cosy Uttb E^l = 6 siny pttb. 5Ra(^ 

(4) l^at man 

^ h sma & siny 

tangp = 7 = TT^ — 

° c — 6 cosa a — ö cosy 

aOBettit ber Sflenner t)etfd^n)inbet, b. ^. AB = AD, fo iji tangjJ unenb^ 
lt4 unb ß ted^t SBSenn ber Slenner negatto ift b. 1^. ^ß < ^D, jo 

iji jS ftumpf unb (3) 

cot(^-900) = /^^^^ 

^0 cos a — c 

in Übcreinftininiung mit bet gigut. 

SHe etttfad^jie numettfd^e Söfung btefet Slufgabe grünbet fid^ auf 
ben folgenben ©a|. 

7. 3)a« $tobuft einer ©elte eine« ©reied« mit bem ©inuÄ (ßo^ 
finuiS) ber l^alben ©ifferenj ber anliegenben SBinfel ift bem 5ßrobuft 
ber 2)ifferenj (Summe) ber ben beiben Sffiinfeln gegenüberllegenben 
Seiten mit bem @inu8 (6ofinu8) ber lialben Summe berjelben SSSinlel 
gleid&. 

S)ie 2;angente ber l^alBen SJifferenj tjon sroei SQSinfeln eine« 3)rei^ 
ed« l&at jur 2;angente ber l&alben ®Vimxit berfelben saSinfel baSfelbe 
3Ser^ältniÄ, al8 bie ©ifferenj ber gegenüberliegenben Seiten jur 
Summe berfelben.*) 3- SJ. 

ftsin^Cy— a) = (c — o)8iiii(y + a) 

h co%\{y — a) = (c +a)co8^(y + a) 

tangi(y— a) :tangi(y + a) = c — a:c + a 

Sewei«. SRad^t man AD = AB — BC, AE = i45 + 5C, fo 

ijl ber SBinfel 

DCB = BDC = iE5C = i(y + a) 
ACD — ^Ci5 — JDCä = i(y — «) 

\^ unb 2>C£ = 90^. 3n ben SJreiedfen adc 
E unb ilEC iji nad^ §. 1, 8 

AJ) CA AE 



^:--\ 




^mCDA mnACD* Bin CEA smACE 



*) S)ct 3wfa4/ tocidjen gin!'(geoin. rotundi 1583 p. 281) oui^ einer Don 
^tolemöud unb ätegiomontanud angefteUten ^ettad^tung (9) abgeleitet bat 
($f leib er er 2:ri0on. p. 356), ift wie ber entfprec^enbe ©a| für baS f^^ftrifd^e 
ä)reie(f unter bent92amen ber 9le;)erfcl^en Sin alogie (Proportion) Befannt. ^er 
^auptfa^ l^eifit mie ber entfprec^enbe @ai ber ^pl^öril ber @au$fd^e ^oppelfat- 
SSergl. unten §. 5, 10. 



i 
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gitttl ift »in CDA = »in BDC (§. 1, 7), »in CEÄ = cosEDC Uttb 

sin ACE = cos ACD (§. 2, 1), folflUd^ nad& flewöl^nlid&et SBejeid^nuttfl 

6 c — a h c-i- a 



sin^(Y — €c) ' 



C08i(y + «) ooß^(y— -«) 



ober 

b 8in^(/ — «) = (c — a) Bm|^(y + «) 
b 008-1^(7 — a) = (c + a)c08^(y + a) 

S)ut(i^ S)i9ifton etplt man 

8, SIBit ^tlfe be« tjotftel^enben @a|e« roetbett am einfadöjiett 
au& jmei Seiten c, a etne^S ©teied« unb bem elngefd^lof je- 
nen SBinlel /5 bie übrigen Elemente y, «, b be« ©teiedtö bered^net 
S)et SBinfel i(y + a) Iji ba« Äomplement t)on 1/3. SWan fennt bem- 
nad& bie ^robuftte ftsinKy — «) unb bcos^ly — a). 2lu« il&ten 
aBerten finbet man burd& SDimfion tangi(y— a), unb l^ierju fowo^l 
sin |(y — a) uub cosKy — a), al& aud^ beu SBinfel i(y — «). JDal^er 
fann man nun bie Seite b auf jroei tjerfd^iebene Srten burd^ S)itJifton 
bered^nen, unb finbet enblid^ au« i(y+a) unb i(y — «) bie aBin!el 

y unb a. 

SBeifpieL 

log(c — o) 2,8639 

logsmi(y + «) 9,9872 

log(c + a) 3,9332 

logcosl(y + a) 9,3781 

logÄ8ini(y — «) 2,8511 

log5co8i(y — a) 3,3113 

logtangKy — «) 9,5398 

log sin^ (y -— «) 9,5151 

log cosi (y — a) 9,9754 

log 6 3,3360 

änmerfung. Um au« einer Seite 6 eine« ©reied«, bemgegen^ 
Überliegenben SBinfel ß unb bem aSerl^ältnt« ber beiben anbem Seiten 
a : c = w bie übrigen Elemente be« Sreiedfö ju bered^nen, fefet man 

tangi(y-«) = ^^ tatigl(yH-«) = f^tangi(y + «) 



c 


4652 


a 


3921 


ß 


27« 38' 


c — a 


731 


c + a 


8573 


iß 


13»49' 


i(y + «) 


76011' 


iCy-«) 


19« 7' 


y 


95« 18' 


« 


57«4' 


b 


2167,5 



l(c-ö) ^ \b 



sin |(y — a) 
8ini(y + a)' 



W-^-a) = \b 



C08l(y — «) 
C08i(y + «) 
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9. Seil c : a BS 8iD7 : siiia (§.1,8), fo l^at matt, toetttt 
Bin« : sin/ » m {{i, itdii^ bem fiel^tfol (7) 

. .f V . ,/ , X siny — sin« 1— m 

3Ratt latttt alfo au2 bet @umme t)ott stoei äBittleltt uttb beut 
äSetl^&ltttiS il^tet @itttt2 bie SHffetett} bet beibert äSittlel, alfo 
wä^ ble SBSitilel fettjl beted^ttett.*) ®abei tattti m = sinf* gefefet 
tDetbett, u. f. to. äBetttt bie gegebette @umme 180^ äbetfteigt, fo fe|e 
tnati y = 180»—/, « = 180»—«', uttb l&at 

tangi(«'-yO:taiigi(«'+yO = ^!^"!T^^^^ 
®*^ '^ ^^^ ''^ sin«' + 8111/ 

SfUttt ijl «'— / = y — «, i(«'+/) = 180»— i(y + «), tttlb (3) 

taiigi(«'+yO = — taiigi(y4-a) 
Bin«' SSB3 sin«, siny' = siny 

alfo tote t^orl^itt 

tang4(y — «) : tangi (y + «) = . ^ . — : — 
©au / "&2V/ / siny + sin« 

atttoettbttttg. Slttf bet ©bette be« ©teiecf« ^liJC giebt e« eittett 
5PttttIt />, für toeld&ett bie ©eitett ab uttb i?C gegebette f(%eittbate 

©röfeett l^abeti. S)iefet 5PuttIt z> iji bet: jtoeite ge^ 
ttieittfd&aftli^e ^Jutttt bet tteife ABO uttb BCA% 
beten ©eittett ab uttb bc filt C uttb -ä' bie ge«* 
gebetteti fd&eittbatett ©töfeett bejt|ett; et Ijl utibe^ 
ftittitnt, toetttt bie beibett Äteife tnit betu Ätei8 abc 
^Ji! ittfattutiettfattett. 

Uttt attS bett gegebettett @lemetttett beS S)teie(fö 
ABC, toooon AB, BC uttb bet SQ3iti!el cba but(§ c, a, ß bejeiii^ttet 
toetbett, uttb au* bett SQäitileltt adb unb bdc, bie butd^ / unb «' 
bejeid^ttet toetbett, bie ©ttedfett da, db, dc, bie butd^ /, g, h b^eid^^ 
ttet toetbeti, ju beted^ttett**), bejeid^tie tnan bie SSäittlel BAD uttb DGB 
be« asietedt« abcd butd^ (p uttb i/;, uttb l^at 

i(<P+^) = 180»-i(/+«'+^) 

Stt beti S)teiedtett abd uttb -BCD ijl 




*) ^iefe 9btfgabe unb il^re lonfkuttbe £dfung iß burd^ ^toletnftud unb 
9legiomontanud befonnt geioorben. fßexoji, bie lOemerlung )u (7). 

**) ^ntinui 1614, $otl^enot 1692, Lambert 1765 u. X S3erg(. $flei* 
berer Xrigon. p. 275. i)iefe Aufgabe n)itb getoöl^nUd^ nad^ bem ^»eiten Se» 
arbeitet bie ^ot^enof fd^e Aufgabe genannt. 
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sin ff ßiü/ ' 


foIflUdö butd^ S^lDifion 
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^a^ bem obtflen Ifl aber 
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sinif; 


Bina' 
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TU 




sing) — 


-sin 


* 



Da\f r/ BYVf I T/ smqp + smi/; 

toobtttd^ i(9^— *)^ alfo aud^ 9 unb 1^ belannt werben. 
man jur SJeted^nung t)on /, ^, ä 

f 9 ^ Ä 



8iii(<)p4"y') sin 9 sin/ 



1 — m 

@nblid^ l^at 



Bin(i/;+a') ßina' 



»eifpiel 
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a 
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^ 


65» 27' 


y' 


32 »52' 
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23» 25' 


i(/J-h/+«') 


60» 52' 
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119» 8' 
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10» 6' 
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129« 14' 
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109»2' 
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742,2 


/ 


294,5 


h 


579,3 



logc 

log sin/ 

log(c : siny') 

loga 

log sina' 

log(a : sina') 

logm 



log 



1— .. 



1+.. 

logtang|05+-..) 

log tang|(9-— if;) 

log sin^' 

log sin(9+yO 
log Bin(^ + aO 

log^ 
log/ 
logA 



aaSeil In bief em gaUe w > 1 unb tang 5^y^ 



2,7160 
9,7346 
2,9814 
2,4942 
9,5993 
2,8949 
0,0865 {A) 

-0,7433 (—CO 
0,2599 (/S) 

- 1,0032 

10,2539 
9,2506 
9,8891 
9,4877 
9,8680 
2,8705 
2,4691 
2,7629 



— tang 



j5+/4-a' 



fo ifl tangi(g>— t) 
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10. Slufeet bem ©ittti« unb ©ofinuÄ, bet Xattgente unb ©otan«' 
gente eitteiS äBinleliS a toetben tn bet ^tigonontetrie 6tön)eilen no($ 
anbete Munitionen beiS SSintelS a gebtau(i^tr nctmlid^ bie Selante 
unb ©ofelante, bet 6inu^ vtx^nS unb 6ofinu2 t)etfuS be*-» 
felben, unb butd^ &ecct, coseca, sin versa, cos versa bejeid^net 3]^te 
^Definitionen lauten: 

1 1 1 

seca «= , coseca 



cos a ' cos (90^ — a) sin a 

sin versa = 1 — cosa, cos versa ==» 1 — cos(90^ — a) = 1 — sin« 

^ jr ^^ Benennungen ©efante, aiangente unb 

©inuÄ t)etfu« finb geoniettifd^en Utfptung«. 
3ßit bem Siabiud AB befd^teibe man um ben 
©d^eitel A in ben SCBinlel BAC ben ÄteiSbogen 
BD unb ben üuabtanten bk Siel&t man bie 
3lotmalen BC, df ju ab, unb bie Sflotmalen 

DG, EH JU AE, fo ift 

jPD od 

cos BAD = sinPilE = -jr=r- 

AD 

EH 

coiBAD =tangDi4E= j=^ 

AD AD AC 



sin BAD 


AD 


i&ngBAD 


BC 
AB 




secBAD 




GOsecBAD 


sin vers-B-4D 



GD ~ AF AB 

AH 

AE 

AF' FB 



secDAE = 



C08versB-4Z) = sinversI>-4E = 



AD AB 

GE 
AE 

SBenn bet 9iabiuÄ eine Sängeneinl^eit unb 180 : n eine SBinleU 
einl&eit ift, fo ifl bet Ätei^bogen BD bem ©enttiminlel BAD (feinem 
SltcuÄ, ^pianim. §. 13, 8) gleidö, nnb man etplt bie SluSbtflde 

sin^Z> = FD, cos BD = GD 

tang^Z) = BC, cot BD = EH 

secBD = AC, cosec BD = AH 

sin versÄD = FB, cos versÄD = GE 

benen bie 3flamen Siangente, ©elante, ©inuÄ t)etfu« u. f. m. entfpted^en.*) 

*) @ine %ci:f>eUe hex eefanten ift aur ^rleid^terung bet irigonomeinF^en Jit^^ 
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Sdadö bem ^ßpt^agotetfd&en ®4e ifl AB^ + bc^ = ä(P, AFJ+ 

EH^ = AH^, b. ]&. 

H-tang2j5JD = sec^J^D, l + cot^-BD = cosec^^D 

wie oben (2) angegeben würbe. 

©in SBogen ift länget als feine ©el&ne, mitl^in länger a\ä bie l^albe 
Seltne be« t)erboppelten SogenS. S)er ©eltor abd ift Heiner als 
baS Sreied ABC, bal^er ifl ber a3ogen BD lürjer als bie Siangente 
BC (Dergl. 5ßlanim. §. 10, 4). 3Kan ^at bewnad^ bie Segrenjungen 

FD < Sogen BD < BO 

siaBD < Sogen BD < tang^D 
8in-Bi> coB BD ^ tang^D 

a3ogenB2> . ^ _!_ . . SogenigP ^ . ^^^^^ 

&mBD C0& BD ta,ngBD 

Sei l^inreid^enb lUinen Sogen BD finb sinB/), tang52>, i— cosJ?i> 
beliebig tUin, bie Meinem ©ifferenjen nuU, b. §. bei unenblid^ fleinen 
Sogen ift 

Sogen igj) ^ Sogen ^JP ^ 

8ini5Z> ' teng^D 



§• 4. ©ottiometrie. 

1. Sut: Seiiinmiung be« SBBinlete fg ber ©eraben g mit / auf 
einer Sbene ifl t& erforberlid^, bafe nid^t nur bie pofitioe Sllid^tung 
ieber ©eraben (5ßlanim. §. 14, i), fonbem au(^ ber pofitit)e ©inn 
ber ebene gegeben fei, b. ^. ber ©inn ber SDrel^ung, burd^ n)el(§e 
pofitit)e SBinfel (unb gläd^en) ber @bene befd^rieben werben.*) SBenn 
bie ©erabe / in bem gegebenen ©inne (j. S. linföum für ben auf 
einer befHmmten ©eite ber ßbene jie^enben Setrad^ter) um « ®rab 
gebrel^t werben mufe, bia bafe bie pofitioe Sltd^tung t)on / mit ber pofi^ 
tiDen Slid^tung von g überein jiimmt, fo l^at ber burd& fg bejei^nete 
SEBinfel « ®rab. S)abei lann für a aud& c+360^ «+2.360«, . ., 
a+fc.360« gefe|t werben, wenn k irgenb eine ganje 3^1^^ pofttit) 



nungen oon Soad^im 9<{l^äticu3 1539 unter bem ^itel canon hypotennsarum 
unb von ä^auroI^cuS 1558 unter bem Xitel tabula benefica Beregnet unb l^er^ 
ausgegeben worben. 2)ie SRamcn Xangente unb ©efante rül^ren üon %xxit ^er 
(geom. rotnndi 1583). S)cr SÄame ©tnuä »erfuS (im ®egenfa| üon sinus rectus) 
toar frül^er gebräud^Ud^. ^erg(. ^fCeiberer a. a. O. ^urcjj bie @rfinbung ber 
Sogaritbmen n>urbe ber ©ebraud^ ber ^tlanUn in ber Trigonometrie ü5erf(üffig. 
*) ©iefe genauem Scftimmungcn fmb »on 3Röbiu^ (analst, ^pl^äri! 1, Äreif; 
oenuanbtfd^aft 8, unb anbenoärtd) angegeben morben* 
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ober negatto, bebeutet (^lanint. §. 2, 4). Sßenn ju bemfelben 3tt)e(fe 
bie Oerabe / In bem gegebenen Sinne um 360 — ß ®tab ober in bem 
entgegengefe^ten @inne um ß ®tab gebte^t toetben vm% fo l^at bet 
but($ fg Bejeid^nete aSinfel — /5 ®rab. 

3)emna^ l^at bie ©umme ber SBinfel fg+gf ben Sffiett obet 
ic . 360<>, bie SBinlel fg unb s/ flnb entgegengefefet gleid^, gf = —fg, 

S3ei brei ©eraben einet ®&ene, /, ^, ä, l^at man 

fg+gh+hf = 

aud& in Uvx gatte, bafe bie ©etaben xAiS^i butd^ einen 5ßunlt gel^n. 
Bie^t man namH(% butd& einen 5ßunlt bet ®bene bie ©etaben f, g*, h', 
bie mit /, g^ h bet Sleil^e nad^ pataUel unb t)on einetlei pQfttit)en 9li$^ 
tungen ftnb, fo pnb bie SSinfel /^ unb fg, g*h* unb ^ä, h*f unb ä/ 
gleid& (5ßlanim. §. 2, 8), ballet fg+gh+hf = fg»-\^g'V+h'f = o. 
2lu« bietet ©leid^ng etl^ält man 

fg+g^ ^^ —hf = fh 

fh *= ^Ä— ä/* = fg — hg, U. f. W. 

SBei bet Sejeid&nung eineS SBinfetö butd& 3 S5u(ä^jlaben, j. 83. 
Cß4 mitb ootauggefefet, bafe bie pofitioen 9lid6tungen bet ©^entel 
oon B na(5 c unb oon b na(§ ^ gel^n. Sei bet Segeiiä^nung be« 
oon jwei ©tteden ab unb cd gebilbeten SBinlel« ab" CD mitb 
ootau^gefelt, bafe bie pofitioen SRid&tungen bet ©lä^enfel oon A naSi B 
unb oon c nad& d ge§n. 

3^ SBenn eine beliebige ©ttede ab bet ©etaben h auf bie 
©etabe a? butd& SRotmalen ptojiciett unb bie 5ßtoie!tion butd^ a^b^ 
bejeid&net toitb, fo ifi ba« SSetl^ältni« bet ^ßtojeftion jut pto^ 
iicietten ©ttede a^b^ : ab unabpngig oon bet Sänge bet ©tterfe 
unb i^tet Sage auf bet ©etaben h ($Ianim. §. 8, 2) unb oetänbett 
fid^ im allgemeinen, xotxvx bet oon ben ©etaben x unb h gebilbete 
SBinfel eine SSetänbetung etleibet (§. l, 3). S)emnadö ift bai8 genannte 
aSetl^ältnia eine beflimmte gunttion be« 2BinIeB xh unb l^eifet bet 
ßofinu« biefe« SBinfel«. 9Ban bejeid&net ben eopnu« beS SBinleU 

xh butd^ cosaJÄ, fo baß 

co8a?Ä == A^By^iAB, A^B^ = AB co^xh 

3n biefet umfaffenben Definition be« ©ofinu« itgenb eine« SBinfel« 
iji bie oon bem Eoftnu« eine« fpi|en SBinfel« in §. 2. gegebene 
Definition enthalten.*) SSetgl. bie gigut §. 3, 10. 



*) 2)iefc Slttorbnung unb Utt5ef(§tftnlte »egrttnitting ber ©oniomctric unb Xri- 
jonometric ücrbanft man aJlöbiuS. SBetgl bie angefüljtten ©d^riftcn. 
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3n)et 3Bin!el, toeld^e entgegengefeit gleidg ftnb, l^aben biefelben 
©ofinu«; jwel SBinfel, beten »ifferenj ober Summe 180^ beträgt, 
l^aben entgegengefe^t gleid^e SoftnniS, j. %. 

C08( — «) = cos« 

cOB(a+180^) = —008« =« C08(— a + 180<>) 

»emel«. SBenn bte ®etabe x ben S38inlel gh l^albtett, fo finb 
bie SBintel hx unb xg gleldö, xg unb xh entgegengefeftt gleid&. 5Die 
©etaben, meU&e bie ©ttedte ab bet ©eraben h auf x normal proji^ 
deren, f d^neiben x in A^ unb B^ , unb g in 
-4j unb -©2, fo bafe cosa?Ä = ^,i?,:i4F, 
coso;^ = A^B^x A^B^. JDrel^t man bie 
gigur A^B^B^A^ wx bie Slje a;, bi^ J^ auf U> 1^ 

-4 fättt, fo fättt bie pofitioe Sttid^tung t)on g \ \ 

mit ber pojttioen Slid^tung oon h, unb ^2 
mit B jufammen. SBenn nun ab eine pofi^ 
tioe (negatloe) ©trede öon h x% fo ip a^b^ 
eine pofttioe (negatit)e) ©tredte oon ^; alfo l^oben bie %er|ifiltni{fe 
AyB^ : A^B^ unb A^B^ : ^i? einerlei ®rdJ5e unb Beid^en, b. i t& ijl 

COSO;^ = 008 07^. 

SEBenn aber bie pofitioen Sftid&tungen ber oereinten ©eraben h unb 
Ä' entgegengefe^t finb, fo unterfd^eiben fid^ bie ©inlel xh unb xh* um 
180^. 3fi nun AB eine pofitioe ©tredte oon h, fo ijl ^iß jugleid^ eine 
negatioe ©tredte oon h*, unb umgelel&rt. S)a8 3Serl^ältniÄ A^BiiAB 
l^at in bem einen f^aUe ben 9Bert cosa;^, in bein anbern galle ben 
Sßert 008 x^', alfo ftnb cosxk unb cosxh* entgegengefe|t gleid^. 

älnmerfung. äSenn bie ©eraben paraQel unb von einerlei pofi^ 
tioer aiid^tung finb, fo iji eine ©tredte ber einen mit il^rer 3florma^ 
projeltion auf bie anbere Don einerlei ©röfee unb S^^^^- SBenn bie 
©eraben normal ju einanber finb, fo oerfd^roinbet bie aflormalpro^ 
ieftion einer ©tredte ber einen auf bie anbere. 35al&er l^at man 

cosO == 1, cos90^ = 
co8l80<> = — cosO = —1, CO8270® = 0, U. f. f. 

8. SKu« ben angegebenen ©genfd&aften ber Sofinu« fliegen bie 
entfpred^enben (Sigenfd^aften be« ©inu« infolge ber De^finition 

sin« = 008(90^ — a) 

3nbem man « burd^ 90<>— « erfe^t, ftnbet man 

8m (90^ — «) = 008« 

Smei aSinfel, beren ©umme I80 ^ beträgt i^aben bief elben ©inu«. 
Smei SBinfel, bie entgegengefeit gleid^ finb, fomie imei SBinfel, beren 
©ifferena 180 <> beträgt, l^aben entgegengefe|t gleid^e ©inu«. g.». 
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8m(180®— «) — sin« 

8m(— «) = —sin« — sin(180ö+«) 

S)entt sin(180^— «) = co8(90ö — 180<>+a) = co8(90<>— «), weil 

ble aaJinlel — 90^ + « unb 90^— « entflegengefe|t gleidö jinb. S)a^ 
gegen ift sin(— «) = oo8(90®+a) = — co8(90®— «), weil ble 
@\mm bet SEBittlel 90« + « unb 900—« j,en Sert 180 ^ ^at 
S)ie befonbettt SQBerte 

smO = 0, 8in90<> = 1, 8ml800 «= 0, 8iii2700 = —1 

u. f. TD. ergeben fid& an« ben SDBetten t)Ott co890^ co80, . . . aSetgl. 
bie gignr §. 3, lo. 3nt? »ennfeung bet XobeBen blenen bie 9le^ 
bnftionen 

008« = — 8in(« — 90®) 8m« = co8(« — 90 «) 

= — co8(«— 180<>) = — sin («—180 0) 

= sin(a— 270«) = — C08(«— 270<») 

4. Sin« ben gefnnbenen ©tgenfd&aften bet ©ofinn« nnb ®tnn3 
fliegen bie entfpteiä&enben ®igenfd&aften bet älangenten nnb ®o* 
tangenten jnfolge bet Definitionen 

tang« = — , cot« == tang(90® — «) 
° cos«' 

SEBeil 8in(900— «) = cos«, cos(90<^— «) = sin«, fo ifl 

008« 1 

cot« = —. — = 



sin« tang« 

3tt)ei SSHnlel, beten S)iffetenj 180 <> bettägt, l&aben biefelben %an^ 
genten nnb Sotangenten. Sroei SBinfel, beten ©nmme obet 180 <> be^ 
ttägt, l^aben entgegengefe|t gleid^e 2;angenten nnb Sotangenten. 3- *• 

tang(aH-180<^) = tang« 
tang( — «) = tang(— «+180®) = — tang« 

weil bei bem Übetgang t)on « jn «+180® fowol^l bet ©inn« als and^ 
bet ©oftnnÄ ba« 3eid&en roed^felt, wäl^tenb bei ben Übergängen non « 
jn — « obet —«+180® nnt bet eine oon beiben ba« 3^i^^^ wec^^felt. 
Sie befonbetn Sffiette 

tangO = 0, tang45® = 1, tang90® = oo 

tangl35® = — 1, tangl80® = 0, tang225® = 1 

tang270® = oo, tang315® = — 1, n. f. f. 

etgeben fid^ an« ben jnge^tigen Sffietten bet Sinn« nnb Kofinn«. 

Slnmetfnng. S)et nnbelannte SBinlel x etplt bntd^ jebe bet 
©leid^nngen cosa? = a, siax = b, tanga? = c nnenbli(§oiel befiimmte 

3Bette. ^Üt cosa? == — a, sina; = — b, tanga? = — c fefet Wan 
sin (a?— 90®) =^ o, sin (a?— 180®) = b, cot(a;— 90®) = c 
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SP « eine SBButiel ber ©leid^ung cosa: = a, fo ift aud& — « 
eine SButjel betfelben. S)ie anbetn SOäutjeln finb in ben gottneln 
a + fc.360^ _« + fe.360^ entl^alten, wo für k jebe ganje 3c^^l 
gefefet werben lann (i). 

3ji /5 eine SQBut^el ber ©leid^ung sina? = ft, fo ift ouä) 
ß + Jc.d60^ unb 180»— /5 + fc.3600 eine SBurjel berfetten. 

3ii y eine SOBurjel ber ©leid^ung tang« = c, fo ijl aud^ y + ^ • 360» 
unb y+l80» + fc.360» eine SSBurjel berfelben. 

®ie 2lrcu8 ber gefunbenen SBinfel (5ßlanini. §. 13, 8) werben in 

ber Slnalpfi^ feit ®uler burd^ arccosa, arcsinft, arctangc be* 

jeid&net, ober aud^ burd^ Ang cosa ober arc(co8 = «), u. f. w. 

6. S)ie ©eroben, auf benen bie Seiten BC, CA, ab eine^ 
3)reie(tö liegen, werben burd& fi g, h, eine willfürlid^e ©erobe ber 
ebene ABC wirb burd^ p bejeid^net 3flad& wiHJürlid^er gejlfelung 
beÄ pofitioen ©inneS ber Ebene (1) unb ber pofitioen Sftid^tungen oon 
ff 9t K p fiTib bie ©treden unb äßinfel ber gigur aud^ bem 3eid&en 
nad& beftimmt unb burd^ folgenbe ©leid^ungen t)erbunben:*) 

BC cos pf+ CA co&pg + AB cosph = 

BC sin pf+ CA sin pg + AB sin ph = 

BC : CA : AB = sin^Ä : sinÄ/ : sin/^ 

SBewei«. Sejeid^net man burd^ A^, Bi, C, bie Slormalpro^ 
jjeltionen oon A, B, B auf p, fo ijl a^b^ = 

AB coB ph (2), U. f. W. 3flun ijl B^ Cj + C, ^, 

+i4i5i = (5ßlanim. §. 14, l), folgUd& 

BCcosp/-}- CA COB pg + AB COB ph = 

Srel^t man bie ©erabe p nvx 90», fo gel^t 
ber SBBinJel j?ä in ph — 90 », unb cob ph in 

cos(;>Ä— 90») b. i. sinjpÄ (3) über, U. f. W. 

Snfo ift aud^ 

BC Bin pf + CA Bin pg + AB Bin ph = 

S)urd& ^Bereinigung ber wiKIürlid&en ©eraben p einmal mit /, bann 
mit g, finbet man bie ©leid&ungen 

Cil sin/^ + AB sin/Ä = 0, BC Bin gf+ AB Bin gh = 

weld^e bie aufgejiettte ^Proportion entl^alten, in Setrad^t bafe 8in;gr=- o, 

Bin fh = — Binhf (3), U- f. W. 

anmerlung. SBenn bie Seiten BC, CA, ab be« S)reiedtö ABC 




*) SSergl. unten §. 6, l. Xett genauen 9ludbtu(f namenilt(| ber bvitten 
®Ceid^un9 verbanü man äRölbiud (IhrettSvem). in ber (SinCeitung). 
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pofttioe @tteden ber @eraben /, g, h finb unb bie SBerte a, b, e tyä>tn, 
fo loerben bie burd^ a, |?, y b^U^ten äBitt!el J^^C, OBii, äOB 
bt& S)teiedfö oon ben 98inleltt gh, hf, fg )u 180 <^ etg&ttjt. 9lun ifi 

sin« =s sin^Ä (3), U. f. U)., folglid^ 

a\h\ e s=s sin« : sin/S : siny (§. 1, 8) 

6. aBenn man in bie gefunbenen ©leid^ungen für BC, CA, AB 
bie il^nen ptopotttonalen SBerte sin^Ä, sinÄ/; sin/^ fefet, fo etl^ftlt 
man bie für 4 Beliebige ®erabe einer ®6ene f, g, h, p gülttgen 
©leid&ungen 

ßin^Ä cos^ + sinÄ/ cos^^ + sin^ cos Ap = 
%vagh mufp + sin A/ sin^jp + ^VEifg sin ^jp »=» 

av& benen bie Stelationen ber goniometrifd^en ^tdtionen ftd^ ableiten 
lajfen. 

©efet man bie SBinlel 

fP = '^f ÄP = ^r Äp = f» 

foifl 

gh == X — ^, Ä/ =*H |i — X, fg « « — A 

weil ^Ä = gp — hp (1), u. f. m. S)emnad& iji für 3 beliebige SBinf el 

8in(A — fi) co8x + sin(ft — x) C08il + sin(i« — A) cosft ■« 
sin(A. — f») sinx +sin(ft — x) sinA. -f- sin(x — A) sinfi «»» 

S)ipibiert man bur$ sinx sinA sinf«, fo erpit man 

sin(x— A) Qin(A~fi) ^ sinpi— x) ^ ^ 
sinx sinA sinA sinfi sinfi sinx 

@benfo l^at man für bie äBinlel x, n, v 

8in(x~fi) 8in(^— v) 6in(v— x) ^ ^ 
sinx sinfA '*' sinfA sinv sinv sinx 

ba^er burd^ äbbition*) 

sin(x — X) sin(X — f*) sind* — v) sin(v — x) 

• — ^- j ■ 1 ■ ■ ■ ■ 1 . S&LIJ y 

sinx sin A sin A sinfi sinfi sinv sinv sinx 

u. f. f. antö 3)it)iforen fönnen an bie ©teHe von sinx, . . aud^ cosx, , . 
gefegt werben. 

9lnmer(ung. S)ie obige ^nbamentalgleid^ung ber Goniometrie 
mürbe im Slltertum burd^ ben ^tolemaifd^en Se]&rfa| (5ßlanim. §. 14, 15) 



"} (Eavnot g^m. de pos. 189 ff., 215 unb 216. 
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wttteten. SBBenn nfitnlid^ bie in einerlei ©inn ht^ 

fd^tiebenen ftteißboflen äO, bo, CO bie eentri^ 

n)inlel 2k, 2K 2fi l^aben, fo "^abm bie Sogen ab, 

BC, CA bie ©entriwinlel 2x— 2A, 2ii— 2fA, 2f*— 2x. 

S)ie Seltne eine« ÄreiSboßenä ifi hcä 5PtobuIt be« 

S)iantetetiS mit bem ©inuiS beiS l^alben bem Sogen 

iugel^drigen Senttin)infeliS (§. 1, 6) unb n)e$felt mit bem Sogen ba£ 

3eid&en. Sttfo giebt bie gefunbene Oleid^ung 

AB BC , c^ _ • 




0^.05 • OB.OC ' OC.O^ 

7. S)ie ©ttbiiitution x = a, A = /3, fi = giebt (6) 

I. 8m(a — ß) = sin« cos |5 — cosa sinß 
8in(a+j3) = sin« cos /S + cos« sin j3 

Sei Sertaufd^ung t)on ß mit —ß bleibt cos/S unoeränbett, sin/J 
med^fett bcrö ßeid^en. Settaufd^t man a mit 90<>— «, fo finbet man 
aitö biefen ©leid^ungen 

n. 008(a+/S) «Bö cosa cosjS — sina sinjS 
C08(a — ß) = co0a coB/S-^Binasin/? 

©eftt man l^ierin |5 = a, jo erl^ält man 

cos^a + sin^a = cosO ==» 1 (§.2,2) 

lEL 8in2a = 2 sin« cos« = 2tAngcc cos'^a = . , . ^ » 

^ l+tang^a 

^ o . 9 coa^a — ßin^a i — tang^a 

cos2tf = cos^a — sm^a = — « — ; — t-^ = . , ^ >, 

008^« + 8111^« 1 + tang^a 

^u& bet leiten ®lei$nng eitgiebt ftd^ 

IV. l + cos2a = 2co8^a, 1 — C082a = 28in^a 

1 + C082« ,- 

1 — cos 2« 

Slnmerfung. S)iefe ©leid^ungen entl^alten ben Sufammen^ang 
jmifd^en bem Sinn« unb bem ©ofinn« eine« SBinlete, jmifd&en ben 
©inuä unb ©ofinuil tjon jwei SBinfeln unb bem @inu8 ober ©ofinu« 
bet ©umme unb bet S)ifferenj von beiben SBinleln, jtoifd&en bem 
©inu« unb @o{tnu« einei; SBinfc^I^ unb bem ©inu« ober S^oftnu« be« 
boppelten ober l^alben SEBinfel«. 3Wan lann alfo au« bem ©inu« 
eine« äBinfel« bie ©inu« oon beliebig oielen SBinleln bered^nen. 

S)ie äftelatiome« ber goniometrifd^en e^utdtionen mürben im ällter^ 
tum al« ©leid^ungen jmifd^n ^ti«fel^nen bargefieDt (6, älnm.); au« 
ber ©elöne eine« ©entrlminlel« bered^nete man bie ©el&nen oon beliebig 
t)ielen @entrin)in!eln. @in baju bienlid^er Sa|, ber bie ©leid^ung 
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pofitioe Streden ber @eraben f, g, h ftnb unb bie äBerte a, b, c l^oben, 
fo iDetben bie butd^ a, ß, y b^U^eten aSiirfel bac, cbä, acb 
be« ©tcledfö DDtt beti SBinlelti gh, ¥, f9 ju 180 <> etflanjt. Slun ifi 

sin« = sin^Ä (3), U. f. tö., folglld^ 

aih : c = sin« : sin/J : siny (§. 1, 8) 

6. SBenn man in bie gefunbenen Oleid^ungen ffit BC, CA, AB 
bie il^nen propotttonolen SSBerte büi^ä, sinÄ/, sin/^ fefet, fo etl^ftlt 
man bie für 4 beliebige ®etabe einet ®&enc f, g, h, p gültigen 
®lei(§ungen 

sin^Ä cos^ + sinÄ/ cos^p + sin^ cos Ap = 
sin^Ä sin^ + sin A/ sin^p + sin^ sin Äp = 

aus benen bie Slelationen bet goniometrifd^en ^nttionen ftd^ ableiten 
laffen. 

©eftt man bie 9BinIel 

^ = 3C, gp = X, Äp = f* 

foift 

gh = A. — jM, Ä/ = f* — X, /^ = X — X 

weil gh ^ gp — hp {!), u. f. m. S)emnad5 iji für 3 beliebige SBJinfel 

8in(A — ft) cosx-|-sin(fi — x)cosA + 8in(x — A) cosfi ■« 
sin(JL — fi) sinx +sin(f* — x) sinil + Bin(x — X) sinft «» o 

S)it>ibiert man but$ sinx sinA sinfi^ fo etl^alt man 

sin(x— A) ^in(A— |i*) sinQi— x) ^ 
sinx sinil sinX sinfi sinfA sinx 

®benfo l^at man für bie SBinlel x, ^i, v 

sin(x— fi) sin(f*— v) 8in(v— x) ^ ^ 
sinx sinfi *" sinfi sinv sinv sinx 

halber burd^ Slbbition*) 

8 in(x — X) sin(X — (*) sin (fi — v) 8in(v — x) 
sinx sin X sin A, sinfi sin f» sinv sinv sinx 

u. f. f. SllÄ SJioiforen fönnen an bie ©teHe von sinx, . . aud^ cosx, . . 
gefefet werben. 

älnmerlung. S)ie obige f^nbamentalgleidgung ber @oniometrie 
mürbe im Altertum burd^ ben $tolemäifd^en Sel^rfa^ (5ßlanim. §. 14, 15) 



'} Sarnot g^m. de pos. 189 ff., 215 unb 2ia. 
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Dertteten. äBenn nämlid^ bie in einetlei @inn ht^ 

fd^tiebenen ÄteiÄboflen -40, iBO, CO ble ©entti«» 

tQinlel 2x, 21, 2(i l^oben, fo l^n bie Sogen ab, 

BC, CA bie ©entriwinlel 2»— 2X, 2Ji— 2fi, 2fi— 2«. 

S)ie Seltne eine« Ätei«bogen8 iji boÄ 5probuIt be« 

S)iameteti8 mit bent €inu« btS lialben bem 93ogen 

iUfiel^ütigen @entrin)in!etö (§. 1, 6) unb Toed^felt mit bem Sogen \>a& 

3eid^en. Sllfo giebt bie gefunbene ©leid&ung 

AB BC , CA _ • 
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7. S)ie ©ubflitution x = a, A = /?, fi = o giebt (6) 

I. 8m(a — ß) = sin« cos /3 — cosa sin^ 
sin («+/?) = sin a cos ß + cos a sin/5 

Sei aSertaufd^ung t)on /S mit — /S bleibt cosß unoetänbert, sin|3 
med^felt baS Seid^en. JBettaufci^t man « mit 90<>— «, fo finbet man 
aus biefen ®leid§ungen 

n. 008(o-|-/3) «HB Gosa cosjS — sin« sinjS 
eos(a — ß) = cosor cos/S + sin a sin/} 

©efet mon l&ierin i? = «, fo erpit man 

cos^a + sin^a = cosO = 1 (§.2,2) 

lEL 8in2a = 2 sin« cos« = 2taiigaoos2a = ^ , ^ ^ « 

^ 1+tang^a 

rt o . * cos^« — Bin^a 1 — tang^a 

C082a = cos^a — Bindet = — s — ; — r-s- = ^ , . >> 

cos^Ä + sm^a 1 + tang^a 

S(u« ber leiten &leid^ung evgiebt fld^ 

IV, 1 + cos 2a = 2co8^a, 1 — cos 2a = 2sin2a 

1 + cos2a , .j 

1 — cos 2a 

Slnmerfnng. S)iefe ©leid&ungen entl^alten ben Sufammenl^ang 
jroifd^en bem ©inu« unb bem ©oftnu« eine« sajinlel«, jwifd^en ben 
©inu« unb ßofinuS oon jroei aosinfeln unb bem ©inu« ober ©ofinu« 
ber ©umme unb ber S)ifferen} oon beiben 83BinIeIn, jmifiä&en bem 
©inu« unb Sofinu« eine^ 9Bin(el$ unb bem ©inu« ober @:oftnu« be« 
boppelten ober l^alben SBinfel«. SRan fann alfo au« bem ©inu« 
eine« SBinlel« bie ©inu« oon beliebig oielen SBinleln bered^nen. 

3)ie Sielatiomeni . ber goniometrifd&en guttftionen mürben im Sllter^ 
tum al« ©leid&ungen jmifd&en ^ei«fel^nen bargefieOt (6, Slnm.); au« 
ber ©ebne eine« ©entriminlel« bered^nete man ble ©ebnen oon beliebig 
Dielen Sentriminleln. @in bc^u bienlid^er 6a|, ber bie ©leid^ung 
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sin^^a = I sina tang|a auSbtfidt, tDeld^e mit (III, 1} {ufammenttifft, 
fotnntt bei ältd^itnebeS (Gyclom. p. 114 ber Slisjefi^en ttberf.) t)ot. 
SQäenn in bet gigut §. 3, 10 bet «abiu« AB = r, ber Sogen 
BD = ry, unb DC = Ä, fo ifl 

T , h 

cosg) = — -— r 1 — cosg) = 2&m^\(p == 



unb ba2 Ouabtat ber Sl^orbe BD 

4r2 sinnig) = — — ^ 

»ei l^inreid^enb Heinen ä : r ift bal&er &m^g> = ä : 2r, bd^ = 2rÄ 
mit unbeträd&tUd^en ge^em. 

8. S)ie ©leid&ungen (7) geben 

sin (a+ ft + sin (a — j8) = 2 sin a cos/J 

sin (a+jS) — sin (a — j3) = 2 cos« sin/5 

C08(a — |5) + C08(a4-/3) = 2co8acosj5 

cos (a — jS) — co8(a -f- jS) = 2 sin fx sin |S 

S)ie 3Kultipli!ation t)on jroei @inu2 ober Sopnu^ fann bemnad^ auf 
bie Slbbition ober @ubtra{tion oon }n>ei @inuiS ober Softnuä jurttd^ 
gefül^rt werben. S)iefe 3Retl^obe {TtQog^-atpalQBoig) ijl beim numerifd^en 
SRe^nen buri^ bie ©rflnbung ber Sogaritl&men überpffig geworben, 
©ie 3Kultiplifation ber gefunbenen ©leid^ungen giebt, wenn man 

sin2a für 2 sin« cosa, . . feftt (7) 

8in^(a+/5) — sin^(a — ß) ^ cos2(a — ß) — co&^(a-\-ß) = sin2a sin2/5 

%iux^ 3>it)ifion ftnbet man ebenbal^er 

sin(«+|3) -{- sin(a — ß) tanga 

sin («+/?) — 8in(a — ß) tang/? 

— ) ^— - — ) — -^( = tanga tang^ 

cos(a— p) + cos(a+p) ® ^"^ 

Slnber« gejialten fid^ bie gefunbenen ©leid^ungen, menn man a+ß 
= X, a—ß = y b. i. « = i{^+!/), ß = \{pc—y) feftt: 

sino? -|- siny = 2 sin \{x-^y) cos^(a: — y) 

sino? — siny = ^co%\{x-\-y) 8in^(a? — y) 

cosy + cosa? = 2cos|^(a:+t/) cos|(a; — y) 

cosy — cosa; = 2sin|^(a?-j-y) sini(a: — y) 

sin^ar — sin^y ==» cos^y — cos^a: = sin(a?+y) sin(ar — y) 

sina? — siny _ tang|(a?--y) .^ ^ ^. 
sina? + siny tang^(a?+y) ^ ' ' ^ 

^y + !^9^ == tai.gi(a:-j,) tangK^+y) 
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9. Slu« ben ©letd^uttflen (7) folgt 

sin(a±/3) 8m(a4-/3) , 

' = taug« + taug p, "T V; = cotp+cota 

cosacosp ~~ sma smp 

cosacosp ° ^ siu« smp "^^ 

S3ei aScrtaufd^ung von /5 mit — /:^ tDed^ieln tang/5 utib cot/? hcrö S^i^tt. 
S)ut(ä& S)iDtfiott finbet man 

8iD(<x — ß) taug« — tangjS cos(a — ß) 1 + taijg« taug/? 

" ' ■ ' , ,, i — — ■■■* I . ■■-■ ■ "* ■ - ■-— * — ■ I - ^ ■■ ■ I ^M ■ 

sin (a + ß) tang a -f- taug /3 ' cos (« -h /3) 1 — tang cc tang/3 

, r i £>\ taiiga + tang/3 ., . ^ cot« cot ß — 1 

^^ ^'^^ 1 — tang« tang ^' ^ ^'^^ cot/5 +-<jot« 

Sitt^befonbere l^at man, weil tang45<> = 1, 

l + tangj3 



tang(450H-/5) = 



1 — tangj5 



. ^ 2 tang« ^- cot^a — t 

tang2a = - — — ^-r cot2a = —^ — 7 — 

1 — tang^a 2 cot« 

Stnmetlung. SBenn ein gegebener SBlnfet in bie 3;eile x unb 
y ju teilen ifi, fo baß eino; : siny ober cosa? : cosy einen gegebenen 
aBert l^at, fo bered^net man tang|(a:— y), n. f. m. SBenn sinircos^^ 
ober tanga;:tangy gegeben ift, fo finbet man sin(a; — y). SBenn 
8ina?8iny ober tang« tangy gegeben Ift, fo finbet man co8(a:— y). 
SBenn sma? + 8iny gegeben ifi, fo finbet man co8|(a?— y). SBenn 
tangaj + tangy gegeben ifi, fo finbet man co&{x—i/). U.f. m. 

10. S)ie in (5) aufgeteilte trigonometrif(i^e ®lei(]^ung giebt, menn 
bie ©erabe p ber 9leü^e nad^ mit /, g, h jufammenfättt, baa ©tiftem 
t)on ©leid^ungen 

BC +aicos/^4-^Bco8Ä/ = 

BCGO^fg + CA +ABQO%gh = 

-BC cos Ä/+ CA cos^Ä + -45 = 

SKultipliciert man bie erfte biefer ®lei(3&ungen mit BC, bie jmeite mit 
CAf bie britte mit —ABf fo finbet man 

BC^ + CA^ — AB'^ + 2BC. CA cos fg = 

mit §. 2, 3 abereinftimmenb, in Setrad^t, ba§ cos fg = —cobACB, 
menn BC, CA pofitioe ©treden ber ©eraben f, g finb (5, änm.). 

»ejeid^net man bie Seiten be3 3)reied« ABC wie gemöl^nlid^ 
burdö «, b, c, unb bie gegenüberliegenben SBinM burd^ «, ß, y, fo ift 
mie oben (§. 2, 5) 

""^y = 2^b 

»aller II. 6. Slufl. 20 
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^\xi biefet ©leid^ung folgt 



1 — oosy = 



2ab 



2ab 



(a + by — c ^ (a^h + c)(a+b-c) 
l + eosy = ^^ = ^^ 



$Rttn ip (7) 



1 — cosy 



tang2|y 



IH-cosy 

alfo l^at man 



ittbem man a + 6 + c = 2« fefet (§. 3, 5). 



8(s c) 



11. SEBenn bie SBinfel be8 t)on ben Oeraben /, g, h gebilbeten 
©reied« in ber angegebenen 3Belfe butd^ «, /?, y bejeid^net werben, fo ifl 

1 — COB^^Ä — COS^Ä/ — cos 2^ -f- 2 COS^Ä C08Ä/ cos^ = 

1 — cos^a — C08^j3 — cos^y — 2 cos a cos /3 cos y = 0*) 
sin^a +sm2j5 — sin^y — 2 sin« sin |S cos y = 

(sin of + sin |S + sin y) 
. ( — sin « + sin j5 + sin y) (sin a — sin /S + sin y) (sin a + sin/5 — siny) 

= 4sin2a sin^jS sin^y 

S3en)ei«. S)ie erfte Oleid&ung fliegt auÄ bem ©pftem ber oben (10) 
ttttfgejiellten ©leld^ungen,. wenn man bie ©treden CA, ab eliminiert 
@eometrifd^ ftnbet man biefelbe unb bie t)ern)anbte ©leid^ung, inbem 
man einem Äreife, beffen S)iameter eine Sättgeneinl^eit ift, ein S)reie(I 
ABC einfd^reibt beffen Seiten BC, CA, ab bie SBinfel «, ft y gegen^ 
ober liegen. S)ann ifl au($ bem '^txi^tM nad^ (6, SKnm.) 

BC = sin«, CA = sin/3, AB = siny 

fol9Ud& (10) 

sin^a + sin^jS — sin^y — 2 sin« sin /3 cos y == 

Sielet man nod^ ben 3)iameter CD, fo ift entroeber 

AD = Qosßf DB = cosa, cos^D^ = — cosy 

ober 

AD = cos/S, DB = — cosof, cos^D-^l = cosy 

je nad^bem B oon bem ^albtrei^ CAD nu^gefd^loffen ijl ober 

nid^t. 5Run ift AB^ = AD^ + DB^ — 2AD. DB cos BDÄ 

(10), folglid^ in jebem gaDe 

sin^y = cos 2« + cos^jS + 2 cos« .co8|3 cosy 




*) ®u(er Acta Petrop. 6, I p. 3. 
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SCiefe ©leid^ungen folgen auÄ (7), toenti man bead^tet, bafe 

siny = 8in(aH-/3), cosy = —cos{cc+ß), tDetl a + ß + y = 180% 

3Kan flnbet sin^y 

= sin^a C08^j3 + cos^a sin^jS + 2 sin« sin/J cos« cosß 
= sin^a + &m^ß — 2 sin^a 8in^jS+ 2 sin« sinjS cos« cos/J 
= sin^of + 8in2jS+2 8ina sinjS co8(a + /3) 

ober 

= cos^a + cos^jS — 2 cos^a co8^/3 + 2 8in a 8m |3 cos« cos j5 

= 008^« + COS^jS 2C08a C08(3 C08(a + jS) 

S)ie brltte Oleid&ung folgt am einfad^jiett au8 bet ©leid^ung 
(5ßlanim. §. 14, 23) 

roenn man bte ©eiten a, b, c ht^ 3)reic(f8 atö 5ßrobufte be^ ©ia** 
tneterg 2r be^ umgeid^riebenett Äreifeg mit ben ©inug bet bett Seiten 
gegenftbetliegenben SBinlel barftettt 5Run ift (§. l, 8) 

-j = 4 8in2a sin^/S sin^y 

folgltd^ u. f. n). 

Snmetf ung. Sejeid^net man butd^ /, g^ h bte ©etaben, weld^e 
bte ßdpunite A, B, C beiS SJreied« ABC mit j^ 

einem eierten $unft D t)erbinben, burd^ «, b, c 
bie Seiten be^ 3)reiedE^, burd& p, g, r bie ©tteden ^---^^ 
z>^, Z>J5, DC, fol^at man (10) 2DA. DB cos fg 9' 

""'•^^ = — 2^^r~ ' '"'^ ^ — V — ' "" -^ ^ — 2^^^^ — 

S)urd^ ©ubftitution biefet SBerte in ber ©leid^ung 

1 — cos V^ — COS^^Ä -^ COS^ Ä/+ 2 COS^^ COS^Ä C08Ä/ = 

erplt man 

(jp2.|,^2_c2)2 ^ (^2^y2_o2)2 ^ (^2.^p2_52 )2 

4|j2^2 4^2 r'^ 4r2p*'^ 

4^2^2^2 

ober entwidelt*) 

«2^2(52+ C2_a2 +^2 + ^2_p2) 
+ 62g2(c2^.^2_52 ^^2_|_^2_j2) 
+ C2r2(a2^52_c2 _(^p2_|_j2_y,2) 
— a2g2,,2 — 2)2r2|?2 — ^2p2^2 — ^2^2^2 --_ Q 




*) ®uUr a. a. 0. 
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SDicfe ©leiilttng tnt^ält bte Sftelation jn)if(%en bett 6 ©ttedten, xod^t 
4 fünfte einer ®bene t>erbinbett. 



12. 5Die gläd^e be« t)on beti Oetaben /, g, h gebtlbeten SJteiecf« 
ABC wirb burd^ bie Sotmeln (§. 1, 7) 

iBC.CAsinfg, iCÄ.ABsingh, iAB.BCBinhf 

rodä)t naä^ (5) einanbet gleid^ finb, aud^ bem 3^^^^^^ ^^d^ au8gebru(f t. 
®ie auf flletd^e SQSelfe für bieglä<]^e^CJ5 flebilbetegotmel ^AC. CB^ingf 
ip ber f^otmel ^BC. CA^in/g etttgegettgefefet gleid&, fotoie bie gläd^en 
-450 uttb ^Cß entgegengefefet gleid^ finb (5ßlanim. §. 9, 7). 

»ie glfid^e eirte^ SSieted« ABCD iji burd^ bie ©eitert AB, BC, 
CD, DA uttb bie ©umme t)on jwei ttid^tfolgettbett SBittfeltt j. S. 
CJ5^ + ADC beftitnmt. Unter S3ea(ä&tung ber ^üäjtn ber ©reiede 
ift nämlid^ in allen gätten 

ABCD = ABC + CDA 

Sejeid^net man bie glad^e beö Sieredtö burd& u, feine ©eiten ber Sfteil^e 
nad^ burd^ a, b, c, d, bie SBinfel CBA unb ADC burd^ « unb y, fo 
l^at man 

4u = 2ab sin a + 2cc2 sin y 

Snun ift (10) 

AC^ = a2-{-ft2 — 2a6 cos« = c^ + d^ — 2cd cosy 

folglid^ 

a2-|-52 — ß2 — ^2 ---- 2aft cos« — 2crf cosy 

Qnbem man quabriert unb abbiert, finbet man 

16?<2-f-(a24«62_c2__^2)2 

= 4a^ft2_|_4ß2^2 — 8ac5c?(cosa cosy — sin« siny) 

ober 

16m2 = 4an'^-h4c'^d'^ — {a^ + b^—c^—d^)^ — Sabcdco9{a+y) 

e« ift aber (7) 

C08(a + y) == 2co8^|(a-f y) — l = l — 28in2-^(a + y) 

folgltd^ 

16m2 = 4(a6+cd)2 — (a2+62_c2_^2)2_i6a5cc?C08H(«+y) 
= 4(a6 — cd)2 — (a2 + 62_c2 — d2)2+i5^i,crfsinH(«+y) 

©efet man jur Slbfürjung (Panim. §. 14, 29) 

4(«ft + CC?)2 — (a24.&2_c2__^2)2 = |6^2 
4(«& — C(?)2 — (a2 + 62_c2_^2)2 ^ 16^^ 2 
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wobei »2 — v^ 2 «: abcd x% fo bleibt 

ipietatt« etlertttt man, bafe v ber fltöfete; v^ ber Heinfte SBert ift, 
weld^e bie von ben ©eiten a, h, c, (? eingefd&loffene gläd&e w erhalten 
!antt. S^ner wirb erreid&t, wenn co8|(a + y) = o, a + y = 180^ 
unb bo^ SSlered einem Steife fo eingefd&rieben ift, ba§ ber 5ßerimeter 
fid^ felbft nid^t fd^neibet (5pianim. §. 15, 7); ber fleinfte Sffiert wirb 
errei^t, wenn 8in|(a+y) = o, a + y = 0, unb boÄ SSiered einem 
Äreife fo eingefd^rieben ift, ba§ ber ^jserimeter fid^ felbft fd^neibet.**) 

3n bem erften gaUe ift cosy = — cos«, mitl^in 

a^ + h^ — c^ — d^ 



cos« = 



2 {ab + cd) 

S)arau^ pnbet man wie oben (10) 

1-C08« = -(^ + ^)' + (H-^)^ _ (^ « + 6 + c + d)(a— fe+o+^) 

2ab + 2cd " 2ab + '2cd 

I . • (a + &2)_(c — c?)2 (a-f-ft»,c + d)(a + i+c— d) 
^ 2ab + 2cd . 2ab + 2cd 

. 21 _ {—a + ^ + c+d){a-'b + c+d) _ { s^a){s — b) 
tangi«— (^_^j_^^^)(^_^j_^-.___^) — (5_e)(5 — d) 

wenn man a + h + c + d = 2s fe|t c:pianitn. §.14, 29). t^nlid^e 
SBerte ergeben fld^ bei bem jweiten ^atte, in roeld^em cosy = cos« ift. 

IS. S)ie 2Ritten ber ©eiten BC, CA, ab be« ©reiedt« ABC 
werben burdö A^, B^, c^ bejeid^net, ba« ©entrum be« Äreife« ABC 
burd^ M, ber gemeinfd^aftlid&e 5punft ber ^öl^en OA, pb, QC burd^ 
N, bie SGBinfel be« ©reiedE« burd& «, ft y, ber Slbftanb be« 5ßuntte3 M 
von A, B, C burd& r, ber 2lbftanb ber ©eiten OP, pq, qo beÄ ^xtu 
edf« OPQ t)on bem ^unlt N burd& ^ (^pianim. §. 6, 9). S)ann ift 

A^M = r cos«, B^M = r C08(3, C^M = r C08y 

iV:^ = 2r C08a, NB = 2r C08/5, iVC = 2r cosy 

OiV = 2rco8jScosy, PN = 2r cosy cos«, QiV = 2r cos« cos/5 
QP = r 8in2«, Oa =i r sin 2^, PO =• r sin2y 

OPQ : .4PC = 2 cos« C08/5 cosy = ^ : r***) 

Sewei2. 2)ie pofititjen Sftid^tungen ber ©eraben J, g, h, auf 
benen bie ©eiten BC, CA, ab liegen, werben fo beftimmt, bag bie 

*) ©trcMfe ©run. Slrcfib 2 p. 326. SJcrgl. 4 p. 447, 34 p. 12 betfelbcn 
Seitfcfirift. 

**) ®icfc ©igcnfcftaft bc§ einem Äreifc eingefdjriebenen SBierecfg, beffen Perimeter 
fid^ felbft fd^neibet, ift von S*ipui(iet gefunben roorben (de relatione mutua . . 
p. 25). 

***) geuerbad^ baS gerablinige ©rcied 23 ff. 
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genannten ©tteden pofitto jinb; bie pojtttoen Sltd&tunöen il^ter 9lot* 
malen /', ^', V werben jo befiimmt, bafe bie SDBinlel ff, gg\ hh! je 90» 
betragen; bie pofttipen Sftid^tungen ber ©eraben fc, h ctuf benen bie 
©treden AM, BM liegen, werben fo bejHmmt, ba§ biefe ©treden ben 
SQBert r l^aben. ®ann ip C^M = AM(io^lch*, ich! = \U = y, alfo 

C^M = r cosy, u. f. f. S)ie ©trede NC l^at mit 
Cjiif einerlei SRid^tung unb iji' boppelt fo grofe 
(^pianim. §. 12, 8). gerner ifi ON = CN cos hT 
Wf = hf^ 180<> — ft folglid^ ON = NC cosß, 
u. f. m. 

aSBeil PA = BA cosgh = AB cosa unb AQ, = 
^Ccos^rÄ = CA cosa, fo ifi FAQ: GAB = 

P^.ilQ : C4.^5 = cos^a, n f. m. Surd^ ©ubtrattion ber ©reiede 
FAQ, QBO, OCP t)on ABC behält man 

OPQ : J.ßC = 1 — cos^a — cos^jS — cos^y = 2 cos« cos jS cos y (11) 

SBeil B, C, P, a auf einem Äreife liegen, fo flnb bie 3)reiede 
APQ unb ABC ö^nlid^, aP:P^ = BC:AB, folglid^ 

QP = PC cosa = 2r sin« cosa = r sin 2a 
2PQN = ^rsin2a, .., 20Pa = ^r (sin 2« + sin 2/3+ sin 2 y) 

Sfhin ifi 2^Pif = AB.C^M = 2r2 siny cosy = r^ Bin2y; . ., alfo 

2ilPC = r2(8in2a+sin2/34-8in2y) 
OPQ : ABC = Qir 

gfir ba« 5probu!t QN.nc finbet man ben SSert 

4r2 cos« C08j3 cosy = 2rQ 

in Übereinftimmung mit 5ßlanim. §. 14, 7, weil r ber ©iameter be« 
Äreife« OPQsift (^pianim. §. 12, 8). 

14. SBenn bie 5ßunfte D unb F gleiiä&e Slbfianbe d unb / von 
ben ©eiten be« S)reiedg ABC l^aben, unb jmar D in bem S)reled, 
F aufeen auf ber ©eraben, bie ben SBinfel bac l^albiert, fo ift bei 
ber angenommenen Sejeid^nung (13) 

AD = 4r sin^jJ ßinl^y, AF = Ar cos^jS cos^^y 

d = 4r sinja sin|^j3 sin|^y, ' f = Ar sin^a cos-J^jS cos^y 
ND^ = 2d'^ — 2rQ, NF^ = 2/2 — 2r^*) 

S3emei«. S)ie ©eraben, von meldten ^i> unb PZ> pofitiDe 
©treden finb, werben buriä^ x unb y bejeid^net 3)ann ift ad:AB = 



♦) ^eucrbad^ a. a. D. 51 ff. gür NF^ fielet bafel^ft burd^ ein gSerfel^n ber 
Söcrt 2f ^ + 2rQ. 



§. 4. (Sottiotnetrie. 
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sinyÄ : sinyar (5), hx = |a, Äy = igO«— i|3, a?y = 180<>— i(a+/3), 

SDet SBittfel FJ9^ flberttifft ben SBinfel dba um 90^ alfo ift af : ilB 

= cosyÄ : cosya;, utlb . 

AB C08|j3 2r siny cos^^ 



AF 



= 4r co8|^/5 cos-J^y 




C08|(a+/5) sin^y 

3flun ift d:AD = f:AF = cosÄ'rr = 
co8(Äa?— 90^) = 8in^a, folgltd^ u. f. w. 

;3fn bew S)tete(I ^ivi> l^at man naä) (10) 

iVZ)2 = NA^ + AD^ + 2NA . AD cosxf* 

$Rutt ift 

xf = a?Ä + Ä/+jS^ = 1800-iOS— y) 

alfo erl^ält man ^ 

ND^ = NA^+AD'^'-2NA.ADco9.i{ß—Y) 

= 4r2 co8^a+ IQr^ ßin^^ßBrn^^y — IGr^ cos« 8in|^iS sin|^y C08|^(/3 — y) 
= 16r2 8in2^j3 sin2|-y4-4r2 cos^a 

— 16r2 co8a sin^l^jS 8m^^y — Ißr^ cos« 8m^j3 8in J^y cos^^jS cos^y 
= 32r*^ 8in^^a sin^^jJ sin^^y — Ar^ C08a(8in|3 siny — cos«) 
= 2d^'-2rQ (13) 

®benfo finbet man 

NF^ = NA^ + AF'^ — 2NA,AFcoQ^{ß—y) 

== 4r^ cos^ct-\'i6r^ cos^^ß cos^^Y — \6r^ coBa co&^ß coB^y co&^(ß — y) 

= 16^*2 008^1^/? cos^l^y + 4r2 cos^a 

— 16r2 cos« co8^|-/5 cos^^y — lör^ cos« C08^|3 cos^y sin^jS sin^y 
= 32r2 8in^-|-a cos^^^jS cos^-l^y — Ar^ cos« (sin j8 siny — cos«) 
= 2/2 — 2r^ 

Slnmerfung. SBSenn man auf ber ©eraben AB bie ©tredten 
KA = CA, BL = BC maä)t, fo ^at baS ©teiedt KLC an ber Seite 
KL = 2s bie SBinlel i« unb iß, alfo ift 

Ä'L _^ LC 2s 2a cos^jS 4a cos^a C08^ /3 

sinZiTC ' cos^y sin^a 

£ a 6 c 



sinJTCL 



2 cos^a cos^jS cos^y sina sinjJ siny 



sina 
= 2r 



16. S)a6 ber geuerbaiä&fd&e Äretö OPQ t)on ben Äteifen berül^rt 
wirb, meldte bie Seiten be8 ©reied« ABC berühren, von bem einge- 
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fd^riebenen Steifen innen, üon ben brei anbem an&en*), ergiett ftd^ 
au8 folgenbet sied^nung. 

S)a3 ©entrum i»fi be« Äteife« OPQ ifi bte «Kitte t)on i/ivr 
(^Planitti. §. 12, 8), alfo l^at man (5ßlanim. §. 14, 18) 

gerner ift (^laniw. §. 14, 4) 

Ser giabinä be« Äreife« opq l^at ben aBert ir, unb ber Sßunft ivr 
iji bog ßentrum be« bem ©reied OFQ eingefii^riefeenen ÄreijeiS, wenn 
bie SBinfel «, ft y fpife finb, ober eines bie Seiten be« S)reie(fö OPa 
beritl^renben Äreife«, wenn einer unter ben SBinfeln a, ß, y fiumpf, 
mitl&in q negatit) ift Sllfo l&at man in iebem gatte jufolge ber für 
MD2 gebraud&ten gormel 

S)emnad^ ift 

M^D^ = ^r^ — rd+d^—rq—^r^ + rQ == (^r— d)2 
J/iF2 = ^r2 + r/ + /2— r^~Jr2 + r^ = (^r+f)^ 

S)a iifiD bie 3)ifferenj ber Sftabien ber Äreife (M^) unb (D), ii/^i^ 
bie Summe ber SRabien ber Äreife {m^ ) unb (F) ijl, fo wirb ber ÄreiS 
(ii/i) t)on bem Äreife {D) innen, t)on bem Greife {F) au&en berülött 
($Ianlm. §. 3, 3), u. f. m. 

S3ejei(ä&net man burd^ G unb Ji bie ©entren ber beiben anbem 
Äreife, meld&e bie Seiten beS S)reiecfS ^^c berül^ren, bur<ä^ g unb ä 
il^re SRabieU; fo l^at man 

M,D = ir^d, M,F = ir+f, M,Q=^^r+g,. M^H^:^r + h 
M^D + M^F + M^G + M^H = 2r+/+^ + Ä-~ci = 6r 

aSergl. bie änmerfung ju ^lanim. §. 14, 4. 



§. 5. ©pl^ärifd^e ^Trigonometrie. 

1. Sei ber trigonometrif(]^en Sel^anblung oon fpprifd^en giguren 
mirb gemöl^nlid^ oorauSgefe^t, ba^ ber SftabiuS ber Äugel, auf ber fie 
liegen, eine ßängeneinl^eit ifi. S)emgemäfe werben bie SSogen t)on 
^auptfreifen für il^re ©entriwinlel gefegt (§. 3, lO). 



♦) ®. ^ranim. §. 12, 8. 
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SBenn bte ©eitenMß, bc eine« fpl&ätifdSien JDreied« normal ju 
ctnanber ftel&n, fo ift*) 

Sewetä. S)utdö ben 5Pttn!t O gel^n bte ©etaben f, g, h, fo bafe 
bte ebenen fg unb ^ä normal ju einanber ftel^n. Qfi G bte 5Rormal* 
projeftion be8 fünfte« -ff ber ©eraben h auf bie 
®erabe g, unb /* bie SRormalprojeftion x)on ö^ auf 
bie ®erabe /, fo ift OH eine 3lormaIe ber ßbene 
OFG unb OF eine 5Rormale ber @bene FOH 
(©tereom. §. 2, 3), folflUd^ F bie SHormalprojeftion 
oon Ä auf bie ©erabe /. ^aä) §. 4, 2 ^at man 

OjP= OOcoü/g, OG^fiHco^gh, 0F= OHcosh/ & 

folfllid^ coBfg CO» gh = cos hf. Sffienn nun bie Äugel, beren Zentrum 
unb beren SHabiu« eine Sängenein^eit ift, bie pofitit)en Slid^tunflen 
ber ©eraben / g, ä in A, B, C fd^neibet, fo ijl ber SBogen ab bem 
SBinfel fg gleid^, u. f. w. 

3. SBenn AM, AN, NM Sogen ber ©auptfreife g, h, p finb, 
unb A ein $ol oon p ift, fo l^at man 

sin MN : sin iV^l : ein AJf = sin hg : sin^p : sin^^Ä 

Sem ei«. Seftimmt man junäd^fi bie pofitioen @mne ber §aupt' 
freife g, h, p fo, bafe AM = 90^ AN = 90^ 
unb A ber linfe $ol von p ift, unb befd^reibt 
man bie pofitioen SBinfel burd& linf«um gel&enbe /\ yh 

©rel^ungen, fo ip ber Sogen MN bem SBintel 
gh gleid^ (©tereom. §. 4, 7), ^p = 90^ hp = 
900, folglich 




sin MN : sin iV^ : sin AM = 



sin^A : — t 
sinÄp : 1 
sinA^ : ^ngp 



1 
— 1 

sinpA 



') SDic erftcn ©ä^c ber fppripen 3:ngonm«etric jtnb im 3tctt Suc^ ber 
©pbäri! Don äßenelaud unb im erjten 8u(^ be3 SUmageft von $tolemäu§ ent^ 
Iftalten. SBeiter auägebilbet würbe biefe 2)iäciplin für ben'^ebrauc^ in ber Slftro- 
nomie von ben Slrabem, im löten 3öl^ri|tinbert von Slegiomontan u. a. 2)ie 215« 
teitung ber gefamten fpprifd^en Xrigonometrie auä einfad&en ©ä^fen l^at ®u(er 
unternommen, M6in. de Berlin 1753 p. 234 unb Acta Tetrop. 1779, I p. 72. 
2luf einen einjlgen ©aft würbe bie fpbärifd^e Trigonometrie burc^ Sagrange (J. de 
rficole polyt. Cah. 6 p. 270) äurürfgefül^rt, beffen Slbl^anblung burc^ ©auf; eine 
wefentlicle ©rgänjung erl^alten l^at in ben Ruiöten au ©d^umac^erS Überfe^ung 
üon ©arnot'ä geom. de pos. II p. 373. ^ie frühere Sefc^ränhing ber fpl^ärifd^en 
Trigonometrie auf Sreierfe, beren ©eitcn unb 9Bin!el 180^ nid^t überfteigen, ifk ©on 
9Äöbiuä aufgel^oben worben (^nalt)t. ©pprif 15 ff. Seipjiger g3eric§te 1860 
p. 51), beffen 2)arftellung f)m im tpcfentiid^en wiebergegeben wirb. 
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äBerben bte pofitioen Sßinfel bnxä) xt^tSum gel^enbe 2)tel^ungen 6e^ 
fd^tteten, jo erl&aUen ^inhg, &ingp, »inph ble etitgeflengefefet gleid^cn 
aBerte (§. 4, 3), aber bie SSerl^ältniffe biü hg : sin gpisinpk bleiben 
uttoeränbert. SBirb ber pofitioe ©inn t)on ;? fo beftimmt, ba^ ä ber 
redete 5ßol von p ift, fo toed^felt ber Sogen mn bog B^^^^^r wnb bie 
aßinfel Ä;?, />^ änberti fi(§ um je 180<>; baburd& wirb bie obige ^ßro-^ 
portion ebenfatt« nid^t oeränbert SBirb einer ber beiben anbem 
^aupttreife j. 39. g in bem entgegengefefeten ©inne genommen, fo 
Toei^feln sin^Of, sin hg, sin gp baS S^xä)tti, ol&ne bafe bie obige ^ro^^ 
Portion i^re ©iltigleit t)erliert. 

3. aSenn BC, CA, ab Sogen ber ißauptlreife /, g, h finb, unb 
Ä jtt / normal fielet, fo Ijl 

. sinBC smAB . 

Bin^Ä = . .^ . smhf, BUifg = . ^ . Binhf 
ßinC;^ ßinCil 

SSewei«. 3ft -4 ein 5ßol beä ^auptlreife« /?, oon bem /, g, h in 

L, M, N gefd^nitten werben, fo iji L ein 5PoI 
beS §aupt!reife« h, weil p unb / normal ju h 
fielen. 3«9l^i<ä& ift ;? normal ju g, folglid^ in 
bem 5Dreiedt Cml (i) 

_ cos Cm cos ML = cos LC 

aBeil CM = d -h üiJif unb -4M entroeber einen 
^ ober brei Duabranten beträgt, fo l^at cos cm 
(§. 4, 3) in bem erjlen gatte ben aBert — sin CA, in bem jioeiten 
gaUe ben aBert +sinC^, alfo in jebem gatte ben aBert — sinC^ 
sm AM. U. f. n). aWfo ifl 

sin CA sin AM sin MN sin NL = — sin BC sin LB 

5Run ift aber in ben ©reiedEen mna, bnl (2) 

8in-4ilf : smMN = sin^^Ä : sin^^ 
ßiniVZf : sinL5 = sin fh : sinhp 

Salier finbet man burd^ SDlultiplifation 

8inC^8in2Aafsin2iV:L = sin.BC8in2L5^'^ 

sinÄ^ 

weil sinpÄ = — sinÄp. 3flun ijl sin'^ AM = 1, u. f. m., oX\0 

SWiCA = sin^C-r— T 

singh 

gleid^bebeutenb mit ber erjlen ber bel^aupteten ©leid^ungen. S)ie anbere 
Oleid^ung ift auf biefelbe aSeife gebilbet. 
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3uf a|. 3n ben aJreieden 3fA^(7 unb ^ivc Ijt (l) 

cosilfiVcoslfC =3 cosCiV = co8iV;ßcosjBC 

Unter ber SJotauSfefeung, bafe bie Sogen ^iif unb ANit 90^ betragen, 
ifi ber Sogen MN bem SBinfel gh entroeber gleld^ ober entgegen»' 
gefe|t gleii^, alfo cos mn = cos gh; ferner 

coqMC = cos(C4+^ilf) = — sinC^ 
cos NB = co8(^iV— ^ß) = sin AB 

bal^er ift 

— coß^Ä sin CA = sin AB cos BC 

4. Sei ber angenommenen Sejetd^nung l^at man 

. cos CA = cot^ cot^Ä 

SeweiiS. SRa(ä& (3, Suf.) ift 

— cos^Ä == -7-777 cos 5(7 = -r-7n 773 (1) U. f. tt). 

2lu« ben ©leid&ungen (3) 

sin^Ä sin CA = sin BC sin ä/ 
— cos^ÄsinC^ = sin -45 cos äC 

folgt burd^ S)it)ifion ber aBert von — tang^Ä, 
äu« ben ©leid^ungen (3) 

cosiSCsiniiiB = — cos^Ä sinCil 
sin AB sin hf == sin^^ sin CA 

folgt burd^ S)ioifion ber SBert oon cos 5a 2luf biefelbe 3lrt ift ber 
aBert oon cos ^5 gebilbet 
2lu8 ben ©leid^ungen 

o^ cos^Ä . , - .„ cosfg . ,^ 

cosBC == 7—^ smhf. cos AB == -, — ^smhf 

sin fg smgh 

folgt burd& aRulti|)lilation (1) 

cosC^ = cot^ cot^Ä sin^Ä/ 

worin sin Hf = 1 ift. 

Stnmerfung. aBenn BC, CA, ab pofitioe Sogen ber ^aupt^ 
Ireife f, g, h finb unb bie SBerte a, b, c ^ahtn, fo werben bie burd^ 
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«, ft y bejeid^ttcten SQBinfel ^-4C, CBä, acb be« fp^ätifd^en ©teiediS 
ABC t)on ben SBinlelti ^tä, hf, fg ju 180» ergänjt gut bo« ted&t-» 
TDittfelige fpprifd^e ©reied, beffen SBinlel /3 = 90^ ifi, gtlt bemnod^ 
baiS ©gftem t)on ©leid^ungcn:*) 



siücr 



cosa 



C086 = GOSa C06C 

sina 



tanga = 



cosa = 



sin 6' 

tangc 
tangÄ' 

tanga 
sine ' 

« 

cosa 



smy = 



smc 
sin 6 



tan^a 
cosy = ° 
tango 

, tangc 

tangy = . ° 
' sma 

cosy 



siny 



cosc 



sma 



cos 6 = cot« coty 



5. 3tt iebem fpl^ärifd^en SDteied ABC, beffen Seiten BC, CA, 
AB »ogen ber ^auptfretfe /, g, h Tinb, l&at man**) 

sin^O: sinC4 : sin-4jB = sin^A : sinÄ/: sin/^ 

Sero et«, ^x^i man burd^ C normal ju h 
ben ^auptfreiS p, weld^er t)on ä in i> gefd^nitten 
roirbrfo ift in ben ©teieden ADC unb CDB (3) 




sinöC 



8inCZ> 



ginöÄ = -r— pi-T sinÄo, sinA/ = -r—z^^^mph 
sin G4 '. sinJ5C7 

foIgli(ä& burd^ S)it)ifion 

sin^A sin-öC 

sin hf sin C4 

weil sin CD = — sin-DC unb sin^A = — sinA/?. U. f. W). 

6, 3n bem fpptijd^en S)reied ^BC ift***) 

cosBC = cosC^coB-4B — sinC4 sin^ß cosz/A 

Sewei«. 3n bem S)reied i?Cö l&at man (1) 

co&BC = cos CD cos DB 



*) @uler M6m. de Berlin 1753 p. 233. 

**) 2)iefer fjunbometttalfal bcr Märifc^en S^rigonomcttic fteljt anber« auä» 
gcbrütft in SWcnclauS Sphaerica in, 2. ©einen ganzen Umfang f^at er burd^ 
aRöbiuS erl^alten. Jöcrgl. (1). 

***) 9lu8 biefer von (guter Möm. de Berlin 1753 p. 242 jufammengeftettten 
©(eid^ung, von ber ein einfad^er SBen^eiS unten §. 6, 1 gegeben n)irb, IJ&nmn bie 
ilbrigenSleid^ungen ber fp^ärifmen Trigonometrie burd^ (Elimination abgeleitet »erben, 
rote Sagrange 1799 J. de TEcole polyt. Cah. 6 p. 280 gejelgt l^at, einfad^er 
^au^ 1810 3uf(M}e bu (Sarnot geom, de pos. in ©d^umad^erg Überfe|ung II p. 373. 
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aOSeil DB — DA-\-AB, fo ift (§. 4, 7) 

cos BC = cos CD cos D^ cos AB — cos CD sin DA sin ^B 

SRun ift 

cos Ci> cos Z>-4 = cosC-4 (1) 

sin -4I> cos I>C = — co8^ÄsinC4 (3, 3^W 

cos CD = cosDC, sinD-Ä = — sin AD, folflltd^ U. f. tt). 

7. 3n bem fpprifd&en »reied ^ßC ift*) 

tang C^ sin^Ä 



^ sinki? -f- tÄngCiä cos-4jB cor^A 

aJewei«. 3n bem 3)reie(I i5CZ> l^at man (4) 

tanffDC . , • 8inZ>C7 8inAo 

^ »in BD C09, DC sm{BA + AD) 

5Rutt ift 

sin i>C sin Äp = sinCi4sin^Ä (5) 
cos-DCsini?-^ cosilD == — sin^lBcosCLl (1) 
cosDC cos5il sin-4D = — sinCM cosilß cos^A (6) 

tang/Ä == — tangÄ/; folfllid^ 

, sin CA sin^Ä 

^ sin A^ cos CA + sin CA cos AB cos gh 

S)it)ibiett man ben S^W^ ^^^ ^^^ 3flenner butcft cos CA, fo erl^ält 
man bie ju beweifenbe ©leid^ung. 

8. Sei gewöl^nlid&er Sejeiiä^nung ber ©lemente be« fpprifd^en 
3)reie(fj^ ABC (4, SStnm.) I^at man bemnad^ 

sina : sinft : sine == sin« : sin^ : siny 

cosa = cos^cosc + sin^ sine cosa 

. o tang 6 sin« 

tang^ = —^—r 

smc — tang b cos c cos cc 

^t%tiä)ntt man in bem ju ABC gel^ötigen ^olatbteied A'B'O auf 
gleid^e SBBeife bie Seiten burc^ a\ h% c\ unb bie gegenüberliegenben 
aSinfel burd^ u\ ß\ y\ fo ift (©tereom. §. 4, 8) 

«' + a = 1800, ß'+h = 180«, y'+c = 180» 
a*-^a = 1800, h'^ß = 1800, c' + y -= 180« 

3lu§ ben aSBerten t)on cos«' unb tang/5' ftnbet man fofort 

cos a = — cos ß cosy + sin j3 sin y cos a 

+o«c.A tanggsina 

tangö =s= -: 7— -- — ^r- 

sin y -f- tangp cos y cos a 

*) @itUr tt. tt. D. p. 251. 
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9. 3ur Seted^nuttfl etnc« SBittfete auÄ bctt 3 ©eitett biettt bte 
©leid^ung (8) 

cosa — cos J cos c 

COSCf = . , . 

smö smc 

toeld^e fid& toie folflt geftaltett läfet 3la^ §. 4, 7 ff. ifi 



. COS (6 — c) 
1 — COSOf = . , . 



cosa 



1 H- cos a = 



sin 6 sine 

cosa — cos (6 + c) 

sin 6 sine 



. Ol sin(5 — 6) sinfs — c) 

sin -^4« = — ^^ — . , . 

sin 6 smc 

Ol sins sin(5 — a) 

cos 24a = r— — >^ -^ 

sm sin c 

Sin 5 sin(s — a) 

wenn man a + b + c = 2* fe^t SSctgl §. 4, 10. 

©efet man ferner (x + ß + y = 2<y unb in Sejug auf ba3 5ßolar^ 
breted a*+b'+c' = 2< fo ift 25' + 2<y = 3. 180^ 

s'+a = 270^ 5'— a'-htf — « = 90<> 

SDemnad^ finbet man au^ ben SBerten von sin^^«', cos^^«' 

« - cos (a — ß) cosfa — y) 

cos^+a = — ^ — ^o— •— ^ 

smp smy 

21 _ — costy cos(<y — er) 



sin^-J-a = 
cot^^a = 



sinj3 sin/ 
cos {a — ß) cos (a — y) 



— cos a cos ((> — of) 

Sei einem gemeinen fpl^ärifd^en SJreied liegt a jujifd^en 90® unb 270® 
(©tereom. §. 4, 10), alfo ift — cosö pofttit). 

S)ie gormein für tang^i« unb cot^^a eignen fi(ä^ befonberä jur 
numerif(i^en Sered^nung eine« SBinfel« au« ben 3 ©eiten unb einer 
©eite auÄ ben 3 SBinfeln. 

10. SBenn in bem fpl&ärifd^en SDreied ABC bie ©eiten unb bie 
SBBinlel je 180® nid&t überfteigen, fo ift**) 



**y 



*) @uler a. a. D. 

") ®iejc ©leid^ungen f)ex^m bie ^aui^^en ©leid^unöen, erfunbcn unb 
in bie praftifd^e Trigonometrie eingefül^rt oon &au^ theoria motus 54. ©leic^:: 
aeitig finb biefelben ©leid^ungen aud^ oon ^elambre ConDaiss. des temps 1808 
p. 445 unb oon aÄoIlroeibe (o. 3acl^ monatl. Äorrefp. 1808 Sßoo. »b. 18 p. 394) 
mitgeteilt morben. SJergl. §. 3, 7. Äonftruftio l^at biefelben ©ubermann niebere 
6p$äril 144 ff. abgeleitet, einfacher in ber l^ier mitgeteilten ^rt @ff en ©ntnert 
%v^xv 27 p. 38. 
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8in^(a — ß) sin^c = 8in|^(a — i)co8^y 
co8|(a— jS) sin^c == &m^{a-\-b) siu^Y 
8in^(a+j3) co8^c = C08^(a — 'b)cos^y 
C08^(a + j3) cos^c = C08^(a4-^) sin^y 

Seroei«. Snbem man &ini{a—ß) na($ §. 4, 7 au« ben in (9) 
etttwidelten SBerten oott 8mfa, sin^ft cosl« unb co8|i3 jufammen-' 
fe|t, fittbet man burd^ befannte SftebuKtonen für ein beliebige« fpp^ 
tifd^e« ©reied 

sinK«-^) = ?y^(^^i/co8Hy 

3n bem gemeinen fpl^ärifd^en ©reled ip 8in|(a— /3) po|itio, wenn 
a > jS, alfo gilt bie pofitioe SBurjel. U. f. xo. 

aSottftänbige ajefiimmt^eit erreid^t man butd^ bie folgenbe 3lblei^ 
tung.*) kaä) (8) l&at man 

8in a 8in c = sin a sin y 
sinß 8inc == sin 6 siny 

bemnad^ oerbunben 

I. (sin a — sin ß) sin c = (sin a — sin b) sin y 

II. (sin cc + sin ß) sin c = (sin a -|- sin 6) sin y 

getner geben bie in (8) entl^altenen ©leid^ungen 

sinfi sine cos« = cosa — cosfe cosc 
sin« sin 6 cosy = cosc — cosa cosft 

t)etbunben 

sin 6 sine cosa + sin a sin 6 cos 6 cosy = cosa — cosa cos ^6 

ober einfad^er 

sine cos« H-sina cosft cosy == cosa sin6 

SSertaufd^t man gegenseitig a mit b, a mit ß, fo erplt man aud& 

sine cosjS + 8in6 cosa cosy = cosä sina 

unb burd^ Slbbition 

III. (cos a + cos j3) sin c = sin (a + ^) . (1 — cos y) 

S)ie jugeprbnete ©leid^ung 

IV. sin (a + jS).(l + cosc) = (cosa + cos ^) sin y 
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lann ol^ne toeiteteS aM& ber S5etra<i^tung be« ^olarbreied« abgeleitet 
toetben. 

aOSentt man in ben ®Ux^unqtn I— IV nad^ §. 4, 8 bie f)a\btn 
SBinlel unb ©eiten eingeffil^rt, unb Toenn man babel bte Slbfürjungen 



8in|(a — ß) 8in|c 
C08|(a — ß) sin^c 
8in^(a4-(9)co8|c 
C08^(a-|-/3) cos-J^c 


Z, 8in-|(a — 5)co8|^y — 

— rrif C08^(a — b) cos^y — 

— r, smi{a + b) sin^y — 

— s, C0Q^{a-\-b) ßin^y = 


l 

Q 
a 


gebtaud^t fo ptibet man 


Is — Xa 
mr — (IQ 
ms = ga 

rs =3 fjia 





äuÄ ben belben legten ©leid^ungen folgt mit Sftüdfid^t auf bie jroeite 



m. 
m 



— Qf ^ == 



r 
r 



f* 
f* 



9(lfo l^at tnan 

1) s = <y, uttb baju l = ^, 

2) s = —a, unb baju z = — a, 

wag ju betoeifen war. 

S)te l^albe 2)ifferen} t)on jtöei Seiten « unb b 
unb t)on ben gegenübetliegenben SBinfeln « unb /? 
beg S)reiedg ^i5C wirb burd^ folgenbe fionjirultion 
erl^alten. S)et ^auptltei^, weld^et AB in D normal 
l^albiert, fd&neibet CA in -E fo, ba§ 5E = £.4 unb 
DE ben SBinlel ^Ei? I^albiert. 3)er ben SBinfel 
^» BCE l^albierenbe ^auptlrei* fd^neibet ben SSogen 
^ DE in F fo, ba§ F ba« ©entrum be« bem ©reiedC 

BCE eingefd^riebenen Äreife« iji. 6inb nun FG, FH, FJ normal 
ju EC, CB, BE, fo l^at man 

CG + EJ + BH = \{CE+EB + BC) 
EJ+BH = EB 

CGl= \{BC-CA) 

Bugleid^ ift ber SBinlel FCG = 90« — iAO^ 

Fi?i> = |(J5^C— (7i?^) + C'^^ = \{BAG+CBA) 
GFC + HFB + JFE == l80^ HFB-^JFE = 5FJB 

folglid^ ÖFC = DFB, menn -4^5 jmei Cluabranten nid^t überfleigt 
3n ben red^tminfeligen S)reiedEen öi^C unb /)FjB l^at man (4, änm.) 




§. 5. (Spprif(5c ^^tiöonomctric. 321 

. ^_^ sin CG ^^ cosöFC 

Sm GFC = -r-^i;^ , cos CG = -: — =7-77^ 

Sin FC ' sinFCG 

, __^ sinDB __ cos DFB 

smDFB = . p^ , cosD^ = . ^„y^ 

siiiiBF' smFBD 

sin C^ _ ?E-?!^ ^ s in -FZ ^C . . cos PC/ ^ sinF^D 
sin Z>i? "" sini5F ~ 'sin Z?CF ^^' cos 2)5 sinFCÖ 

hierin finb bie erfte unb brttte bet ju betoeifenbenOleid^uttgett enthalten. 
3;ft J?i bet ©eflenputttt t)on i?, fo geltert in 93ejug auf ba« SReben^' 
bteted AB^C bie ©leid^ungen 

sin^(«' — 13) sin^c' = 8in|(a' — ^) cos^y' 
8in-J^(a' + i3)cos^c' = cos|(a' — 5) cos|^/ 

SUun ift «' + « = 180^ y' + y == 180^ a' + a = 180^ c' + c 
= 180«, folglid^ 

sinlK— 13) = cosi(«+iS), sini(«'+l3) = cosi(«~ß) 

sin^(a' — h) = c08|(a+6), cos|(a' + fc) = sin^(a+i) 

sin^c' = cos^c, cos^c' = sin^c, cos^y' t= sin^y 

S)urd& biefe ©ubftitutionert ergeben fid& bie t)iette unb ätoeite bet ju 
beweijenben @lei(^ungen. 

Slnmetfung. 3Benn jweiSeiten unb bet eingefd^Ioffene Sßinfel 
j. S3. a, b, y gegeben finb, fo beted^net man am einfad^fien juetft bie 
SBette von sin|(a— /3) 8in|c unb cos|(a— j3) sin|c, bann but(ft 
3)it)ifion ben 2Bett von tangi(a — /3); fetnet bie SBette von 
sin|^(a+/3)cos|^c uub co8|(a+(3) cos^c, uub auÄ biefeu beu SBett 
von tang|(«+j3). 3lu^ ii^—ß) unb i{cc+ß) finbetman « unb ß\ 

bUtd^ sin|(a — ^) obet cos|(a — /3) unb butd& 8in|(a + (3) obet 

co8|(a+/3) etgiebt fid^ enbUd^ iebeSmal auf boppelte Sltt bet SBett 
von |c. 

©anj analog ted&net man, wenn eine Seite unb bie beiben an^ 
liegenben SBinfel gegeben finb. SBenn abet ixotx Seiten unb bet 
äöinfel, weld^et einet betfelben gegenübet liegt, j. 85. a, b, a gegeben 
finb, fo beted^net man juetft ben SBinfel ß (5), bann mit §ilfe bet 
obigen ©leid^ungen tang^y unb tang|c. S)a^ analoge SBetfal^ten 
fü^tt ium QitUf wenn jwei SQBinfel unb bie Seite gegeben finb, bie 
bem einen betfelben gegenübet liegt 

®ie au8 ben ©aufefd&en ©leid^ungen folgenben SSBette oon 

tang|(a— /3), tang^(o+(3), tang|(a— 6), tang^(a+6) 

finb feit längetet S^xt in ©ebtaud^. Sie wutben von SRepet, bem 
©tflnbet bet natütlid^en Sogatit^men, angegeben (Mirifici logarithmomm 

laal^cY II. 6. »uf(. 21 
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canonis descriptio 1614. 11, 6) unb in ^ßtopottiottett auÄgefprod^ett, 
xoüä)t bie 3leperf(j^en 2lnaloflien l^ei^en. 

11. Seftintntt man bie pofitiDen ©inne bet ©öl^en eine« fpl^ä*» 
tifd^en ©reiecfö fo, bafe jebe ^öl^e mit ber ©eite, ju ber fie notmal 
fielet, einen 2Bin!el t)on 90^ bilbet, fo finb bie ^Ptobutte beiS Sinn« 
jebet ©eite mit bem ©inu« ber juge^rigen ^öl^e t)on betreiben 
©röfee, bie butd^ d bejeid^net mirb, unb bie ^robutte beS ©inu8 jebe« 
aßinfela mit bem ©inu« bet jugel^ötigen ^ö§e finb r>on betfelben 
©töfee, bie butd^ ö bejeid^net n)itb.*) S)enn man l^at (5) 

sinZ^CsinÄp == smCA&mgh = sin BC sink/ 

unb smhp = 1, folglid^ bei gemöl^nlid^et SSejeid^nung 

sine sinDC = sinJ sine sin« = sine sina sinjS = sina siai siny = d 
siny sin -DO = sin(S siny sina = siny sina sinft == sin« sinj3 sine = d 

^ierau« ftnbet man fofott 



sina sin 6 sine 


sina 




sin 5 
sin/5 
sin/3 


sine 


d 


d 
sina sin jS siny 


sina 
sina 


siny 
siny 
sine 

^2 


ö 

8 — 


sina 

d2 


sin 6 
d = 


d 


sina sin 6 sine 


sina sin/3 


siny 



3ufoIge bet SBette 

d = sinft sine sina 
cosa — cosft cosc = sin 6 sine cos a (8) 

etgiebt fid& 

^2 __- sin^fe sin^c — (cosa — cosä cosc)^ 

=5 1 — cos^a — cos^Ä — cos^c + 2 cosa cosft cose 

"^ViXl ift d^ = 4 8in6 sine sin^^^a.sini sine C082^a(§. 4,7),folgli(J^ (9) 
d'^ = Ai sin s sin (s — a) sin(5 — h) sin {s — c) 

Sffienn (V biefelbe Sebeutung fttt ba« ^olatbteiedE A'b*C' ^at, 
wie d für ba8 JDteied ABC, fo ift (8) 

d* = sin 6' sine' sina' == sin /3 siny sina = d 

folglid^ l&at man aud^ 



*) 95ergl. Scjell Acta Petrop. 1782, I p. 71. ® üb ermann nicbcrc 
©|)^ri! 124. 

**) SScrgl. Sagrangc J. de rEcole polyt. Cah. 6 p. 272, Sran^atä in bem* 
feilten 3^urna( Cah. 14 p. 190, ©ubermann niebere ^ifyaxxl 142. ^ie ^erte 
t)on d2 ^qx ®uler Nov. Comm. Petrop. 4 p. 158 gegeben, bie äßerte t)on rf^ 
finbet m(xn m bet Sejellfd^en Slb^anbuing. 
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S^ ^ l~ coö'o — coa-'/J — cos*)" — 2eoB« coB^ cosy 
=^ — 4cos(J C08((J— n)cofi(iJ — 13) Coa(ii — y) 

13. äißenn man butc^ r uitb p bte einen Ouabranten ntijt 
ütietfteigenben fp^örifii&en 3tabten ber Ätetfe bejeic^net, roeld^e einem 
Ip^drifc&en S>reied, beffen Seiten a, b, c unb betjen 32infel n, ß, y 
je ISO" nidjt Übetfteiöen, bcr eine umgefifttieben, ber onbere einge« 
ft^rieben finb, \q l&at mon') 

d , 5 

4Biiiia8inifiamic' ^"^ 4 cos> cosijS cosj/ 

bei ber in (11) angenommenen Sejeid&iiung. 

söeroeis. Söejeic^net man ben ©egenpunft non c burc^ c^, bo« 
fpl)nrijd&e Sentnim be2 Äreife8 /4SC, butc^ O, bie 3Jiitten oon .^C,, 
ü, Zf, /i-4, C^, ßC bur^ P. a, ü, />, E, fo finb üP 
unb QE Ouabranten, f*o, QO, ifO normal ju 4C,, 
C|B, s^, folglidö i> unb E sßole oon PO unb OQ, alio 
DE «ßolnte oon o. 3ft uc eine §ö^e bes ©ceiecf« 
CDE, roitb iJE Don 0^ unb ob in -f' unb G ge' 
idinitten, (o finb bie tec^tioinfeligen ©reiede DHC unb 
DFA, EHC unb EGS gleich unb ü^nliä), Z> unb E 
bie 3Ritten pou fh unb liG, folflUd) 

//(? = ^j- = 90" — Oä 
DE = ^f'ff — ^FÜG = AOR 
9lun i(l in ben ®reiecEen CDE unb OBA 

sioDEeinJIC = sinEC sinCÜ sinDCE (11) 
mnAOnamOA = sinÄA (4, 2(nm.). 
SBejeidinet mon bie ©eiten C, B, ba. ac^ butc^ a, c, 6 
unb ben SSinfel DCE = bc, A buräi y, (o erhält man bcmnadj 

aiaAORcosr ^ cosja eoB^i sinj- 
siD^O/f sinr = sin^c 
folfliicö 

cos-|a cOB^i äny _____ d 

sin^c 4Bin^a aiD^i sinjc 

inbem man 4BiD^a e,o&\a sm\b cos|6 ainj- but# d VC\t%t 

®benfo ^at man in bcm äugei)örigen Spolorbreied 

"^ 
cotr' == - Ti-^i-; 

4 am Ja Rinjo ain^c 

•) gejell a. a.D. i>. n% Serfll. ©uberinann 131 unb 137. 
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3flun ifi r* bai Äomplement von g (©tereotn. §. 4, 12), d* = 6, 

ßinla' = cos Ja, U. f. tt). (11), folglid^ 

^ 4 cosi^a 008^/5 cosjy 

gut bte SRabien bet Äretfe, roeld^c ben Sftebenbreteden utnge^ 
fd^rieben unb eingejd^rieben finb, finbet man ä^nlid^e ©leid^ungen, tn^ 
bem man bett S^f^w^^^^^^a ^^^ ©eltcn unb SBtttfel ber ^Hebert»' 
breicdfe mit ben Seiten unb SBBinfeln be« 3)reiedE8 bead^tet. ©arau^ 
folgen bann bie SSejiel^ungen unter ben Slabien biefer Äteife. 

18. S)ie gunftionen von 2a = a+ß + y l^oben befonbete ^t^ 
atbeitung erfal^ren, weil butd& biefe Summe bie gläd^e be« fpp«' 
tifd^en ©teied« beftimmt ift, bejfen SEBinfel a, ß, y finb (Stereom. 
§. 4, 5). Sei ber angenommenen Sejeid^nung ergiebt fid^ junäd^ft *) 

— cosa = z -7 — = l^tangr 

4co8f a co&fo cos Je ^ ^ 

Sewei«. Seieid^net man in bem S)reiedt AßC ber vorigen 
gigur bie Seiten unb SBinfel burd^ a, b, c, a, ft y, fo ift 

20Äß + 20BC^ + 20C^A = 180<> — «+ 180<> — /3+y 

20BC^+-20C^Ä = 2y 
OAB = 180« — ö 

SRun ift in bem S)reiedE OAR (4, 2lnm.) 

,0,0 AR = -^55£^ 

tang OA 

stimmt man l^inju (12) 



cotO^ 



sin BC^ sin Cj -4 sin BCj A 



4 sin J^Cj sin JC, -4 sin^lÄ 4 cos Ja cos J6 sin Je 

fo erl^&lt man 



d 
— cos<? = 



4 cos Ja cos J6 cos Je 

gflad& (11) ifi 

d'^ 

— cos a cot r = -— ; ^—r-' — = i^ 

2sina sino smc 

14. öemerfenSmerte Slu^brüdEe ergeben fid^ für sinö, — cot<y 
unb — tangtf, namlid^**) 



*) ßcEcü a. a. D. p. 68. 

**) ^ie erfte ©leid^ung l^öngt mit ber legten sufammen, bie oon Sagtange 
a. a. D. p. 278 unb Segenbre Geom. Note 10 gegeben werben ift. 3)ie anbem 
rül^ren von ®uler ^er (Acta Petrop. 1778, II p. 31. Nova Acta 10 p. 47). 
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C084a 0084^5 + sin ia sin 4 5 cosy 

COSfC 
l+COSa + COSÄ + C08C 

Aco&^a co&^b cos^c 

d 

1 -h cos a -f- C08 b + co8c 
cot^a cot^fc -f- cosy 



cottf = 



— tangtf = 

siny 

Seit) et 8. 3n ben SJteieden O^ä unb Ci>^ ift 

C08-4Ä sin O^lÄ = cosäO^ (4, Slnitt.) 
cos i?0^ = COS DJ? = COS EC cos CD + sin EC sin CD COS Z>(7E (6) 

ballet butd^ ©infül&tung bet befannten SBerte (13) 

cos4a cos46 + sinla sin46 cosy 

gmö s=: 2 ^ 7-5 5 - 

cosf c 

3)er Söi^tet biefe« S3ru(^ä mit 4cos|a co8|6 muUtpUcicrt, lautet 

4co82^a 008^^5 + sina sinft cosy 
= (1 + cos a) (14- cos 6) 4- cos c — cosa cosä 
= 1 + cosa + cos b + cos c 

= 1 + 0080+ 1 +C0S6 + 1 + C08C — 2 

— 2co82|a +2008^^ +2co8Hc —2 

3)ur(§ biefe äugbriltfe erl^alt man fofott ben jmeiten unb ben btitten 
SQBett von sincy. 

5Det jmeite Slu^brud t)on sin er lann auä) auÄ bem SBert von 
— co8<y (13) abgeleitet werben. 3)enn e« ijl 

. « ^ „ (4co84a cos46 cosic)^ — d^ 

sm2(j = 1 — 008^0 = ^ .Ä 1 — lA 1 ^2 — 

(4co8f a cosfo cosf c)-' 

(4 cos^a 008^6 C08^c)2 = 2(1+ co8a)(l + co8 6)(l + co8c) 

d^ = 1 — cos^a — cos^d — cos^c + 2 cosa cosÄ cosc 

folglid^ ^at ber Sä^l^t ben SEBett (l + cosa + cos«^ + cosc)^. u. f. m. 

S)er btitte SluiSbtud von 8in<y fann an^ bireft entmidelt mer^ 
ben, inbem man jut Seted&nung von qo&roä ba& von ben ©eignen 
f, g, h ber Sogen BC^, C^A, AB gebilbete plane ©reied benuftt.*) 
Seseid^net man bie SRormalproieltton be« ©entrum« auf bie Ebene 
ABC^ burd^ o; fo iji ber SBinlel BO*A ein 9lormalfd6nitt be« 



*) ©ttbermann 152. fßexql Sd^ulj Spl^äri! II, 79. 
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gläd^enroittfete, weld^en btc ßbeneti ber ^auptf reife OB unb 0^ 
bilben. 5Run ift ber ©entriiuinfel BO*A boppelt fo groß als ber üon 
ben ©el^tten / unb g gebtlbete ^ßeripl^erietolnfel, folgUd^ ift ber lefetere 
bem SEBinfel ROA gleid^. Stlfo ^at man (§. 4, 10) 

/ = 28in|ßC, = 2cosJa, ^ = 2%m\(\A = 2cos|6, ä = 28in^c 

C0& AR smOAIi = co8/?02l = ^—^ — - — ^ — ^- ^ 

2co8^a cos^o 

Um ferner ben SBert von — cotc? ju flnben, bimbiert man — cosö 
(13) bnxä) ben jwetten 2luSbrudE non sincy. 

©nblid) ben SBert Don — tangö erplt man, inbem man ben 
erften 2luSbru(I t)on sine? burd^ 

sina sin 6 siny sinia sin46 siny 

4cos^a co8f cos^c cos^c 

biuibiert. 

ainmerlung. 2luÄ bem 2Bert üon — tang<j fd&lteßtman: 3Benn 
in einem fpl^ärifd^en SDreied ein SBinfel unb baS 5ßrobuft ber ®o^ 
tangenten (ober ber S^ngenten) ber l^alben Seiten, roeld^e ben SBinfel 
einf (j^Uefeen , unt)eränbert bleiben, fo bleibt bie Summe ber beiben 
anbern SBinfel, alfo auä) bie gläd^e be« Sreied^^ unt)eränbert. Unb 
wenn in einem fpprifd^en S)reied eine Seite unb baiS 5ßrobuft ber 
a;angenten ber l^alben SBBinfel, bie an ber Seite liegen, unoeränbert 
bleiben, fo bleibt ber 5ßerimeter beS Sreied« unüeränbert. 

15. 2lu3 ben gefunbenen gunftionen oon <? ergiebt fid& nod;, 
menn a + 6 + c = 2s gefegt toirb*), 

tang2|(<y— -90^) -__ tangl-s tang^(5 — a) tang|(s — 6) tang|(s — c) 

Semei«. 3ufolge be« britten 3lu8brud« von slnö (14) ift 

1 — cos^^a — 008^^6 — C08^^c + 2cos^a C08^6 cos-J^c 

2co8|^a C08|6 cos^c 

S)er Sanier biefeS Srud^e« l^at nad^ (11) ben SBert 

4 8in|5 sin^(5 — a) Bia\{s — b) 8in^(5 — c) 

gerner ift (13) 



— cosa 



2 cos-Ja cos-J-ö cos^^c 



♦) S'^uilier nad^ Segenbre'S aWitteilung (Gäom. Note 10). ^iefe gottnel 
ift ein befonbrer gaK ber gortnel, toeld^e Sejeü a. a. D. p. 88 für bie @umme 
ber äßin!e( eineg bem Greife eingefd^riebenen fpl^ärifd^en ^ieredd entmidCeU l^atte. 



§. 5. 6|)]^^f4e Trigonometrie. 
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folflUd& 



3flutt ift 



1 — ßintf 4 8in^« 8in|(s — a) 8in^(5 — b) sm^{s — c) 

— costf "^{siiiÄ sin(5 — a) sm(s — b) &m{s — c)} 



— co8()= sin(tf— 90<>) = 28ini(<y— 90^)co8|((j 
* — ^ == |tang|5 u. f. Tt). 



90») 



sin« 2 8in|-« cos^s 

S)urd& biefe ©ubfittution finbet man bcn obigen SBett t)Ott 

taDgH(<y~-90<>) 

Slnmetluttfl. 3)ett ettttoidelten f^ormeln fteJ^n bieientgen jur 
©eite, burd^ vodä)t man ben Perimeter cine5 fpl^ätifd^en SJreiedS auS 
ben 3 aOBittfeltt ober auS einer Seite unb ben belben anliegenben 
SBinfeln bered^net. Ä^nlid^e gormeln giebt e5 aber au($ für a — a, 
c — ß, a—y einerfeit^, unb für s — a, s — b, s — c anbrerfeitö. 
@. Sefell a. a. D., ©d^ulj II, 34 ff., ©ubermann 132 ff. 

16. SBenn burd^ einen gegebenen 5ßunft S ber Äugel $aupt=^ 
f reife gejogen werben, bie einen gegebenen Äreia ber Äugel in A 
unb A\ B unb B\ . . fci^neiben, fo finb bie ^probulte 

oon bcrfelben ©röfee, weld^e bie fpl^ärifd^e ^otenj be^ ?ßun!te^ 
S in SJejug auf ben Ärei« l^ei^t. 33Benn auf einem ^auptfret^ s 
fünfte liegen, avi& benen an einen gegebenen Ärei« ber Äugel bie fpl^ä^ 
rifd^en S^angenten a unb a\ b unb b', . . ge^en, fo finb bie Quotienten 

tang^^a tang^«6 
tang^W ' tang^ÄÖ" 

oorf ber fetten ©röjse*) 

33 e 10 ei«. Qit\)t man auS bem ©entrum m 
ben ^aupttretä mn normal ju SA, fo ift in ben 
»reiedten smn unb AMN (i) 

CO» SM C08 AM 




Go» MN = 



CO» SN 



C0& AN 



2)a]^er l^at man 



cos AN CO» AM 



CO» SN 
CO» AN — CO» SN 



CO» SM 

cos AM — cos SM 



cos AN + cos SN cos^M+cos SM 




*) Scsell a. a. D. p. 65. ©teiner ©rette 3. 2 p. 5y. ©Aurj II, 54. 
Xen sugeorbneten 6at l^at (S^ubermann nieb. <S))pri! 296 l^insugefügt. 
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SRun ift SN+AN = SA*, SN— AN = SA, folglid^ (§. 4, 8) 

unt)erättbetlld^ für ieben beliebigen butd^ s gel^enben ^auptfreig, ber 
ben gegebenen Ätei^ in A unb A' fd^neibet. 

2)et B^f^fe ^i^b unmittelbat wie folgt beriefen. S)urd^ ben 
5PunIt i:> be« ^auptfreife« s ge^n bie fpl^ärifd^en SEangenten de unb 
Z)F be^ Äreife« (0). ^iel^t man OP notmal iu s, \o ift in ben 
S)teie(Ien ODE unb ODP (4) 

. _ _ sinE O _ sin PO 
^'""^^ - SiTEÖÖ ~ sin Pi)0 

SJal^er l^^^t man 

sinPjPQ sin PO 

sin EDO "^ sinEÖ 

sin PZ>0 — sin Ei>Q _ sin PO — sin JSQ 

sin PZ>0 4- sin ü;Z)0 ~ sinPÖ'+shiEÖ 

giun ift PDO — EDO = sa, PDO + EDO = so!, folglid^ 

tang^g g _ tang|(PQ— EQ) 
tangl^a' ~ tang|(PÖ-f-EO) 

unDeränbertid^ für jeben beliebigen ^Punlt be« ^auptfteifes s, auiS 
bem bie fpl&ätifd^en Sangenten a unb a* an ben gegebenen Ärei« 
gebogen werben. 

Slnmetfung. Sluf bem angejeigten SBege finbet man, bafe 
cos^tz: cosjBC/ = cos^FtcosÄF ift, menn üv ju AB normal 
fielet, unb umgeJel^rt; ba§ bie 5ßun!te ber Äugel, meldte in Sejug auf 
}tt)ei Äreife berfelben gleii^e ^ßotenjen l^aben, auf einem §auptf reife 
liegen, u. f. w. SSergl. $lanim. §. 14, 2 ff. ©tereom. §. 5, 19. 
©ubermann nieb. ©p^ärif 308 ff. 

. ^ Um ba« gleid^fd^enlelige S)reie(f ju fonfiruieren, 

^yt) ba8 mit bem fpprifd^en SJteied ABC ben SBinlel 

ß^^'' A unb bie gläd^e gemein l^at, mad^e man ad = ab 

-«<^^==:===^^^^^^^ auf AC, jiel^e burd^ c unb D einen beliebigen Ärei^, 

'^^——^-y^' Ä« benfelben bie fpl^ätifd^e 2;angente ae unb mad^e 

AF=^AG^ AE auf AB unb AC. S)ann l^at man 

tang^ilP tang|.4(? = tang^^^lE = tang^ilD tang^ilO 

= tang|4P tang|u4C 

aifo ift bie gläd&e AFG = ABC (14, 2lnm.). 

17. SEBenn bei bem fpl^ärifd^en ©reied ABC bie aWitte ber Seite 
CA burd^ F bejeid^net wirb, fo ift 

cosAB + cosBC =: 2cos|Ci4 cosF5 
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Uttb Toenn bei ben ^auptftetfett a, b, c ber SBinfel ca burdö ben 
§auptftel3 / l^albtert wirb, fo iji 

cos aÄ -f- cos 6c = 2 cos ^ ca cos/6 *) 

Setüeiä. 3i^^t man ben §auptfrei« J9A^ normal ju CA, fo ift 
in ben red^troinfeligen S)reie(ien ^i5iV unb i^CiV^ 

CO82IJ3 = cosjBiVco8iV^/4, cosBC == co^CN cobBN 
cos AB -\-co&BC = co8^A^(co8CiV+co8iV^/l) 

5Run ift 008 CiV^H- cos A^^ = 2co8C/?'oo8FiV(§.4,8), cos FN cos BN 
= cosF^ (1), folfllid^ 

co8^B + cos5C = 2cosC/'co8Fi? 

Um ben jugeorbneten @a| biteft abjuleiten, jiel^e man butd^ 
ben gemeinfc^aftUd^en $unft B ber ^auptfreife c unb a ben §aupt^ 
frei^ n, ber ben ^anptfrei^ b normal in N fd^neibet. Unter ber 
^-Boran^fefeung sinftn = i ift (4) 

C08a6 = cos -BiV sin an, cos 6c = cos -ßiV sin cn 

cosa6 + cos6c = cos5iV(8inan + sin cn) 

9iun ift sin aw + sin cn = 2 sin/n coscf, unb cosßiVsin/n =3 cos/6, 

folglid^ u. f. m. 

SKnwenbung* SBenn man in bem fpl^ärif(3^en SSiered ^ßC/) bie 
aKitten ber gegenüberliegenben Sogen BC unb da, CA unb DB, ab 
unb DC burd& e unb e^, f unb f^, g unb G^ bejeici&net, fo ift 

cos AB + cos BC =: 2 cos | CA cos F5 
cos CD-I- cos D^ = 2co8iC^cosFZ) 

9iun ift cosF5 + co8i^I> = 2cosiD^co8F/^i, folglii^^**) 

cosi45 + co8-BC + cosCZ>-j-cos£>2l = 4co8^C!4 cos^DB cosFjPi 

ebenfo ifi in ben SSiereden bcad unb cabd 

cos BC-\- cos CA -{-cos AD -\- cos DB = A cos ^ AB cos^ DC cos GG^ 
cosGA + COS-4J9 + cos^Z> + cos-DC = 4 cos|2?C cos^DA cosEE^ 

Unb wenn bei ben ^auptfreifen a, 6, c, rf bie 3öin!el ca unb db 
burd^ bie ©auptfreife / unb /^ l^albiert werben, fo finbet man auf 
gleid^e SßJeife 

cos ab + cos 6c -|- cos cd + cos da = A cos ^ ca cos ^ db cos ff ^ 
U. f. XO. 

18. 3taä) ber $t)potl^efe ber gemeinen ©eometrie faßt bie Äugel 
mit einer fie berül^renben öbene, eine fp^örifd^e gigur mit il^rer 

♦) ©ubermann nieb. ©pl^äri! 400. aSergl. Panitn. §. 14, 18. 
♦*) ©teiner ©reffe 3. 2 p. 292. (Subermann a. a. D. ^lanim. §. 14, 20. 
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Jlormalproieltion auf bicfe ebene jufainmett, rotnn bet Sftablu« be« 
Setül^ruttg^puttlte^ unenblid^ gro^ wirb. S)enn bte SRabien, roeld&e 
ba^ unettbli(^ ferne Zentrum gentein l^öben, werben parallel unb 
jraar normal ju ber ßbene, mit weld^er bie Äugel jufammenfättt. ®ie 
Sogen von ^auptlreifen fallen mit i^ren Seinen unb mit il^ren 3lor^ 
malprojeftionen auf bie @bene jufammen. 

2Benn eine fpfiärifd^e gigur auf einer Äugel in Setrad^t lommt, 
beren SRabiu^ r (ginl^eiten J^at, unb menn bie Sogen oon ^auptfreifen 
ber gigur a, b, c, . , ©inl^eiten l^aben, fo werben bie entfpre(%enben 
Eentriwinfel (beren Slrcu«, $lanim. §. 13, 8) burd^ bie Quotienten 

— , — , 4/ • • auSgebrödt ^t größer nun r wirb, befto mel^r oer^ 
fd^minben bie Sogen —,—,—,", befto genauer erreid&en sin— unb 

tang— ben SBert — (§. 3, 10); bagegen fällt cos-^ mit 1—^2 
jufammen, weil (§. 4, 7) 

cos— == 1 — 2sm^7r- 
r 2r 

unb sin^ö" bem SOBert ^ fid^ unenblid^ näl&ert. 

S)urd& bie angegebene ©ubftitution fann au^ jeber für bie ®le^ 
mente einer fpljäri^d^en S'igur geltenben trigonometrifd^en ©leid^ung 
bie Oleid&ung abgeleitet werben, weld^e für bie entfpred^enben Sie*' 
mente ber 5ßlanfigur gilt, mit ber bie fpl|ärif(^e gigur bei unenblic^ 
wad^fenbem Stabiuä ber ^ugel jufammenfäHt*) 3- S5. SBenn bie 
aSinfel eines fpl&ärifd^en S)reiedEi§ burd^ «, ß, y bejeid^net werben, 
unb bie gegenüberliegenben Seiten a,h, c Sängeneinl^eiten l^aben, 
wälirenb ber 3labiuS ber Äugel r Sängenein^eiten beträgt, fo ift (8) 

. 6 . c a b c 

sin — sin — 008« = cos cos — cos — 

r r r V r 

Sei wad^fenbem '^t beplt xc^^n oon biefer ©leid^ung bur(% bie obige 
©ubftitution 

--cos« = 1 — ,^r-ö — 1— rr-ö 1 — 



^2wo^ . 2^.2 V 2r2A 2r' 

~ 27^2"" 4r4 

5-2^2 

2&C cos« =Ä 62 + c2 — «2 — .^.^ 

2r^ 



Sagran^e a. a. D. p. 291. SJwftl. ®uUr Acta Petrop. 1778, 11 p. 39. 
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al\o für bcuS plane ©reied, rotnn r = oo, 2be cos« = b'^ + c^—a^ 
in Überelnftimmung mit §. 4, 10. au8 bet fpprtfd^en ©leicj&ung (8) 

cos« + cos^ cosy — sinjS siny cos — = 

finbet man inxä) baÄfelbe aSerfa^ten für baS plane ©reied bie 
©leid&ung 

C08a + C08(j3 + y) == 

in Übeteinftimmung mit bem ©afe, bafe In bem planen SDreied a + /3+y 
= 180<> ift U. l w. 

19. SBenn bie ©eiten be^ fpprifd&en S)teie(I§ ju bem Stabiu^ 
ber Äugel f leine aSer^ältniffe l^öben, fo fann bie gläcj^e beS fppti^ 
fd)en S)reied8 (unb fein ©fceg, ©teteom. §. 4, 5) au5 gegebenen 
Elementen ebenfo bered&net werben, mie bie gläd^e be^ burd^ biefelben 
Elemente beftimmten planen ©reied«. dagegen finb bie SUinfel be^ 
fpprifd^en ©reieds je um ben britten 2;eil be^ ®fceffe^ größer al^ 
bie SBin!el be« planen 5Dreiedg, welcä^e^ mit bem fp^ärifd^en 3)reied 
ber Steige na^ gleid^e ©eiten l^at.*) 

beweis, gär fleine SBerte von — lann 

r 

t* fit**' »y^ /*» /y /v» «J 

•A/ t/u tßj %Hr tAJ *Aj 



cos — =1 — ^r-ö + vrr—k t si^ 



gefefet werben (SlUg. Slrit^m. §. 31, 8). ^urd^ biefe ©ubftitution er^ 
Ijält man für 

a b c 

cos cos — cos — 

cosa = -, (18) 

. . c 

sm— sm — 

r r 

einen S3ru(ä&, beffen 3äWer 

2r2 24r4 

unb beffen 3lenner ^(l —y-j ift. 9lun ifl mit ^inreid^enber 

©enauigleit 



*) Segcnbtc Mein, de Paris 1787 p. 838 unb Trigonom. Append. V. SBctgl. 
Sagrange J. de TEcole polyt. Cah. 6 p. 293. (^ax^ disq. gener. circa super- 
ficies curvas (Comm. Götting. VI. 1827) unb (Srette 3. 22 p. 96. SÄertenä 
©d^töntitd^ Beitfd^rip 1875 t. 20 p. 248. 
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1 _i + ^'+^' 



folglid^ 

62+02— a2 2a262 + 2a2c2+ 2b'^c^— a^—b^— c* 

cos« = ^rr ^777 «-- 

aSetben von bent planen SJreted, beffen Seiten ebenfall« a, h, c Sängen«' 
einl^eiten l^aben, bte SBintel burdö «', ß\ y\ bie gläd&e buriä^ ^ be- 
aeid&net, fo ift (§. 2, 5) 

624.c2_a2 ' 

—26^ = '^'^ 

2a262+2a2c2+2Ä2c2— a*— *4_c4 = 46 2c 2 sin 2«' = 16 J^ 

. S)urd^ ©ubftitution biefer SBerte etl&ält man 

, bc Bin'^a* , J . . 

cos« = cosa' ^"2 — = cosa — ^— 2 8ina 

®ie BäI&I 0-2 *f* ^^^ ^^^^^ ^^^ ©entriwinfelS ^-2 , bet fo 

Hein ift, bafe fein ©inuS von ^ unb fein ©ofinu« von l nid^t be^ 

träd^tlid^ abweidet. Sllfo ift nad^ §. 4, 7 

/ , , ^ 180^ , , ^ 1800 

cos« = co8(^«+3^--j, « = «+3^72-^ 

S)ur(ä& biefelben Settad^tungen flnbet man 

b. 1^. bet @fce| be« fp^rlfdöen ©teiedä bettfigt ^ -— . girt ber %f)at 

^at ein jroeited^twinteUfleS fpl^ärlfd^e« ©rcied ber gegebenen Äugel, 
beffen britter Sffitntcl 180« bettögt, eine %l&(S)t oon »r2 Ouabratetn^ 
igelten (©tereom. §. lO, 5); folgU(iö ^at ba« flegebene fp^ätif(i&e ©reied, 

beffen @rcefe -» -— bettagt, eine gläd&e oon ^ duabtateinl^eiten. 
SKnmerfung. Sffienn 8.83.6, c, « gegeben pnb, fo bered^net man 

2/ 180^ 
J = |6csina, £ = -^ unb a* = « — i« 



§, 6. ^ot^öOttometric unb IJotpcbtometrie. 333 

Slu« ben eietnenten h, c, «' wirb nad& ben Sftefleln bet planen %t\^ 
flonometrte ß\ y*, a gefunben. S)ann ift 



§. 6. ^oltigonowettie unb ^ßol^ebromctrie, 

1. S33enn bie ®etaben h, p nid&t auf einet ebene liegen, unb bie 
©tted e AB bet ©etaben h auf bie ßbene, welche bie ©etabe p enthält 
unb mit bet ©etaben h parattel iji, but(ä^ bie SRotmalen biefet ©bene 
A^A, B^B proiiciett witb, fo iji AA^B^B ein 
SReftangel. SBenn bie ©trecfe A^B^ bet mit h 
pataHelen ©etaben ä' auf bie ©etabe p butd^ 
bie SRotmalen A^A^, B^B^ ptojiciett mitb, fo 
finb bie6benen-42ii2i2, bb^b^ unb bie ©etaben 
AA^, BB^ notmal jU2>, unb a^b^ ifl bie SHot-» 
malptojeftion T)on i4j? auf bie ©etabe p, SRun 
iji iä2^2 = ^ 2^^' = 1^^/ foWi^ (§• 4, 2) 

-4^J5j == A^B^^iO^ph* = i4^cosf>/^ 

S)a]&et gelten bie ©leid&ungen (§. 4, 5 unb 6) 

BC cospf + CA cospg + ^J5 co&ph = 
•sin^Ä co8/>/+ sin^coB/?^ + »in fg cos ph = 

aud^ bann, wenn bie ©etabe p nid^t auf bet (Sbtw ABC liegt. SBenn 
bie Sftabien OF, 00, OH, OP einet Äugel Sängeneinl^eiten finb unb 
bie poptioen ülid&tungen bet ©etaben /, g, h, p l^aben, fo ift*) 

sinöÄcosPF+sinJyFcosPÖ + sinFöcosPÄ = 

füt 3 5punlte F, O, H eine« ^auptfteife« unb einen beliebigen 5ßuntt 
P bet Äugel. S)utd& Slnwenbung biefe« @a|eÄ auf ba3 fpl^ätifd^e 
©teied ABC mit ben Ouabtanten am, an auf CA, ab pnbet man 

9\n AN QosBC + ^mNB 0,0% AC+einBAcosNC = 
9\x\AM 00% NC -^ sin MC cos NA -^^iuCA 00% NM = 

alfo in biefem gaUe 

00% BC — cos CA cos AB — sin AB cos NM = 

cos iV^C+ sin C^ cos iVM = 
cos BC — cos CA cos AB + sin CA sin AB cos NM == 




*} ^iefe 9le(ation, toeld^er in bet Stanimettie ©tetoart'g @at ($(antm. §. 14, 22) 
cntfpridjt, tft üon ©arnot g^om. de pos. 344 mit ^ilfe bcSjp^ätifd^cn ^l&t^ 
§. h, 6 gefud^t, üon ©d^ula ©rtärif 11, 49 gefunben, oon 3)töbiuS auf fetne 
wallte QueEe surüclgefül^rt unb jur ^ntnblage ber fpl^ätifd^en Trigonometrie ge^. 
mad^t n)orben. ($or(efung 1839. SSergl. älnar^t. Spi^örif 7.) 
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übereinftimtnenb mit bet ©leid^ung 

cos« — cosb C08C — sin6 sine cosa = (§. 5, 8) 

2. 5Rad^betn t)on ben n ©eraben, bie ein ebenem ober nntUnt^ 
^Polpgon bilben, bie pofitiüen Slid^tungen nad^ SBillfüt bepimnit wotben 
finb, l^aben bie ©eitert AB, BC, CD, . . b^& ^ßolpgon^ beftimmte SBerte 
aj, aj, . ., flu. SBitb nun burd^ p eine beliebige ©erabe bejeid^net, 
beren pofittoe SRid^tung man roilHärlid^ beftimmt l&at, nnb burd& cosp» 
ber ©ofinua be* Sfißinfel«, weld^en mit ber ©eraben p bie ®etabe 
bilbet, auf bet bie iU ©eite be3 ^ol^gon« vom SBett «< liegt, jo ift*) 

3)enn a» cosp» ift bie 3flotmalproiettion bet iUn ©eite be« ^ßol^goniS 
auf bie ©etabe p, unb bie ©umme biefet 5ftotmalptoie!tionen ift null. 
aSetgl §. 4, 5 unb ©teteom. §. ll, l. 

Slnwenbungen. ^it'Sit man butd^ ba^ ©enttum einet Äugel, 
beten Sftabiu^ eine Sängeneinl^eit ifl; pataUel mit p unb ben ©etaben, 
auf benen bie ©eiten be« ^olpgonS liegen, ©etabe, beten pofitiDe 
Sftid^tungen bie Äugel xn P, A^, A^, .. fd^neiben, jo ift cosp,- bem 
©ofinu^ be« §auptltei«bogenÄ PAi gleid^, folglid^**) 

a^ C08P-4| + Oj cos PA2 + . . + a„ cos PAn = 

SDiefe ©leid^ung, in bet P ein TOittfütlid^et $unft bet Shtgel ift, 
giebt ju etfennen, bafe bet ©d^wetpunft bet 5Pun!te a^.A^, a^.A^, . ,, 
a„ . An in bem (Senttum O bet Äugel liegt, ßiel^t man nämlid^ butd^ 
bie 5ßunfte a^, a^, . ., An parallel mit OP ©etabe, bie von bet butd^ 
O notmal ju OP gel^enben @bene in b^, b^, . ., Bn gefd^nitten 
metben, fo ift 

C08P-4j == B^A^f cosP-42 == P^'^it •• 

folglid^ füt lebe SRid^tung bet 5|JataIlelen, meldte but$ bie baS 6enttum 
entl^altenbe ®bene notmal gefd^nitten werben, 

Sllfo liegt bet ©(^metpunlt be8 angegebenen ©t)ftem^ in (©teteom. 
§11,2). 



*) 2)iefc guttbamentolglcid^ung ber ^olpgonontctrie ift oon Scjetl 1755 No7. 
Comm. Petrop. 19 p. 187 aufgcftcßt toorben. SBctgl. S'^uiUcr polygonom^trie 
1789. ©atnot geom. de pos. 254 ff. 

**) SDtc (SJtunblagc ber anar^tifd^en ©p^ärtf t)on 3Rö0iu§ 1846. SScrgl. ben 
üon ©teincr ©reHc 3. 2 p. 291 auggcfprod^cncn Se^rfatf. 
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aSäenn in einem Äreife, beffen SRabtu« eine SSngenein^eit ift, bie 
gleichen ©eignen AA^, a^A2,.., An-iAn gejogen werben, unb bie 
©treden AA^, a^a^ mit bct beliebigen ©eraben p bie 
SEBinfel «,«+/? bilben, fo bilben bieStreden A^A.^,,:, 
An^\An mit p bie SBinfel « + 2ft . ., « + (n— l)j3; 
bie SBintel A^AA^, A^AA^, . . , l^aben ben gemeinfd^aft** ^i'_l___/-J^ 
lid^en SBert iß, bet SßSinlel ^^^^n ^at ben SJBert ^-^^^ ' '" 
i(n—^)ßr AAn bilbet mit p ben SBinfel «+i(n— 1)|5. 
S)ie ©umme ber 5proieftionen pon aa^, a^a^j^,..^ 
An-iA^ auf bie ©etabe p ift bet ^rojeltion ber ^ 
©trede AAn auf biefelbe ©erabe gleid^. @« l^aben aber biefe 5Pro* 
jeftionen bie 5lBerte 

2li4j cosa, AA^ C08(a + /?), . ., AA^ cos[a-[-(n — l)j3] 

^^nCOfl[a+i(n-l)ß] 

unb e« ift 

^^1, == 28iii^j3, -4-4» = 2 8inJ^n|S 

5Demnad^ ergiebt fid^ bie ©umme*) 

C08a + C08(«+j3)-i- ..+cos[a + (n— 1)|S] = ^\^^cos[a+.K^— l)!^] 

unb bttt(iö SSettaufiä^uttg »ott « mit « + 90» 

8ma+8in(«+(3)4-.. + 8in[«4-(«— 1)/J] = ^^^?i^8in[« + i(«— 1)1?] 

5Diefe ©ummen werben ayxS^ baburc^ gefunben, bafe man bie erften 
unb leiten ©lieber, bie jmeiten unb tjorlefeten, u. f. f. na(ä^ §. 4, 8 
oereinigt. ©uler, Introd. I, 258. 

3. S)ie Siormalprojeltion einer 5pianfigur auf eine ebene ift ba^ 
$robu!t ber 5ßlanfigur mit bem ©ojinu« be^ Sffiinlefö, meldten bie 
ebene ber Panfigur mit ber ^ßrojeftion^ebene bilbet.**) 

SBemei^. S)ie ^Rormalprojeltion ber ^jJlanfigur fann al^ SKor^ 
malfd^nitt eine« 5ßri^ma betrad^tet merben, weld^eiS bie spianfigur jur 
»afi« ^at 3^r 3Serpitni5 jur 5ßlanfigur ift nad^ ©tereom. §. 8, 6 
baiS aSerpltni« ber ^öl^e be^ 5ßrij5ma ju einer Sängenfante. 3iun 
ift bie §öl^e bie $Rormalproj|eftion ber Sängenfante auf eine Sßormale 
ber SafiÄ, unb bie Sängenfante ift eine 9iormale ber ^ßrojeftion^ebene. 
ailfo ift ba^ aSerpltni« ber ^Rormalprojeftion ber ^ßlanfigur ju ber 



*) 2)cr geometrifd&e SCuäbruc! biefer ©ummation finbct fi(§ bei 3lrd^imcbe3 
Sph. et Cyl. I, 22 unb 23. 

*♦) aScrgl. (guler Introd. IL App. 64, 
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5ßlanfigur felbji ber ßofinu« beiS SBtnIel*, iDeld^en bie SRormalett ber 
5pianfigur unb ber ^rojeftiottiSebeTte bilben, b. i. ber ©ofittUÄ be8 Port 
biefert ©betten gebilbeteti glädjietitDitifete (©teteotif. §. 2, 5). 

3ur Seiiitntttutig ber 3^i^^^ ^^t ^^^ äuerft bie pofitioett Slid^^ 
tuttgett ber SRormalett ber ©betteti tr)iIIfärHd&, barttadö aber bie pofi«' 
ttoett 6ititte ber ©betteti fo f eftjuf efeett , ba^ fie übereittftitntneti für 
Setrad^ter, tDeld^e fid^ fo auf bie ©bettett fteüett, bafe il^ttett bie pofi^ 
ttoeti aiid^tuttgeti ber SJiomtalett auftoärtö gel^etib erfd^eittett. SSergl. 
©tereom. §. 4, 7. 3)urd^ bett 5perittteter ber ^lattfigur tpirb ber ^txu 
ttieter il^rer ^ßrojeftioti beftitntnt 2)attti tft fotpol^l ber ßofittuS be^ 
Sffiittfete ber @betteti ober il^rer 5Rortnalett, als auä) ba& S^xä)tn jeber 
von beibett gläd^ett, ber ^lattfigur utib il^rer ^Projeftiott, uitjitJeibeutig 
beftitnttit SBetitt für bie SÜorttiale eitter ©bene bie etttgegettgefefete Siid^^ 
tuttg uttb batnit für bie ®betie ber etitgegettgefe^te ©itttt als pofitio 
getiotntnett toirb, fo toed^felt eitte %l&ä)t uttb ber ßofittu^ ba^ ^dcl^en. 

Sltttoettbuttg. ©itte gegebette fpl^ärifd^e gigur toerbe beliebig itt 
uttettblid^ lleitte 3;eile geteilt, bereti eitter « feitiett ©d^toerputtlt itt A 
l^abe. 3Jlatt projiciere bie fpl^ärifd^e gigur burd^ SRortnalett auf bie 
©bette eine« ^atiptlreife^, unb bejeic^ne burd^ A^ unb «^ bie ^ßro*« 
ieftionen von A unb «, burd^ / bie gläd&e ber fpprifd^en gigur, burd^ 
/i bie gläd^e il^rer ^rojeltion, burd^ o ba« ©entrum ber Äugel, enb*^ 
lid^ burd^ h bie ^öl^e be« ©d^toerpunft« ber fpl^ärifd^en gläd;e über 
ber ©bene be3 ^auptlreife«. Sann ift baä $robu!t fh ber ©unime 
aller 5probufte a,A^A gleid^ (©tereom. §. 11, 11). 3lun ift 

A^A =^ OA.co&OAA^ = OA.ao^ct^a 
a»A^A = OA . a cos a^a = OA . a^ 

unb bie ©umnte aßer a.A^A bew 5probutt non OA ntit ber ©umme 
aUer «i gleid^. SDal^er Ijat man /A = O^./j, ä : 0^ = /^ :/.♦) 

4. SßJenn bie Perimeter ber n gläd^en eines 5polt)eberS bent 
@efe| ber Äanten genügen (©tereom. §. 8, 16), unb wenn tjon ben 
n ©benen, auf benen bie gläd^en beS ^ßolpeberS liegen, bie pofitioen 
©inne miOTürlid^ feftgefe|t worben finb, fo l^aben bie gläd^en beS 
^ßoltjeberiS unjweibeutig bestimmte SQBerte «j, «2, . ., ««. Sftimmt man 
eine beliebige ©bene l^inju, beren pofitit)er ©inn ebenfaU« toiHfürlid) 
feftgefe|t wirb, unb bejei^net man burd^ cosp» ben ©ofinuS beS SBinfel^, 
ben mit ber beliebigen ©bene bie ©bene bilbet, auf ber bie glädje 
vom äBert «» liegt, fo ift 



*) ©iulio Siouoiae 3. 4 p. 386. SSergr. SBeSgc Siouöitte 3. 7 p. 516. 



©rette 3. 50 p. 322. 
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«1 COSpi -|- «2 C08p2 + . . + «n COSpn = 

b. f). bie ©tttnme bet SRotmalptoieltionert bet gläd^ett be« ?ßolpebet« 
auf bie beliebige ®bene vti^^xoMtü.*) 

»eroel«. (S« fei j. a abcd bie etpe giad^e be« ^Pol^ebet«, 
urtb bie anllegenbert gläd^en l^aben bie beftlmmtert 5ßerlnietet Bäe . ., 
CBF. ., DCG . ., ÄDH . . . Seield^Ttet man $Rotnmlptoieftlonett blefet 
gläd^en burd& ^iiJ^iCiZ),, ä^^jE^.., .. unb einen n)lBfürlldöen 
5ßuntt ber 5ßroieftlonÄebene buxä^ 0, fo Iji (^anlm. §. 9, 10) 

u. f. n)., folglld^ bie Summe ber ?ßroieltlonen atter gläd^en be« $olg^ 
eber« 

^jJB^OiDi + ^i^iEi . . + C^B^Fi . . + . . 
= OÄ^B^ + 0J5i C^ + OC^D^ + OD^A^ 
+ 0J5, il^ + Oilj El +.. + 00,^1 + O^^Fj + . . 
I • • • I ' • • • I • • • 

3ta^ bem ©efeft bet Äanten fommt In blefet ©umme neben jebem 
©teled wie OA^b^ aud^ ha& entgegengefeite S)tele(I OB^a^ t)ot, alfo 
t)etfd^n)lnbet bie Summe. 5Run Ift -ä, B^ C^D^ = abcd cospi , ü. f. m. 
(3) f olglld^ x)etf(ä^n)lnbet bie ©umme «j cospi + «2 co8p2 + . . . 

5. S)le pofttben ©Inne bet ^Umn, auf benen bie ^ol^ebet^ 
fläd&en liegen, roetben jugleld^ mit ben poflttoen Slld^tungen listet 
3totmalen beftlmmt (3). Sluf ben SJlotmalen fonfttulete man ©tteden, 
beten SEBette Oi, a^, . ,, a„ In SSejug auf ©töfee unb 3^^en bet SRell^e 
nad^ fid^ t)etl^alten wie bleSBette bet ^ßol^ebetfläd^en «i, «j, . ., ««. 
3ebe2 ©^flem fold^et ©ttedEen Ifi fo bef(!^affen, baß butd^ pataHele 
ajetfd^lebung betfelben ein gefd^loffene« ^olggon fid^ sufammenfeften 
läßt. ®enn au« bet ©leld^ung (4) 

folgt nad& bet übet a^, a^, . ., a» gemad^ten SBotauÄfefeung 

«1 COSpi + Ö2 C08p2 + . . + «n COSpn = 

b. 1^. bie ©umme bet SWotmalptojeftlonen bet ©ttedfen, meldte auf ben 
3Rotmalen bet ^ßol^ebetfläd^en liegen unb bie SBette a, , a^, . . , a« 
l^aben, auf bie jlotmale einet beliebigen ®bene oetfd^ralnbet. 3llfo Ifl 
iebeS au« blefen ©ttedEen butd^ patallele SSetfd^lebung jufammenge^ 
fe^te 5ßol?gon gefc^loffen (©teteom. §. ll, i). 



*) SSergl bie angeführten ©teHen »on S*§uilicr unb (Sarnot unb beä aSerf. 
@d^rift ü6er bie Determinanten §. 17. 

»cO^ec U. 6. «lufl. 22 
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©emnad^ lann iebem ^ßolgebet x>on n gla(§en ein ^0X19^ 
gon pon n Seiten jugeotbnet n) erben; au£ jeber ©leid^ung 
gwifd^en ben ©eiten unb SBinleln biefe« 5ßol99on« entfpringt eine 
©teic^ung jroifdöen ben gläd^en unb gläd^enwinfeln be« ^pol^eber«. 
S)et Xeil bet ^ol^ebtomettie, weld^er von ben ^Relationen ber ^läd^en 
unb gläd^entoinfel bet ^ßol^ebet l^anbelt, ift in bem a;eil bet ^ßolp«' 
gonomettie entl^alten, roeld^et bie Slelationen bet ©eiten unb SJÖinfel 
bet ^polpflone umfaßt.*) 

6. au8 bet ©leid^ung (2) 

etgiebt fi(ä& butd^ aSeteinigung bet beliebigen ©etaben p mit ben 
©eiten beS ^olpgon^ baS ©^jiem pon ©leid^ungen 

«1 + «2 C0Si2 + ..+««• COBln = 

«1 00821 + ^2 4- . . + «« COSan = 



• • 



«t C08»i + aj C08„3 + ..+«« =0 

aSenn man bie ©leid^ungen biefe« ©pftem* bet 9lei|e nad^ mit 
«if «2f ••» «n multipliciett unb bead^tet, bafe cosä =» cosw ift, jo 
ftnbet man 

Ol^+Ö2^'+' • • +an^ + 2aja2C08i2 + 2öia3COSi3 + . . 
+ 2a2«3 C0823 +.. + .. = 
— 01^ + ^2^ + ..+ a„2 -\- 20203 COS23 + 2^204 CO824 + . . 

+ 20304 CO834 + .. + .. = 

u. f. u).**) Sei einem (ebenen obet unebenen) asieted l^at man 

«4^ =5 öj 2 ^ß^2^ ^2 ^2a|a2 cos j2 + 2öf2'^3 COS23 + 2030^0083^ 

unb analog bei einem Siettaebet***) 

«4 ^ = «1 ^ + <^2 ^ + ^'^a ^ + 2«! «2 CO812 "I" 2a2^3 ^^23 H~ 2^3 «i CO83 1 

Untet bet SSotauäfelung, ba§ bie Seiten unb ^&ä)tn pofitioe %txk 
bet ©etaben unb ©benen finb, auf benen fie liegen, ift in biefen 
©leid^ungen CO812 bem ©ofinuÄ be« SQBinfel« entgegengefeit gleid^, 
weld^en bie beiben etflen Seiten obet gläd&en einfd&tiejsen, u. f. xo. 
«etgl. §. 4, 5. Slnm. 

Slnmetfung. S3ejei(§net man bei bem 5ßatattelepipeb oabc. . 
bie ©etaben, auf benen bie Äanten OA, OB, oc liegen, butd& a?, y, z, 

*) a)etem. §. 17, 2. 
♦♦) «'^uiltet uttb ©atnot a. a. D. 
♦♦♦) Sagrangc Pyram. 12 (Mto. de Berlin 1773). 
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unb je|t man bie pofittoen SRid&turtgen betfelben willfütlid^ feft, fo 
erl^olten bie Kanten OA, ob, og bie Söerte a, b, c, unb man l&at 
in bem SSieted OAB^o^ 

00^^ = a^-^b^ + c^ 
+ 2ab cosxy + 2bc cosyz + 2ca C08;2:a: 

ieietatuS entfptingt ii^i^ butd^ SSettaufd^ung 
von a mit — a, bb^'^ butd& aSettaufd&nng oon 
i> mit — b, cCi 2 burd^ ^Sertaufd^ung von c mit 
— c, fo bafe*) 

aSergl. 5ßlanim. §. 14, 19. 

Sejetd^net man bie (Sbtntn GBO, ogä, gab but(S % %, ij;, unb 
nad^ mittffttlid^et geflfe^ung ber pojitiDen Sinne biefer Ebenen bie 
äBette ber gläd^en bog, GGA, AGB butd^ «, ft y, fo l^at man in 
bem SCetraeber gabc**) 

ABC^ ==3 «2 -|- ^2 _|_ y2 _j_ 2aß cos g?% + 2ßy cos xif' + 2ya cos i/;^) 

©arauS entfptingt ^1 C, 0^ burd^SSettaufd^ung von « mit — «, C,^, 02 
burd^ aSertaufd^ung t)on ß mit — /3, ^^j^jO^ burd^ Settaufd^ung von 
Y mit — 7; fo bafe 

^5(72 + B^ C^ 02 + Ol ilj 02 + ^^^,02 x== 4(a2^(324_y2) 

7. »ejeii^net man bei einem (ebenen ober unebenen) SSietedt gabc 
bie ©eraben, auf weld^en bie ©tredfen GA, GB, GC, bc, CA, ab 
liegen, burd^ x, y, z, a, b, c, fo ifi***) 

GA.BCco&xa+GB.CAcosyb + GC.AB coszc = 
2GA.BCco&xa = GC^ + AB'^ — GB'^ — CA^ 

»emeiS. SDurd^ 5ßtoiettion ber 5ßetimetet BOG, GAG, abg 
auf bie ©etaben x, y, z erplt man 

BC cosxa + CG coszx + GB co^xy == 
CA coBi/b "{-AG C08a?y+ GC cosi/z == 
AB coBzc +50 cosy;s+ GA qobzx = 

SDluttipliciett man biefe ©leld^ungen ber Steige 
nad^ mit GA, GB, GC, fo erplt man butd& 
Slbbition bie erpe bet aufgeflettten ©leid^ungen, 
meil GA, CG QOBzx -+-GC.GA coszx = 0, u.f. vo. SluiS ben ©teid^ungen 




*) Segenbte G4om. Note V. 
**) Sagrange a. a.D. 
***) ®arnot M6m. sur la relation qui existe . . 27. 

22^ 
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20A.BC co&xa +2C0.0A coBzx + 20A. OB coson/ = 
2CO.OÄQ08zx + CO^+OA^—CA^ = 

2A0.0B cosx^ +AO^+OB^ — AB^ = 

(§. 4, 10) folgt bie anbete ber ju betoeifenben ©leid&ungen. 

S)ie etfle ®lei(5ung giebt ju etfennen, ba§ z unb c normal ju 
einanbet ftnb, xütnn jowol^l a? unb a, als ocad) y nnb h notmal ju 
einanbet fielen. SSetgL 5ßlanim. §. 6, 9 unb ©teteom. §. 6, 10. 

3ufafe. aSBenn f, g, f^, g^ bie SUlitten t)on CA, ab, ob, 
OC finb, fo pnb bie Oetaben FG unb f^G^ pataUel mit a, bie 
©etaben FG^ unb i^^ö pataUel mit x, bie ©ttede f^g^ == —fg 
= |jBC, u. f. m. S)emnad^ ifl 

2G^F .FG^ co&xa+GF^ + FG^^ = (?(?i2. 
2FG^.G^F^coQxa + FG^^+G^F^^ = /'Fj^ 

folglid^ 

Oil.^Ccosxa = AGF.FG^ CO» xa = ö(?i 2 _> i^^/p^ 2 ^ f, ^^j. 

SInmenbung. SBenn bie 5ßunlte A\ b', C auf ben ©etaben 
BC, CA, AB, unb bie ©tteden A'a, b*b, C*C auf txtn ©etaben 
a\ b', c' liegen, fo ift 

2BC,A'Acosaa' = 5^2_ ^42+ CA'2_^^^2 

Sugleid) ifi 2ßC.ilM sinaa' = AJ (§. 1, 7), folglid^ 

4^cotaa' = BA^ — CA^ + CA*'^—BA*'^ 

u. f. TOv ballet butd& 2lbbition 

4 -^ (co t aa* + cot Ä6' + cot cc') 

= C^'2_^^^2^^ß^2__eß'2 + J50'2— ^C'2 

aSenn bie butd^ A\ B\ c* ge^enben SRotmalen bet BC, CA, ab 
einen $unft gemein l&aben, fo ift bie ted^te ©eite nutt (5ßlanim. §. 14, 2), 
alfo iji au(^ bie ©umme bet ßotangenten nuß. SSetgl. §. 3, 4. 

aSenn C" auf ab fo gelegt witb, bafe bie but(ä^ A\ B\ C** ge^en^ 
ben Sflotmalen bet BC, CA, ab einen 5ßunft gemein l^aben, fo ift 

alfo but(ä& ©ubttaftion 

4 ^(cot aa'+ cot 66' + cot cc') 
= jBC'2 — ^C'2— jBC"2 4-^C"'2 ^ 2AB.C*C*' 

unb, inbem man 2 ^ = AB,h fe|t, 

cotaa' + cot66' + cotcc' = C[C'*xh 
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8. SBejeid^net man bei einem fpl^atifd&en aSteted oabc ble 
$aupt!reife, auf weld^en bie Sogen OA, ob, oc, sc, CA^ ab liegen, 

butd^ X, y, z, a, h, c, fo ift*) 

sin OA sin -BC cos xa = cos OB cos CA — cos OC cos AB 

sin 0-4 sin J5C cosa:a -|- sin OB sin CA cosyfc + sinOO sin-4J? cosä^c = 

Seroei«. SBenn e ein S)utd^fdönitt bet ^auptf reife a; unb a ift, 
fo l&at man (§. 5, 6) 

cos ob = cos-BE cos EO — sin^E sinEO cosa?a 

cos CA = cos CE cos EA — sin CE sin EA cosrra 

cos OC == cos CE cos EO — sin CE sin EO coso?« 

cos ^5 = cos-BE cosE^ — sin-ßE sinE-4 cosa?a 

3n bet gormel cosO^ cos C4 — cos oc cos ^j^ bleiben nur bie ^to* 
bufte übrig, weld&e ben gaftor cosara entl^alten. Sflun ift 

— sinCE cos JOE (sin E2I cos EO — cos E^ sin EO) 
+ cos CE sin BE (sin EA cos EO — cos EA «in EO) 
= sin (E^ — EO) sin (BE—OE) = sin 0.4 sin i9C 

folgli(]& u. f. n). 2luS ben ©leid^ungen 

sin OA miBC cos xa = cos Oi9 cos CA — cos OC cos AB 
sin OB sin CA cosyh = cos 00 cos AB — cos OA cos BC 
sin 00 sin AB cos <2c = cos OA cos 50 — cos OB cos 04 

erptt man buriä^ Slbbition bie anbere ber aufgehellten ©leid&ungen. 

9. Sie S3ebingung, unter ber bem linearen ©^jlem (6) 

^1 +«2 COS12+ . . +«nCOSin = 

a^COS2i+fl2 +..+«nC082n = 



«l COSnl + «2 ^Ö8n2 + . . + «n =0 

burdö nii^t j)erf(ä^u)inbenbe «, , 02,.. genügt werben lann , ift bie 
®Uiö)nnQ jwifd^en ben ©ofinu« ber SBtnfel t)on n ©eraben (@benen), 
auf benen bie Seiten (gldd&en) eine« ^pol^gon« (^ol^eber«) liegen. 
$IWan fd^reibt biefelbe am einfad^ften in gorm einer Determinante 
(Saigebra §. 5, 7): 



*) ^ie erfte biefer @(ei(§ungen tül^rt t)on ®au$ l^er (Disq. gener. circa 
superf. 2, VI. «Bergl. (Staubt ©rette 3. 24 p. 252 unb beS SJerf. S)eterm. §. 16, 4), 
bie anbere l^at Soad^imStl^al ©rette 3. 40 p. 45 J^mäugefügt. ÜBer ben 3^= 
fammenl^ang biefer fpprifdjen ©leid^ungen mtt ben t)origen polggonometrif^en 
©leid^w^^flc" ^^^i^* wnten (15). 
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1 


cos 12 • • COS In 


cos 21 


1 . . COS^M 


COS Hl 


• • • • 
C0Sn8 . . 1 



= 



S)rel ©etobe, bie mit einer (Sbtnt parallel jinb, finb mit beti 
Seiten eine« ©reiedä parallel. Sllfo l^at man für bie SBinlel von 
3 ©eraben, bie mit einer (Sbtnt parallel ftnb, bie ©leid&ung 



1 

008^2 
COS 13 



COS, 2 
1 

COS 2 3 



COS 13 
COS 2 3 







r 




übereinftimmenb mit ber §. 4, ll entroidelten ©leid^ung. 

SSier ©erabe, von benen nid^t brei mit einer (Sbtnt parallel finb, 
finb mit ben Seiten eine« unebenen SSiered« parallel, weil fte 5Ror* 

malen von t)ier &btmn finb, bie ein 2;etraeber 
bilben fönnen. Um ein fold^e« SSiered ju lon^ 
ftruieren, jiel^e man burd^ ben wittfürlid^en 

5ßun?t o bie ©eraben OA, ob, oc, od par^ 

^ attel mit ben geßebenen ©eraben. äBirb nun 
bie &Unt AOD von ber ©eraben, bie parallel 
mit OC bur$ D gel^t, in E, unb bie ©erabe 
OA von ber ©eraben, bie parattel mit ob 
burd^ E ge^t, in F gefd&nitten, fo ift ODEF ein aSiered, mit beffen 
©eiten bie gegebenen ©eraben parallel finb. 5Dal^er l^at man für bie 
asinfel von 4 ©eraben, unter benen nid^t brei mit einer ®bene par«' 
attel finb, bie ©leid^ung*) 







©iefelbe ©leid^ung befielet jwifd^en ben gläd^enminleln von 4 
ebenen, unter benen nid^t brei mit einer ©eraben parattel finb. Sie 
enthält bemnadö bie ©lei(^ung jmifd^en ben gläd^enminfeln eine« 2;etra*' 
eber«, jwifd^en ben Seiten unb diagonalen eine« fpi^Srifd^en Siered«. 

S[u« berjelben ©leid^ung finbet man bie ©leid^ung jroifd^en bem 
Sftabiu« ber einem SIetraeber umgefd^riebenen Äuget ben Seiten einer 
@de be«felben unb ben anliegenben Äanten, ferner bie ©leid^ung 
pifd^en bemfelben Sftobiu« unb ben 6 ßanten be« Sietraeber«, enblii^ 
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COS, 3 


COS, 4 
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COS 2 3 


COS 2 4 


COS, 3 


COS 2 3 
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COS34 


COS, 4 


COS 2 4 


COS 34 


1 



(S^arnot g^om. de pos. 350. 
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bie ®lei<i^uttg iwifd&en ben ©tteden, meldte 5 gegebene gJunfte be« 
Staunte« nerbtnben. @. be« SBetf. S)etetnt. §. 16. 



10. ^nn man in bem ©Aftern bet befonbetn ©leld^ungen (6) 
eine betfelben burd^ bie allgemeine ®lei($ung (2) erfe|t, fo etplt 
man für ben Seftanb be« linearen ©pftem« 












«1 C08„i + «2 C<^Sn2 +..+«»• =0 



bie Sebingung 



COSpi C0Sp2 • . COSpn 

COS21 1 . . C082n 

• • • • • 

COSwl C08n2 • • 1 



= 



b. i bie ©leii^ung jwifd^en ben ßofinu« bet SBinlel, weld&e bie ^ßol?*' 
gonfeiten (^ßol^ebetPäd^en) mit einanbet unb mit einet beliebigen 
©etaben (@bene) bilben. Sn3befonbete mitb bei 4 ©etaben, von 
benen btei unb jmat bie butd^ bie Slumetn l, 2, 3 bejeid^neten mit 
einet ^Um patallel finb, bet SBett t)on cospi au« ben äöetten co&p2, 
cosps, cosi2, co8i3 uub COS23 butd^ bie ®lei(^ung gefunben: 



C08|>i C08p2 COSpS 

CO823 
1 



CO812 1 



= 



cos 13 COS 23 

S3ei 5 ©etaben (Ebenen) gilt bie ©leid&ung*) 



COSpi C0S|,2 COSpS C08j>4 
COS 10 1 CO800 COS 



COS 
COS 



12 
13 
14 



COS 
COS 



23 
24 



23 ^"°24 
1 COS34 

1 



COS 



34 



= 



Salbet t)etfd^n)inben unbebingt alle (pattialen) S)etetminanten 
4ten unb l^ö^etn ©tabe«, meldte ju bem obenfte^enben Softem von 
n^ ©tö]3en gel^öten, unb bie ^topottion bet ^ßolpgonfeiten (^ßol^ebet^ 
fläd^en) ift goniomettifd^ nid^t au^btüdEbat 

3lut bei bem SDteiedE unb t%i bem unebenen SSietedf (2;etta^ 
ebet) etgiebt fid& au« bem lineaten ©pftem (6) bet goniomettifd&e 



*) a^agnuS anal. ©com. be§ StaumeS §. 9 (7). fßtv^l ben Sluffaft beSSSerf. 
in (Sreße 3- 4b p. 145 unb S)etenn. §. 17, 3, 



sin 



2 a 



«ftr 
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auÄbtud für bie ?|Jtopottlon bet Selten (%iä^tn). man finbet (»l 
gebta §. 5, 9. S)etetm. §. 17, 3) 

öj : aj : «3 = 8in23 : sinsi : 8in|2 

inbem man abfiltjenb nad^ Slnalogie von sin^^^ 

1 C08ßj5 C08«y 

C08c|3 1 C08ßy 

COSay C08|5y 1 

' jefet. asenn man für «^ , a^, . . bie il^nen ^proportionalen saSerte in 
bie ©leid^ung (l) fefet, fo erplt man (wie §. 4, 6) attgemeine gonio^ 
metrifd^e ©leid^ungen. SSergl. unten 16. 

U. SBenn ba« ^ßolpgon plan ifi, fo gilt nid^t nur bie ©leid^ung (2) 

«1 COSpi + «2 C08|,2 + . . + «n COSjp« = 

fonbern e« iji aud^*) 

«1 sinpi + «2 sin 2,2 + .•+«« siiip^ = 

3)tefe ©leid&ung entspringt auS ber j)origen, roenn für bie ©erabe p 
eine anbere angenommen wirb, bie mit p einen SBinfel von 90^ bilbet. 
®abei gel^t cospi in — sinpi über (§. 4, 3). 

3)ie gefunbene attgemeine ©leid^ung entl^dlt ba3 ©gftem von 
©leid^ungen 

♦ +«2ömt2+ . . +«n8ini„ = 

a^ 8in2i ♦ +..+«» sinsn = 

• • • • • 

fli 8in»i + «2 ßinn2 + . . + * =0 

13. S)ie gläd^e fn eines planen ^ßolpgonS von n ©eiten ift burd^ 
n — i ©eiten unb beren SBinlel beftimmt, unb ixoat ift/n bie l^albe 
©umme ber SBerte, meldte an^ ber gormel 

entfpringen, wenn man für «, fc je pet uerfd^iebene au« ber 9teilö^ 
ber 3flumern 1, 2, . ., n — i fe|t, fo bafe fc > «.**) 

Sem ei«. S)a« ^olpgon ^1^2 • • ^n befielet au« bem ^ßol^gon 
A^A^.. An-i unb bem ©reiedf A.A^^iAn (^lanim. §. 9, 10), folglid^ 
ift (§. 4, 12) 

2/n = 2fn-l + 2A^An-lAn = 2/n_l + ß»-! «n 8in ^1,„ 



*) Scjell unb S'§uilicr a. a.D. 
**) S'Sutlicr 1789 polygen, p. 8. 
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9(lad& (11) l^at matt 

On 8ill„_i,„ = a^ 8ini,n-l + «2 Si^^2,n-1 + • • +«»1-2 sinn-2,n-l 

folglid^ iji ttad^ bet obigett öejetiä^ttutig 
aaßetttt tiutt 2/„_i bte ©umttte bet SBBette. 

*1 2 "+" *1 3 "I" • • H" *l,n— 2 
+ *23 + • • + *2,n-2 
I " • • • • 

+ *fi— 3,n— 2 

tft, toeld&e bte gotmel »ifc etttl^ält, tt)etttt tnatt fttt «fc bie Sttttottett 
bet 5Rutnettt 1, 2, .., w — 2 fe^t, fo ift 2/„ bie Summe bet SBette, 
tt)eld^e biefelbe gotmel batbtetet, rotnn füt f*; bie S3itiiottett bet 
Jlumettt 1, 2, . . , n — 1 gefefet n)etbett {Mq. Sltitl^m. §. 25, 5). SRurt 

ift 2/3 = *i2. folgltd^ 2/4 = ^i2 + *13 + «23r U. f. f. 

13. SQBetttt bie ©betteti bet plartett ^ßolpgone ää^a^ . . ^„unb 
BB^ B^. .B^ tiad^ tuillf ütitd&et gejife|utig i^tet pofitit)ett ©itttte bett 
SBittfel (p bilbeit uttb bie gläd^en betfelbett bie SBette a uttb h l^abett; 
iDettn fetttet p, q Sflumettt bet SReil&e 1, 2, . ., m uttb r, s Jlumetn 
bet gleite l, 2, . ., n fiitb, toetttt etiblid^ bie (Setaben AAp, BBr na^ 
tt)illlütlid&et gefifeluttg il^tet pofttit)en Sftid&tuttgett eitten SQBittlel bilbett, 
beffett ß^oftttu« butd^ cospr bejeid^ttet tüitb, uttb bemgemä^ boS 5ßtobuft 
AAp. BBr cos pr ben SQBett cpr ^aU fo iji bag 5ßtobu!t Aabcostp bie 
Summe bet (w— l)(w— 1) SEBette, toel^e au« bet gotmel 

Cpr Cqa Cpa Cqr 

babnxä) etttfptingeit, bafe man füt p, g je jtoei folgenbe Jhimettt bet 
Sleil^e 1, 2, . . , m uttb jugleid& füt r, s je jtoei folgenbe 3flumetn bet 
Steige 1, 2, .., n fefet*) 

Setoei«. Stuf bet ®bene AA^A^ liege ba« 
3)teie(I dd^d^. 3)ie ©etaben, auf benen bie 
©tteden aa^, aa^, dd^, dd^ liegen, wetben buxä^ 
f, §f if ^ bejeid^net unb butd^ A bie ©etaben 
^'f ^f f gesogen, loeld^e mit ^ fc, / aosinfel tjon 90^ *'^-- 
bilben. 3SoIIenbetman ba« ^pataHelogtamm AMA^n, 
beffen ©eiten auf ben ©etoben v unb fc' liegen, fo 
]&at man (§. 4, 12) 

lAA^M = MA . AA^ sinty = AA^ . AM cosß 




*) ©taubtä Se^rfaj. ©rette 3, 24 p. 252. 
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SBeil MA2 normal ju k ift, fo l^aBen AM unb -^Jlg <^uf ifc flleid^ 
SRotmalptoidftionctt, b. f). 

golglid^ fliebt bie aRulttpltfation 

4:AA^ M . DD^ D^ = AA^ . DD^ cos/t . AA^ . DD^ cos gk 

hieran« etl^ält man burd^ gegenfeitige 3?ertaufd^ung von D^ mit D.^, 
i mit k, i' mit kf, m mit N 

4 A4i i\r. i>Z>2^i = ^^\ ' ^^2 cos/Ä: . AAc^ . DD^ cos gi 

3flun ift i>z>2A = —DD^D^\ AA^M+AA^N = AA^A^ (^pianim. 
§. 9, 8), folglid& 

\AA^ A^ . DD^ D2 = AB^ . DDi cos/t . AA^ . Z>i>2 cos ^fc 

— AA^ . DDj cos/Ä: . AA2 . DZ^j C08^^ 

e« fei z>l>ii>2 = ^^1^2 cos 9 bie SKotmalprojeftion von bb^b^ 
auf bie ebene AA^ A^ (3). 5Dann metben bie ©tteden bb^ unb dd^ 
burd^ biefelben ©benen auf bie ©erabe / projiciert, alfo ift nad^ ben 
DorauSgefe|ten SSejeid^nungen 

BB^ COS 11 == DD^ cos fi, U. f. m. 
AAAiA2. BB^B2Cos(p = C11C22 — ^12^21 

unb übetl^aupt 

4:AApAq. BBrBg COSCp = CprCqs — CpsCqr 

'Um iji (spianim. §. 9, 10) 

AA^A2 . . Atn == AA^^A2 -y" AA^A^ -f- . . AAfn-^\Am 
BB^B^ . . -B» = 5-ßi ^2^" BB^B^ + . . BBn—iBn 
alfo 4a6 cosg? = U. f. m. 

Slnmetfung. Si^l^t tnan butd^ boä ©entrum einet Äugel, beten 
9labiu« eine Sängeneinl&eit ift, pataffel mit ben ©etaben, auf benen 
bie ©tteden AA^, aa^, bb^, bb^ liegen, ©etabe, beten pofitioe 
Sftid^tungen bie Äugel in F^, F^, G^, G^ f^neiben, unb nimmt man 
bie pofitit)en ©inne bet Hx6) F^ unb F^, G^ unb G^ gel&enben §aupt^ 
fteife mit ben pofitioen ©innen bet mit biefen ^auptfteifen pataKelen 
ebenen übeteinftimmenb an, fo ift 2.4^1^2 = ^^i- -^^281^^1 ^2^ 
u. f. m., folglid^ 

^AA^A^.BB^B^ == AA^.AA^.BB^.BB^svciF^F^smG^G^ 

SRun ift (8) 

sin F^ F^ sin G^ G^ cos (p = cos F^ G^ cos F^ G^ — cos F^ G^ cos F^ G^ 

folglidö l^at man nad^ bet angenommenen Sejeid^nung 

A:AA^A2.BB^B2COS(p = C^iC22 — <^i2^2{ 

u. f. m. Umgefel^tt lann bet fpl^ätifi^e Se^tfal (8) au8 biefem polg^ 
gonomettifd^en SeM^^fe abgeleitet metben. 
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aBenn n^m ift unb bte ^mttt b, b^, . ., b^ mit ben ^Punften 
A, A^,. ., Am bet Sftei^e naä) jufamtnenf allen, fo wirb cos 9 = 1, 
Cpr = Crpf cpp =^ AAp^, unb bte ^otmel cprCqa — cpgCgr bel^filt tl^teu 
SBett, rotnn p mit r unb jugletd^ q mit s x)ettauf(ä&t wirb, ©al^et 
pnbet man 

4a2 = C11C22 — ^12^+^*22^3 —^23^ H-C33<^4.1 —^34^ +•• 

+ 2(Cj2C23— ^13^22) + 2(Ci3C24 — Ci4C23)+ • • 

+ 2(C23C34 + C24<^38)+ • • 

+ .. 

®iefe gotmel ift tjon ber füt 2a in (12) aufflefieBten gotmel 
mefentliiä^ t)etfci&ieben, weil fie nut ble ©tredten entl^äU, xodä)t t>on 
einet ©pifee beä ^ßolpgonS ausgeben. 

SHe für 4aft cosg? unb inÄbefonbere füt Aa^ gefunbene gotmel 
ift befonbet« begl^alb bemetlenSwett, meil bie batin t)otfommenben 
©tößen V i>u^<ä^ l^i^ Duabtate t)on fold^en ©tteden fid^ auäbtäden 
lajfen, meldte bie ©pi^en be8 einen ^ßolggonä mit ben ©pi|en be« 
anbetn 5ßoIt)gon^ t)etbinben. ^tnn e^ ift (7) 

2AAp.BBrCo^pr = ABr^--AB^^{ApBr^ — ApB'^) 

S)emnad^ ift I6ab cos 9) eine ganje gunftion bet Cluabtate von ben 
©tteden, welche bie ©pi|en be^ einen ^ol^gon^ mit ben ©pifeen be« 
anbetn Sßolggon^ üetbinben. QnSbefonbete ift I6a2 eine ganje gunition 
bet ©tteden, meldte bie ©pi^en eines ^oltigon« untet einanbet üet^ 
binben. 3)ie gläd^en beS S)teied8 unb beä einem Äteife eingefd^tiebenen 
SSietedä finb in biefet »ejie^ung 5pianim. §. 14, 23 unb 29 bettad&tet 
motben. SSetgl S)etetm. §. 16, 13. 

14. 3)ie pofitiDen Slid^tungen bet @etaben, auf benen bie Jtanten 
AB, AC, AD bes J^ettaebetä abcd liegen, fd^neiben eine mit bet 6de 
A concenttifd&e Äugel, beten SlabiuS eine Sängeneinl&eit ift, in A K ^. 
2)ie ©eiten unb SBinlel be« fpptifd^en SJteied« mnl metben butd^ 
/, m, n, X, II, V unb bie ©umme i + jn + n butd& 2s bejeid^net. 
5Rennt man ben 9BBett bet gleid&en $tobufte (§. 5, U) 

sinl sin 7» sinv == sinm sinn sinX =3 sinn sinZ sinfe 

ben ©inu3 bet @de A (t)etgl. 10), betgeftalt ba§ 

sm^{A) =1 — cos^Z — cos^m — cos'^n + 2 cosZ cosr/i cosn 
= 4 sin 5 sin (s — l) sin (5 — m) sin (s — n) 

bann ift aud^ bem 3^id&en nad^ boS aSolum*) 



♦) guter Nov. Comin. Petrop. 4 p. 158. SBetal. 3Kö6iuä bar^c. (Salcul 19. 
etat« 63. Xen trcffettben SCuöbrucf „StnuS einer @(fe" bat juerft ©täubt (©rette 
3. 24 p. 252) gcbraudji 
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ABCD = :^AB,AC. AD mn{Ä) 

SBeroei«. 3)ie SBaftö ABC be« 2;etraebet8 .i^OD l^at (na^ 13, 
ainm.) ben aBetti^ß.^CsinL^f. S)ie ^ö^e be« Xettaebet« ift bie 
3lotmalptoieItion ber fiante ^Z) auf eine 3loxmaU ber ©bette ABC, 
JD^,^^ 2Betttt tiuti bie pofittüe SHid^tuttg ber bur^i ^ ge^ 

l^ettbett SRorttiale ber ©bette ABC bie Äugel iti iV' 
^ f d^tteibet, fo l&at bie ^öl^e bett SBSert ad cos nn\ 
^V'^:^joK I ^^0 ba^ SJoIuttt be8 S;etraeber8 bett SEBert 

^AB. AC. AD smLM coüNN' 

^ ^ 3)iefe gortnel bepit il^rett SBert, tüetttt t)oti 

einer berOerabett, tueld^e bie Äatitett ^J5, ^c; AD ettt^altett, M bie 
pofitit)e Sftid&tutta bie etttgegettgefefete atigettottttttett lüirb. S)etttt babei 
tt)ed^felti juflleid^ AB uttb siüLJtf, ober AC utib sin Li^f, ober ad uttb 
cosiViV' ba« 3^i<S^^- Söetttt bagegett atö bie pofitioe Sftid&tuttg ber 
Slorttiale ber ©bette ABC bie etttgegetigefefete attgettottittiett toirb, fo 
toed^felt cosiVW uttb batttit bie gortttel ba^ S^i^^^tt. 

Sei ben Jlortnalen einer ©bene wirb biejenige Slid^tung al^ bie 
pofitit)e angenotntnen, toeld^e auftoärtö gel^t für ben S3etra(j^ter, ber auf 
ber ©bette flel^enb ben pofitoen ©inn berfelben feftfefet (2). Sefd&reibt 
ntan pofitiüe SEBinfel unb gläiä^en burd^ lint^uni geljenbe S)re]^ungen, fo 
trifft bie pofitioe 3ti(ä&tung ber ©eraben, toeld^e burd^ ba« ©entrum A 
normal jur ©bene be^ ^auptfreifeS n gel^t, ben linfen 5pol t)on n, 
ber buri^ N' bejeid^net ift. 

SBenn bie «afig ABC be8 SCetraeber« abcd einen pofitit)en SBert 
l^at, fo giebt man bem SSoIum be^ Sietraeber« ba^ Beic^en ber ^öl^e. 
%(x% SSoIum ift alfo pofitit) ober negatit), je nad^bem bie ©ptfee d tnit 
bem $ol N' auf berfelben ©eite ber Safi^ liegt ober nid^t. 5Dabei 
erfd^eint fotool^l bie 93ett)egung t)on A nad^ b einem S3etrad^ter, ber 
t)on C na($ d aufmärt« gerid^tet ift, aU aud& bie SBemegung t)on C 
nad^ D einem a3etrad&ter, ber t)on A nad^ B aufwärts gerid^tet ift, in 
bem erften gaHe linf^um, in bem jtt)eiten ^^^Ke red^tSum gel^enb. 
SSergl. ©tereom. §. 6, ll. 

gttr ben ^auptlrei« NN', ber mit bem ©auptfrei« n ben 5ßunlt o 
gemein l^at, merbe ber pofitit)e ©inn fo beftimmt, bafe jener §atipt^ 
frei« in O mit n einen SBinfel t)on 90^ bilbet. SDann ift ber 89ogen 

ON* = 90^ cosiVW = sinOiV; 

sinLM cosi\W = sinn sinOiV = sinn sinZ sinf* (§. 5, 11), U. f. tt). 

®a« burd^ bie gormel abcd beftimmte aSolum unb ber gefunbene 
SBert berfelben \ab ,AC.AD^m{Ä) toed^feln gugleid^ ba« 3^t<^^«f 
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wenn man itgenb jtpei unter ben ©dpunften B, C, D »ertaufd^t, weil 
babel 8in(.4) bcrö ^txi^txi roed&felt. 

Slnmetlunfl. S)ie gormein abcd, badc, cdab, dcba 
ftimmen ben S^i^^n nad^ überein. Silbet man bie analogen SBerte 

ABCD = iAB,AC.AD6m{A) 
BADC = iBA.BD.BC&mlß) 
CDAB = lcD.CA.CB%mic) 
DCBA = \DC.DB.DA8in{D) 

unb bejeid^net man ble SBerte ber ©tredten BC, CA, ab, da, db, 
DC burd^ a, b, c, a^, b^, c^, ben Sßert be« SSolum« burd& v, fo l^at 
man*) 

Qv = Uibc &iu{A) =5 aijC Bin(J5) = abc^ sm{C) = a^b^c^ »m(D) 
abc a:a^ b:b^ c:c^ dbc : a^ b^ Cj 

6ir "~ 8iii(^) ~ ^i^) ~ 8iii(C) "" "IhiXÖT" 

aSenn man in ber @letd&ung I44t?2 ==, ^a^%'^c^ ^iu^A) bie 2Berte 
cosZ, cosm, cosn burd^ bie Äanten atu^brüdtt, mie §. 4, 11. Slnm., 
fo erhält man jur Sered^nung be^ 35olum3 auS ben Äanten be« 
2;etraeberÄ für 144^^ biefelbe gormel, meldte a. a. D. perfd^minbet.**) 

15. 2lu8 ber für ba^ Sietraeber abcd gefunbenen gormel ent^ 
fprinflt eine anbere, weld&e jnjei ^Jläd^en, ben SBinfel berfelben unb 
bie gemeinfd^aftlid&e Äante entJ^ält, wie folgt. Säejeid&net man burd^ 
DACB ben SBinfel, roeld^en bie ebene acd um bie 21? e AC linKum 
für einen 93etrad^ter, ber mxi A nad^ C aufroärfcS gerid^tet ift, jurüdf^ 
legen vx\x^, W fie fo mit ber ^Hxit ABC jufammenfättt, ba| bie 
©reiedte^CD unb^C^ einerlei 3eid^en l&aben (©tereom. §. % 5), 
fo ift DACB = BCAD, u. f. m., folglich (14) 

QABCD = AB.AC.ADmiBAC emCADmiDACB 
2 ABC = AB,AC%mBAC, 2ACD = AC.AD BmCAD__ 

3ABCD = 2 ABC. ACD '^^^^^^ = 2ABC. ACd'^^^^^^^ 

AC CA 

@benfo ^at man 



3BADC ^ 2BAD.BDC'^^^^'^ 



DB 



*) SBretfd^neibcr ©eometrie 677. 

;*) " 



gungiuS' (1610) Siogtop^ie oon Ou^rauct p. 297. @uUt Nov. Comm. 
Petrop. 4 p. 158. 

♦♦♦) ®ctg. %m, 3 p. 323. 
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ballet 



OA , UH 

©tefeni SluSbtudE ftel^n jwet anbete SluSbtüde jur ©eite, in benen 
je ein $aar gegenüberliegenbe fianten mit ben baran liegenben 
gläd^enwinfeln vo'dommtn. Sejeid^net man ba^ aSolum be^ Sietra*» 
eber« butd& v, bie ben Mtn ä, b, C, d gegenüberliegenben gläd&en 
CBB, ACD, BAD, ABC butd^ «, ft y, ^, bie gegenöbetUegenben 
Tanten bc unb i>-4, CA unb d^, ^i5 unb DC butd^ a unb «j, 
b unb ^1, c unb c^, unb bie gläd&enwinfel 



CABZ>, ABCD, BCAD 
BDCA, CD AB, ADBC 

wie bie Tanten, an benen fie liegen, fo ift 

9i?2 = AaßyS, — i = U. f. XO. 

Actßyd aa^ hh^ cc^ ^. 

9y sinasinaj sinft sinft^ sine sin q 

aOSenn man in biefet ©leid&ung bie gläd^enwinfel bet al8 pofitip 
t)orau^gefe|ten gläd^en but:(5 bie SBinfel il^ter pofitit)en SRormalen 
exfegt, fo erl^ält man 2luSbrü(fe für bie ^ptobufte ber gegenüber*' 
liegenben Tanten, burd^ weld^e bie erfte ©leicS&ung (7) in bie jweite 
©leid^ung (8) übetgel^t 

16. SluS ber für bag Stettaeber gefunbenen gotmel (14) folgt 

36v2 = AB,ACh\xin,AC.ADmil.AD.ABmim , f ^^ ^^\ — 

sml Binm sinn 

5Run ift AB, AC sinn = 2 ABC, u. f. XO. S3ejeid^net man burd^ sin(J.O 
ben @inu8 ber ©de, weld&e ber ©cfe A be^ SCetraeber« polar fo xu*» 
georbnet ift, bafe bie Äugelf(ä&nitte ber beiben ©den fpprifd^e 5ßolar^ 
figuren finb, fo l^at man (§. 5, ii) 

. . ,. sin^ (A) 

sin« smm sinn 

folglid^ mä) ber angenommenen Sejeid^nung 

36i;2 == 8ßySsm(A') = u. f. m.**) 
2cißy8 a ß y_ 8 



") SBtetJAttciber a. a. D. 

^) SBrctf djnciber a. a. D. SScrgl. £ag 



♦♦) a3rctfcönciber a. a. D. SScrgl. Sagrange sur les pyram. 17. 
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®ut(3^ biefe'SBette von a, ß, y, ö erl^ält man a\x& bet attgetneinen 
©leid&ung (3) bie gontomettlid^e ©leid&ung 

sin (-4') co8|,i + sin (B*) cosp^ + sin (^) cosps + sin {D') 000^4 = 

u. j. TD. aSergl. 10. 

17. 3lnbete 2lu«britde be« Stetraeber« finbet man butd^ SSer^ 
flleid^ung begfelben mit einem ^tiSma, ba« mit il^m eine Sdfe unb bie 
anliegenben Santen gemein l^at 3Kad^t man j. S5. 
BE unb CF glei* unb gleid^geti(§tet mit ad, fo 
ijl ABCD ber btitte 3;eil be« 5ßtl«ma, beffen 
Sängenlanten äd, be, CF ftnb. S)ie Seiten sf, j>, ^' 
FC be« Parallelogramm« efcb finb gletd^ unb 
gleid&gert(itet mit ben gegenüberliegenben Äanten 
BC, DA be« a:etraeberÄ, unb mit b?n boppelten 
©eiten beÄjenigen feiner aJiittelfiä^nitte, welcher mit 
ben Äanten bc, da parattel ift. SBejeid^net man 
bie Tanten wie biSl^er, il^re SBinf el burc^ aa^ , bb^ , cc^ , il^re SRormal* 
abftänbe burd^/a, A, fof bie parattelen SDlittelfd^nitte burd^ ^a, ^, -^c, 
fo l^at man 

4^^ = aa^sinaa^, 4'd'6 = bb^sinbb^f 40c = cc^ sine Cj 
61? = faaa^ smaa^ = fh^b^ embb^ == fccc^ sinccj*) 

3t7 = 2/aOa -=» 2/6^6 = 2/cOc 

Slnmerfung. S)ie gWd&en fc^f, iJB^D, d^icf be« 5pri«ma 
nerl^alten pd^ ju einanber, mie bie Seiten be« S)reied3, in roeld^em 
ba8 ^riÄma bur<$ eine su ben Sängenfanten normale ©bene ge^ 
fd^nitten wirb, ©benfo oeri^alten fid^ ju einanber bie burd^ 2^«, y, ß 
bejeid^neten gläd^en. 3)al&er ifl (§. 4, 10) nad^ ber angenommenen 
SBejeid^nung ber gläd&en unb gläd^enwlnfel 

unb ebenfo 

4^2,2 »-_. y2^^2 — 2y« cos^i 
4&e^ ^ a^+ß'^ — 2aßco»c^ 

3flun ifi (6) 

a2-[-|32_j_ y2 — 2aß cosc^ — 'IßycoBa^ — 2ya cosftj = ö^ 

folglid^ ^at man**j 

4V+406 2_|_4^^2 ^ «2^|32^y2^52 



♦) ©erg. 2lntt. 18 p. 250. Steinet ©reBfe % 23 p. 279. Sßexal etereom. 
§. 8, 12. 

♦♦) »tctft^neibct a. a. D. »ergt. ©d^rötet ba§ ^axaUtlheiaaon 1881 
3»at§. Sinn. 18 p. 428. 
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Sejeld&net man ble ^öl^en be« S^ettaeber« butd& K, ^ß, hy, ^d, fo 
tft 3t? = «Äßf, u. f. tu. 3)ut(ä& bie ©ufcfiitutiott 

_ 3v _ 3t? 

Ja "a 

etpit man fofott*) 



SluÄ ben ©letd^ungen 

3t;aj = 2ßy sinaj (15) 

folflt 

(3t;aJ2 == 4^2y2_ (^2+ y2_ 4^^2)2 

b. ]^. nad^ ^ßlatttm. §. 14, 23: bo« bteifad&e $tobuft be« SCettaebet« 
mit einer Äante ift bem t)ierfa(ä^en ©teied gleid^, beffen ©eiten bie 
beiben gläd^en finb, weld&e bie Äante gemein l^aben, unb bet boppelte 
SWittelfd^nitt, xod6)tx mit ber Äante pataM ift.**) 

18. S)ai5 feci^^fad&e 5ßrobuft be« Settaeber^ mit bem aiabiu^ 
ber umgef(|riebenen Äugel ift bem Sreied gleid^, beffen ©eiten bie 
5ßrobuIte ber gegenüberliegenben Äanten finb.***) 

Semei^. S)er 9tabiui5 ber Äugel äbcd wirb burd^ r bejeid^net. 
3)ie ©eraben da, db, dc werben t)on einer @bene, bie mit ber bie 
Äugel in D berül^renben ^Itm parallel ift unb üon biefer ßbene ben 
SKbftanb h^ §at, in A^, B^, c\ fo gefd^nitten, bafe 

DA.DAx = DB,DB^ = DC.DCi = 2rÄi = p 



DA. DB' ^^ ~^DB.DC' ^ ^ "^DC.DA 

(^lanim. §. 14, 13). ©efet man da.db.dc = ^, fo ift 
.4,5. = ^dc.ab, B.a = ^da.bc, aA. = ^db,ca 

folglid^ ba3 S)reiedE -4,J?,Ci bem SJreied ä^nlid^, beffen ©eiten ble 
aSerte dc.ab, da,bc, db.ca §aben (^pianim. §. li, 2), unb 



♦) Soad^imStfial ©rette 3. 40 p. 45. 
**) 3. ©. ^. aWüIIer ^rigon. Sln^ang p. 291. 

***) ä)et SlabiuS ber Äugel ift auS ben Elementen beg eingefd^rietenen ^etra« 
eberS von 3wtt9iu§ (f. beffen SBiograpMe oon Oul^rauer 1850 p. 29l\ Sagrange 
Pyram. 21, Segenbre Geom. Note V, ©arnot Mem. sur la relation 12 be= 
rechnet tDorben. 3^^ ©arnot'g Formel unb in ber baoon nid^t n)efent(id^ t)er<: 
fd^iebenen gormel ©relleS (matl^. SCuffä^e I p. 117) ift ber obige @a^ enthalten, 
weld^en staubt 93ordJarbt 3- ^7 p. 88 geometrifdj in ber l^ier mitgeteilten 2lrt 
bemtefen l^at. 
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beffen mä) ^lanim. §. 14, 23 ju bered&nenbe gläd^e ben SBert e \)al 
3lm ift (14) 

DABC.DA,B,C, = dä,.DB,.DC, " p^ 
6DA,B,C, = 2.1,5,0,. Ä^ = 2€^'|: = -J|^ 

folglich 

6DABC = € : r 

anmetlung. ajejeid&net man ben Slbilanb ber ebene ^ßO oon 
bem $unlt D burd& h, fo l^at man 

ßDABC = 2Ä.^5C == e:r, 2rÄ . ^5C = s 

Stellt man ben ^auptlret« but(§ l>, weld^er ben 

Ärei« ABC in Af unb iv notmal fd^neibet, fo liegt 

bie burdö h bejeitlnete SJiormale ber ebene ABC auf 

bet ebene dmn, unb t)on ben ©tteden dm, dn 

ift eine bie fürjefte, bie anbete bie längfte untet ben 

©tteden, roel^e von bem ^$unft D bi^ an ben Umfang be« Äteife« 

ABC teid^en (©teteom. §. 2, 7). SBeil abet ba« S)teie(I dmn einem 

^auptlteife eingefd^tieben ift, fo l^at man nad^ ^lanim. §. 14, 24 

DM.DN = 2rh 

folglid^ DM, DN.ABC == a, mie 5{Jlanim. §. 14, 26. 

19. 3)ie SSolume von ivod gegebenen ?ßol^ebetn ^.4, .42^3 . . unb 
BB^B^B^ . . metben butd^ a unb ß be^eid^net, eine bet ©tteden -4^, , 
AA^, . . butd^ AAp, eine bet ©ttedten bb^, bb^, . . butd^ BBr, unb 
bo^ ^tobuft AAp . BBr cospr butd^ cpr (13). S)a8 ^tobutt 36a|3 !ann 
butd^ 5ßtobuIte t)on iebe^mal 3 ®tö]3en wie v au^gebtildEt roetben, 
unb baÄ 5ßtobuIt 288 «jS ijt eine ganje ^Junltion bet Ouabtate üon 
ben ©ttedEen, meldte bie ©pifeen beS einen ^{Jol^ebet^ mit ben ©pifeen 
beS anbetn t)etbinben.*) 

Semei^. SJJlan fonfttuiete butd& A bie Sftotmalen t, u, v bet 
gläd&en BB^B^, BB.^B^, bb^b^ bet 3;ettaebet« bb^b^b^, unb auf 
biefen 5Rotmalen bie Tanten AT, AU, AV be^ ^ataUelepipebS, beffen 
diagonale AA^ ift, fo bafe bie Äugelfd^nitte bet edEe A be« ^patalleU 
epipeb« unb bet edEe B bt^ Xettaebet^ fpptifd^e 5Polatfiguten pnb. 
Sejeid&net man bie 3lotmale bet gläd^e aa^a^ butd^ n, unb bie 
©etaben, beten ©ttedten aa.^, bb^ finb, butd^ a, b, fo ift (14) 



♦) staubt Grelle 3. 24 p. 255. Sßergt. be§ SSerf. iDetertn. §. 16, 13. 

SBaltjct iL ti. %x\\l. 23 
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dÄA^ A2V =a AA^ A^.AV cosnv 
ZBB^B^B^ = BB^B^.BB^cosbv 

SHe diagonale AA^ lann anä bett Tanten AT, Aü, AV burd^ par«' 
affele aSer jd^iebung bctf elben jufammenflefefet toerben. SBeil aber A t 
unb AT] normal ju ben ©benett bb^b^ unb bb^b^ finb, fo finb fie 
normal ju ber ©eraben bb^^ mitl^in l^aben AA^ unb -4F auf ft gleid^e 
3flormalproieItioiien, b. \ 

AA^ cos a6 = il F cos hv 

Solgli($ erl^ält man 

9-4^t A^ V. BB^ B2 B^ = AA^ A^ . B^, jBj cos n v . ^lilg . BB^ cos a& 

SRad^ ber feftgcfefeten SJejeid^nung ijl aber (13) 

9AA^ A^ . BB^ B^ cos nv = ^11^22 — ^1 2 ^2 1 

folglldö 

Z&AA^A^V.BB^B^B^ = (^11*^22 — ^12^21)^33 

hieran* erplt man burd& SSertaufd^ung t)on b^b^b^ mit B^B^B^^ 
t, u, V mit u, V, t, unb bte entfpred&enbe 3Sertaufd^ung ber auf bie 
5ßunfte B fidö bejiel^enben 3flumem ber ©röfeen c 

ooAA^A2T. BB2B^B^ = (C]2^23 ^13^22)^31 

unb ebenfo 

ZQAA^A^Ü. BB^B^B2 == (cisCj^ — <?i 1^23)^32 
gflun ijl BB^B2B^ = BB2B^B^ = BB^B^B2, UUb 

AA^A2T + AA^A2Ü + AA^A2V = AA^A^A^ 

nad) ©tereont §. 8, 14, folglid^ 

36iäi4ji42.43.Ä-Bii?2^8 

== (Cj 1^22— ^12^21)^33+ (<^12^23~Cl3<^22)^l+(^13^2t — ^\\H^^%1 

3nbem man auf gleid&e aSBeife jebe« S;etraeber be« erflen ^olg^ 
eber« mit jebem 3;etraeber be« jweiten ^Polpeber« t)erbinbet, erplt 
man ben erjien a;eil be« auSgefprod^enen Se^rfafee«. 3)er jmeite SIeil 
be«f elben ergiebt fid^, menn man bie ®rö|en 2cpr burd^ Ouabrate 
t)on ©tredfen auSbrüdEt wie 13, anm. 

®ine äl^nlidöe SJarjieUung t)on (36ai3)2 burd^ ^robulte Don 
gldd^enpaaren mit bem ©ofinu8 i|rer SQBinfel pnbet man in be« 
aSerf. Determinanten §. 16, 16. 

aSBenn bie fünfte b, B^, B2, . mit ben 5ßunften A, A^, A2, . . 
ber SReil^e nad^ jufammenfatten, fo mirb 288«^ eine ganje fjunition 
ber Eluabrate von ben ©tredten, meldte bie ©pifeen bei5 ^ßol^eber« 
t)erbinben. gür ba« a;etraeber ift 144«^ burd& bie Ouabrate ber 
Äanten oon ^ungiu« unb ®uler auSgebrüdft worben (14). 



§. 7. 2)te |)roTc!tit)ifdJen Formeln. 355 



§. 7. 3)ic proicftit)ifcl^ctt %oxmeln. 

1. SBenn ble ^unlte A, B, c auf einet (Setaben liegen, fo l^eifet 
in bem folgenben bie gormel AC : BC boÄ Setl^ältni«, nad^ roeld^em 
bie etrede AB in C geteilt ift (^pianim. §. 8, 2). ©iefe« »er^dltni« 
l^at einen pofitiDen ober einen negatioen aSBert, je nad^bem bie ©ttedEen 
AC unb BC einerlei ^txSitn (Siid^tung) l^aben ober nid&t (^pianint. 
§. 14, 1), je nad^bent alfo ber ^unlt C Don bet Strede AB audge^ 
fd^loffen ober eingefd^loffen ifi S)utd^ baS SSerl^&ltnüS n)itb in ä3e}ug 
auf jtoei ^nlte ber britte einbeutig beftimmt. äBenn baiS ^rl^ältni^ 
AC : BC ben SBert 1 l&at, fo ift C unenblid^ fern, weil 

J5C ~ BC ~ BC'^ 

ben aBert 1 erreid^t, rodi^renb AB : BC oerfd^roinbet SBenn AC : ßC 
ben aBert — l l^at, fo ip C bie aRitte oon AB. 

aBenn bie ©erabe ^B burd^ bie ©erabe ber ©tredEe PQ in C 
gefd^nitten wirb, fo ift baiS SSerl^ältnia ber gläd&en 

Apd:BPa = ACiBC 

S)enn bie ©reiedte APQ unb BPa l^aben bie 33aftö PQ gemein, unb 
ba3 aSer^ältni« i^rer ißö^en ift =AC:BC (^pianim. §. 10, 2). 

aBenn bie ®erabe ab burd^ bie dhtnt be^ SJreiedE« PQR in C 
gefd^nitten wirb, fo iji ba3 SSerl&ältni^ ber SSolume 

APQR.BPQR = ACiBC 

S)enn bie a;etraeber ^pQjb unb bpor i)ahtn bie Saft« pQä gemein, 
unb ba& SSerpltni« i^rer §d£|en ifl = AC: BC (Stereom. §. 8, 11). 
S)abei l^aben bie 2)reiedEe APQ unb PPQ, wie bie Xetraeber APQR 
unb BPQR biefelben ober entgegengefe^te S^^^^^f )^ nad^bem bie 
©tredte AB burd^ bie ©erobe PQ unb bie @bene PQR aufeen ober 
innen geteilt mirb. 

aBenn ein beliebiger ^unft burd^ S, unb bie ©eraben, meldte 
benfetten mit ben 5ßunlten A, B, C einer ©eraben oerbinben, burd^ 
a, b, c bejeidj^net werben, fo ift 

AC.BC = SAC : SBC = (sinac : smbc){SA : SB) 

3)enn nad^ beliebiger aBal^l ber pofttioen Slid^tungen oon a, h, c l^at 

man 2SAC *= 5^. äC sinac (§. 4, 12) U. f. U). 

aBenn überl^aupt bie ©eraben a, h, c auf einer ebene liegen ober 
mit einer ®bene parallel pnb, fo l^eifet bie gormel sinac: sin 6<? ba3 
aSerpltniÄ ber ©inu«, nad& meld^em ber aBinfel ab burd^ c ober eine 
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mit c parallele (Setabe geteilt ifi. 2)ie[eÄ aSetl^ältniÄ l&at ben SBett 
— 1 ober 1, wenn c ben SBinfel a6 ober feinen Sflebenwinlel l^albiert. 
2)urd& baiS SSerpltnüS sinac : %mhc wirb in Sejufl auf bie ©eraben 
a, b bie i^ren genieinfd^aftlid^en ^punft entl^altenbe ®erabe c elnbeutig 
beftimmt, wie ber 5ßunft C ber ©eraben AB burd^ ba« SSer^ältnüS 
AC : BC. 3n ber %\icA ijl (§. 4; 9) 

sinac 8in(a6 + Äc) . ,^ ,, , , ,n 

8m6c sinoc 

SBenn nun sinac*: sin&c' = sinac: sin 5c ijl, fo ifl cot 6c' =« cot 6c, 

folglid^ c' mit c paratteL 

©oiS aSerl&ältni^, nad^ meld&em ^i? in C bur(| bie ©erabe PCt 
ober bie @bene pQä geteilt ift, wirb im folgenben burd& bie Formeln 

{A, B, C), {A, B, PQ), {A, B, PQR) 

bejeidtinet*), ebenfo bie gormel sinac : sin 6c buriä^ (a, b, c). S)ie SBerte 
{A, B, C) unb (B, A, C), (a, 6, c) unb (6, a, c) fxnb reciprol 

2. SBenn O einen beliebigen $unlt ber ©eraben AB bebeutet, 
fo ^aben bie SSer^ältniffe, nad^ benen OA in B unb OB in A geteilt 
loirb, bie ©umme 1. 

(O, A, B) + {0,B,A) = 1 

SBenn o einen beliebigen 5ßunft ber 66ene ABC bebeutet, fo 
^aben bie SSerpltniffe, nad^ benen OA, OB, OC ber SReil&e nad& burd^ 
bie ©eraben BC, CA, ab geteilt werben, bie ©umme l. 

(0, A, BC) + {0, B, 04) + (0, C, AB) = 1 

SBenn o einen beliebigen 5ßunlt be^ Sftaumej^ unb abcd ^\n 
gegebene« SCetraeber bebeutet, fo l&aben bie SSerl^ältniffe, nad^ benen 
OA, OB, OC, OD ber SWeii^e nad^ burd& bie ebenen BDC, CDA, 
ADB, ABC geteilt werben, bie ©umme 1.**) 

(0, A, BDC) + (0, B, CDA) + (O, C, ADB) + (O, D, ABC) = 1 

»ewei«. aSJenn o auf ber ©eraben AB liegt, fo ift ao + ob 
== ^^ (?ßlanim. §. 14, 1), folglid^ 

AOj^OB _ ^ ^ . 2^ 

AB'^ AB — ^ — AB'^ BA 

SBenn auf ber ebene ABC liegt unb bie ©eraben OA, OB, OC 



*) »crgl. SWöbiuS barvc 6alc. 180 ff. 

**} iDcr atocite ©a^ ift oon @uler 1780 gegeöcn worbeti (M^m. de Petersb. 
Tom. V. 1812 p. 96). 2)er btitte @a^ !ommt in ®crg. Sinn. 9 p. 116 mp 277 vov, 
«crgr. aWöbiuS Bar^c. ©olc. 160 unb ©l^a§U8 Apercu bist. p. 302 b. ÜBerf. 
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üott bell ©eraben BC, CA, ab in A\ b\ C* flef(j&ttittett werben, fo 
l^at man (1) 

OA* ^ OBC 0& _ qCA OC^ _ OAB 
AA* ~ ABC BB* ~ BGA' CC* ~ CAB 

3lm Ifl OBC+OCA+OAB = ABC == BCA = CAB (5ßlanim. 
§. 9, 9), folfllid^ 

OA^.OB^qC^ _ 

AA^'^BB^'^CC ~ ^ 

SGBenn ble Oeraben OA, ob, OC, od von ben ebenen bdc, 
CDA, ADB, ABC in A', B\ C\ D* gefd^nttten werben, fo ^at man (l) 

OA' _ OBDC . 
AA' ~ ABDC ' "• ^' ^' 

gflun ifl OBDC+ OCDA+ OADB+ OABC = DABO = ABDC = . . 

(©tereom. §. 8, 15), foIflUc^ 

0^ oö; oc; od;^ _ 

AA''^ BB*'^ CC*'^ DD* ~ ^ 

63 mag nid^t unbemerft Bleiben, bafe ber britte @a| an* ben 
beiben erjien abgeleitet werben lann. S)te ©erabe CD l^at mit ber 
CSbtm OAB ben ^jJunlt m gemein, fo ba§ 

{O, A, BM) + {fl, B, MA) + {0, M, AB) = 1 

3ugleidö l&at bie ©erabe OM mit bej: ©eraben 
AB ben 5ßunft N. gemein, fo ba§ 

{0,C,DN)^{0,D,NC) + {0,N,CD) = 1 

giun iji (O, M, AB) ^ (0, M, N), (0, N, CD) 
«. (O, iV, M), unb (0, ilf, iV^) + (0, N,M)= \ 

folglid^ 

(O, .4, J9D(7) + (0, ß, CD^) + {O, C, ADB) + (0, D, ABC) == 1 

ainmerfung. SBeil (0, ^(7, ^) = 1 — (0, a, bc), u. f. w. 
fo ift in ber angegebenen SBeife 

(0, BC, A) + {0, CA, B) + (0, ^5, C) = 2 
(0, J5DC, ^) + (0, CDA, B) + (O, ^DB, C) + (0, ^ßC, /)) = 3 

3. aSenn auf einer Äugel, beren 3flabiii8 eine Sängenetnl&eit 
ifi, einen beliebigen $unlt be« ^auptf reife« AB bebeutet, fo ift 

AO+OB ==AB, folglid^ (§. 4, 9) 

sin 05 ^. , sin 04 ^ 

-^ — ^7^ cos 04 + . -3 . cos OB = 1 

sin 45 sin 54 
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SBenn einen beliebigen ^unlt ber Augel bebeutet, unb bte 
Seiten bc, CA, ab eine« fpprifd^en ©teledte oon ben §aupth?eifen 
OA, OB, 00 in A\ B\ 0* gefd^nitten werben, wenn man femer 
burd& a, b, c, a*, b\ & bie ©entralproieftionen oon A, B, 0, A*, B*, c 
auf bie ebene beieid^net, weld&e bie Äugel in berill&rt, fo ijl (2) 

aa' "*" hh* '^ cc* ^' afa "^ h*h "^ c'c 

5Run ift Oa == tangO.4 (§. 3, 10), aa' = aO + Oa\ tt. f. n)., folflUd^ 

tang240 + tangOil'"^tangBO+taiigOJ5'"^tangCO + taiigOC' ~ 

tangOii tangOJg tangOC 

tang^'0+tangO^"*'tangi5'0+tangOJ5~*'tangC'0-ftangOC7 ~ 

®iefe®Ieid&ttngen fönnen na^ §.4,9 umgeformt werben unb lauten bann: 

sin -4-4' ^mBB* &mOG* 

&mOA ^mOB ^^ , sinOC ^^ 

suiil'il 8in5'^ ' sinCC 

afö SHfferenj biefer ©leid&ungen ergiebt M*) 

8iD(^0+2l^ ö) 8in(gO + ^^ Ö) 8in(C0 + C' 0) _ 

«"«••"•«■ «'« 'S-« ^: + isl + £^ *«»«' 

nur bann einen unt)eränberlid&en SBert, wenn ber 5ßunft o auf ber 
^, ^ Äugel einen Ärei* befd^reibt, ber mit bem Äreife 

ABC concentrifd^ (parattel) iji.**) SKan b^eid&ne 
burd^ M ba& fpl^ärifd^e Zentrum be« Äreife« ABC, 
burd^ N bca Zentrum ber Äugel, burd& o,, -4^, 
B^, c^ bie ßentralproieltionen t)on 0, A', &, c 
^ auf bie ^txit ABC. S)ann ift (2) 

^ A 4. Ml ^. ^^ = 1 

AA^ ^ BB^ ^ CC^ 

3flad^ (l) l&at man O^A^: AA^ = {mnOA* : smAA%NO^ : NA), u. f. m., 
folglich 

sin .4^' "^ 8in^J5' "^ sinCC iV^O^ 



v 



♦) ®uler 0. a. D. @ubcrmann nieb. ©pl^ätil 394. 
♦♦) ©teiner ©rette 3. 2 p. 190. @ubermann nieb. @p]^öril393. 
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Bin OA' 

aifo l^at ble ©umine -r—rj^ + . . einen unoetänbetlid^en SBett, xotnn 

Oj einen unt)etänbetUd^en Slbftanb t)on iv bel^ält, b. 1^. wenn NO^ 
einen Sftotationälegel befd^teibt, beffen 31? e NM ijt, unb rotnn einen 
Ärei« bef(%teibt, beffen fpl^ärifd^e« Zentrum M i% S>abei ift 

BiniLl'"'"8in5B'"^8inCC' ~ cob^IM 

4. ®ine gegebene ^gur äbcd . , werbe au« einem beliebigen 
Sentrum S \oxoofjll auf eine beliebige @bene, a\& auä) auf bie Jlugel 
ptoiiciett, beten ©entrum S unb beten SRabiu« eine Sängeneinl&eit ifi. 
®ie fpl^atifd^e ^ßtojeftion bet gegebenen gigut roitb butdp A*ß*C*D' . . , 
bie plane ^tojeftion butd^ a**b''C''D'* . . bejeid^net ^tm bet $unf t 
M bet gegebenen gigut auf bet ©etaben ab liegt, fo liegt feine 
fpl^ätifd^e 5ßtoieItion M* auf bem ^auptftei« A'B' unb feine plane 
^ßtojeftion m*' auf bet ©etaben a**b** betgeflalt, bafe (l) 

AM ^ sin A'M * SA A!^ sin A'M' SA" 
BM ~ hiixB'M' SB' B"M'' "^ sinB'MrSB" 

SIu« ben SSetpltniffen, nad& benen ©tteden bet gegebenen gigut 
geteilt ftnb, Wnnen nun ^otmeln gebilbet wetben, beten aBett von 
ben Slbfiänben SA, SB, . . unabpngig ifi. ©old&e gotmeln l^ei^en 
ptojeltiDifd^*), in SJettad^t ba§ fte i^ten SBett bel^alten, roenn 
man bie ??igut, auf weld^e fie ftd^ be^iel^n, butd^ eine plane ®enttal^ 
ptojeltion bet gigut, obet jjebe ©trede bet gotmel butd& ben ©inuS 
il^tet fpl^ätifd^en ©enttalptojeftion etfeftt. 8- 83. SBenn bie fünfte m 

AM BN 

unb N auf bet @etaben ab liegen, fo ift bie gotmel ^^ ^|^ ptojef ^ 
tit)if(^, meil 

AM^BN _ »in A'M' sinB'N _ A^M"' B"N'* 
BM AN ~ smB'M* BinA'N ~ B^'M** A"N'' 

aSenn auf ben Seiten ab, bc, cd, .., fa eine« ^olpgon« bet 
Sleil^e nad) bie 5ßunfte m, n, 0, .., r liegen, f iji 

AM BN FE BJnA'M'smB'N ^F^^A^M^B^N^ F*B^ 
BMCN " AB^ sinB'M* sinC'N * ' sin ^'22' ~ B"M** O'N'* ' ' A**R'' 

eine ptoieItit)ifd&e gotmel.**) 5Det SBett einet ptojeftiDifd^en gotmel 



*) ^oncelet propr. proj. 5 unb GteUe 3. S p. 213. Xk @nbung beg 
äBotted tübrt oon steinet l^er. 

@in Sieletfgfc^nittdoerl^ttltnid na4 SRdbiug ^or^c. ^alc. 215. 



**} 
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tann au8 einer befonbern ^Projeftlptt bet %xqux abgeleitet werben, 
t)on roeld&er gerotffe ^unlte in unenblid^e gerne fallen. 

SEßenn OP ba« ^amionlfd^e SRittel (Slgebra §. 1, 9) ber n ©treden 
OÄ, OB, OC, . . einer ©eraben ift, fo l^at man 

_ OP OP OP 

^ ~ oä'^ ob'^ oc'^" 

OA 

ober nad^ ©ubtraftion ber einjelnen Duottenten ^<>« l = ^ =* • • 

OÄ ^ OB ^ OC ^'' 

Situ« blefer ©leid&unfl folgt 

sin O'A* "^ sin 0'5' "^ sin O'C "^ ' * ~ 

b. 1^. bie gegebene ©leid^ung ift proieftlt)if(i^, 0"P" ift ba« l^armo*' 
nifd&e 3Kittel pon 0''A*\ 0"b\ a*C'\ ...♦) 

5. S)a« 5probuft ber aSerpItniffe (ber ©inua^^aSerpltniffe), mii 
benen bie Seiten AB, BC, CA eine« gerablinigen (fpl^ärifdöen) SDreiedä 
burd^ bie ©eraben (§auptlreife) geteilt werben, roeld^e einen beliebigen 
5ßunft ber ebene (Äugel) ABC mit ben fünften C, A, B perbinben, 
l^at ben SBert — l.**) 

Semei«. »ei bem planen SStere« abcO ift (i) 

,. r, r^^sfr^ ^ .^x/.. . «^v • ACO BAO GBO 

(A, B, CO)(A C, AO){C, A, BO) = -^^j^j^^ ^1 

meil ACO = —CAO, u. f. xo, 

Sejeid^net man bie 3;eitpunfte vonBC, CA, AB burd& p, Q, R, 
unb eine fpl^ärif^ie Sentralprojeftion ber fünfte A, b, , . (4) burd& 
A', B\.., fo ifl 

^ CQAR _ sinB'P; sinC^Q ^ sm^'Ä^ 
CP AQ BR ~ sina'> sin^'Q' sinP'Ä' 



♦) ^oncelet ©reÄe 3. 3 p. 2b5. 3Rö6iu8 ©reite S. 4 p. 111. «agemeiner 
©ra^mann ©reUe 3. 24 p. 273. 

**) Giov. Ceva de lineis se invicem secantibus, Mediol. 1678. SSergl. 
61^ aSieg Ap. bist. p. 299 b. ftfterf. 2)ie SCuffaffung beä ^robuftä t)on Xei:^ 
lunggsSSerl^ältniffen unb bi^ ajeftimtnuna ber R^ic^en rübrt oon 3ÄöMuS ber. ^arnc. 
©alc. 198. 
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eine projeftiDifd^e gormel Um ben SBett berfelben ju finben, pro« 
jtciere man bte gigut auÄ einem beliebigen ?ßuntt s auf eine 6bene, 
bie mit QMS paxaM ifi. ^ bet $roie!tton ^"5" . . ift 0"^" mit 
^"0" unb A"B" mit 0"C" pataBel, meil bie «ßunfte Q" unb ä" 
unenblid^ fern ftnb. S)a^et ift baiS 3SierecI a'Ä''B"0'' ein ^atattelo** 
gtamm unb 

BPCQAB_ B^'P"' 

CP Ad BR "^ C'F* ~ 

Umgefel^tt fd^lie^t man: SBenn bie plane Formel 

BPCaAR 

CP Aa BR 

ober bie fpptifd^e gormel 

sinjBP sinCQ sin Aß 
sinCP siiiilö sin-ßi? 

ben aBert —1 l^at, fo bilben bie ©eraben (ßauptfreife) AP, BQ, CR 
einen Süfd^el, b. i). fie gel^n burd^ einen 5ßunft. Sßirb AP von BQ 
in 0, AB t)on CO in R* gefd&nitten, fo ift 

BP CQ AR* ^ 
CP AQ BR* ~ 

fotgltci^ CPjäß^ ^^^ —1 tjerfd&ieben, gegen bie SSorauäfefeung. 
U. f. u). 

Slnroenbungen. SBenn bie QtxUn BC, CA, AB eine« gerab* 
linigen (fpl^örifd^en) S)reie(l3 einen ÄretÄ in P, Q, R berühren, fo 
bilben bie ©eraben (^auptlreife) -4P, BQ, CR einen 33äf(i&el.*) ^tnn 
unter ben ©treden bc, GA, ab merben brei ober eine burd^ bie Se^^ 
rü^rung^punfte P, Q, R innen geteilt. 3flun iji AR = AQ u. f. m. 
3)erfelbe @a| gilt für ©entralproieftionen ber 5ßlanfigur auf eine 
ebene, foroie für ftereograpl^ifd^e ^ßrojettionen ber fpprifd^en gigur 
(©tereom. §. 5, 20). 

fBknn ap, bq, cr ben Perimeter be« gerablinigen ober Sv^ä^ 
rifd^en S)reie(f« ABC l&albieren, fo finb P, Q, R bie SSerü^rungS* 
punfte be« bem S)r«edE eingefd&riebenen Äreife«; folglid& bilben AP, 
BQ, CR einen Süfd&el. 

3n bem fpl^arifd&en mie im gerablinigen S)reie(I ABC bilben ^P, 
ßQ, CR einen SBüfd^el, wenn P, Q, R bie SRitten ber Seiten Rnb**), 



»*) ©d^wrj ©p^örif 11, 52. 
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ober toerttt ap, bq, CR bie gla(i&e i&albieten.*) "S^tnn man ^at in 
beitt erften ^aUt sin BP: sinCP = — l, u. f. w. 3tt bem jToeiteti 
gatte Ip jufolge bet ©letd&utifl ARC — Cäb (§. 5, 13) 

siniRß ~ cösfßC 

tt. f. tOv folfllid^ 

8inf4Ä sin i BP sin^CQ ^ 
smiJRBsiniPC ßinlöil ~ 

3uglctd& folgt auÄ ber Oleld&uttg ber glöd^en CAR unb CWB (§. 5, 14) 

coiiCAcotiAR = cot^Ci4cot^-4P, tt. f. TD. 
cotj AR oot^BP oot| CQ _ 
GOtl RB cotl PC GotldA ~ 

3ttbem man boiS Dnobrat bet er{ien ©leid^nng mit bet {toeiten 
©leid^ung mnltipliciett, ftnbet man 

sin Aß sinBP sinCQ &mAR sin BP sin CQ, 

sinBB sinPCsinQ^ ^ ' sinBB sinCP sin^ä ~ ~* 

6, J)a8 ^obttft bet SSetl&filtniffe, nad^ benen bie Seiten eine« 
5ßol9gon8 bntd^ eine ®etabe obet eine @bene geteilt metben, iji 1. 
©enfelben SBett l^at ba« 5ßtobttft bet ©inna-^aSetl^ältniffe, nad& benen 
bie ©eiten eine« fpptifd^en 5ßol9goni5 bntd^ einen i&anptfteiÄ geteilt 
roetben.**) 

Skroei«. WttiXi ABC ein getabltnige« 5E)teied nnb MN eine 
®etabe feinet ebene iji, fo l^at man (l) 

{A. B, MN){B, C, MN){C, A,MN) = ^^^^^j^^1 

tt. f. ro. aOBenn aböd ein wnebene« SJieted unb mno eine beliebige 
ebene ijl, fo ftnbet man 

{A, B, MNO){B, C, MNO){C, D, MNÖ){D, A, MNO) = 1 

inbem man {A^ B, mnO), . . bntd^ a;ettaebett)et]&ältniffe anÄbtildt (l), 
tt. f. n). 

»ejeidönet man bie 2;eilpttnfte t)on ab, bc, . . bntd^ P, Q, . ., 
ttnb eine fpl^fitifd&e (Senttalptojettion bet ^ßunfte A, b, . . bntd^ A', 
B\ . . (4), f iü 



♦) ©tcincr ©rette 3. 2 p. 52. (Subermann ©tette 3. 8 p. 368 unb nieb. 
@p§. 192. 

**) ajlenelaud Sphaerica III, 1. tiefer @at bilbete, toie man au3 bem 
^mageft 1, 9 et!ennt, bag Sunbament bev alten f|)&ftnf(l^en Xriaonometrie. Setgl. 
©djubert Nov. Act. Petrop. (1796) 12 p. 165. a)er ganje umfang beö @a|ed 
ift butc^ <S^arnot Transvers. 3 unb 3RöbiuS barpc. (Salc. 198 5e[timmt werben. 
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BP CQ" ~ Binß'P' sinO'Q' * ' 

eine proielttoifd&e gomtel. Um ben SBett betfelben ju finbeit, ptoitclete 
man bie gtgut cm« einem beliebigen ^punlt bet ®bene mno auf eine 
ebene, bie mit mno patattel ift. 3n ber 5ßtoieItion ä"b" . . finb bie 
5ßttnfte P", a", . . unenbli(ä^ fetn, alfo \)at bie pxo\tttm\6)t gormel 
ben aBett l. 

Umgelel^tt Riefet man: SBenn ba« 5ßtobuft ber »erpltniffe (ber 
©inuÄ'aSetl^&ltnifle), nad& benen bie Seiten eine« ebenen ober unebenen 
(jpprifd^en) ntd» geteilt finb, ben SBert l l^at, unb rotm n—i 
Sellpunlte auf einer @eraben ober einer ®btm (einem ^auptfreife) 
liegen, fo liegt auä) ber leftte 2;eilpunft auf berfelben Oeraben ober 
@bene (ißauptfreiÄ). SergL 5. 

Slnwenbungen. aSBenn auf bc, CA, ab bie 5ßunlte p, a, R 
liegen, xotnn man bie ©eraben, auf meld&en bc, CA, ab, ap, bq,, 
CR liegen, burd& /, g, h, p, q, r bejeid^net, unb roenn man 

BP CQ AR sin^^ %\nhq sin/r 

'^ ^ CP Ää^' ^ ~ Änhp Anfq sin^ 

fe|t, fo ifi mf* = — 1, weil (1) 

BPiCP = (sinÄjp : 9,v[\gp){AB : AC), U. f. XO. 

3n bem galle, bafe bie ©eraben ap, bq, cr burd^ einen 5ßunft ge^n, 
l^at man m = — i (5), folglich ^ = 1. 3n bem galle, ba^ bie 
5ßunlte P, Q, R auf einer ©eraben liegen, l&at man m = i, 
folglich f* = — 1. 

SBenn in einem ©reied ein aOäinfel unb bie 
Summe (S)iffereni) ber anliegenben Seiten unoer* 
änbert bleibt, fo liegt bie 3Ritte ber britten Seite 
auf einer beftimmten ©eraben.*) 3)ie Seiten A^ b, 

BC^, C^Ay werben oon einer ©eraben in a,C,d ^ ^ 

fo gefii&nitten, ba^ * - a a, 

C^A^ BC_ _ 
A^D BA C^C ~ 

3ji nun bog aSerpltni« a^A: C^C gegeben, fo iji aud& baä »er* 
l^ftltni« c^DiA^D gegeben, unb ber Xeilpunft d ber Seite C^A^ 
liegt auf ber ©eraben AC. 

38tnn bie SSerl^ältniffe gleid& finb, naä) benen bie StredE en ab unb 
A^B* in C unb C burd^ eine ©erabe ober ®Unt geteilt werben, fo 




*) SeiBni} Acta Erud. 1685 p. 501. Demonstratio geom. etc. Steinet 
©fette 3. 24 p. 191. g^ergl. ^tonim. §. 12, 4. 
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finb aud^ ble äJerl^ältntffe gletd^, nad^ betten bie ©ttedeit AA' utib bb' 

itt A^* tttib B*' burd^ blefelbe ®etabe obet 
ebette geteilt toerbett.*) J)etitt tnatt l^at 

AA'' A*C B'B" BC 




A*A'* B'C BB" AC 



= 1 



aOBetttt ttutt ßTffJc^^ ^^' ^^ ^^ ^* 



AA^B^ 
A*Ä' BB" 



= 1 



aSBetttt bie ©erabeti a, b, c uttb bie ©etabeti k, i, m ttiit je einer 
@bene paraDel finb, betgeftalt ba| a, b, c mit h unb i bie ^ntte A, 

B, c unb A\ B*, C, a unb b mit m 

bie 5ßunfte A'' unb ^" gemein l^aben, 

fo l^at aud^ c mit m einen ^Punft 

S)enn man l^at (©tereom. 




BB" k £? _ ^ 
B'*B' CB ~ OB* 



gemein.**) 

§. h 7) 

A''A* ~ 

fol8lid& 

-4^ ^' BB^ BC _ 
A'A'* B'C BB'* AC ~ 

alfo liegt C auf ber @bene a^'OB^', 

3Benn eine @bene jwei gegenübetliegenbe Äanten eine« 3;ettaebetü 
l^albiert, fo halbiert fie aud6 ba8 SSolum beöfelben.***) S)ie ®bene, roeld&e 

bie ^^itx^ BC unb ^ID in if unb l^aU 
biett unb bie Äanten CD unb ab in ivr 
unb F fd^neibet, teilt ba« Setraeber abcd 
c in jwel Äötpet, oon benen einet au2 ben 
^pramiben beftel^t, beten gemeinfd^aftlid^e 
(sf 6pi|e B ift unb beten S3afen mnop unb 
Oivrz> finb, TOäl^tenb bet anbete bie ^ß^ta* 
miben umfaßt, beten gemeinfi^aftlid^e ®pi|e 
G ift unb beten SJafen mpon unb aop 
finb. S)ie Dietfeittgen ^ß^tamiben l&aben gleid&e SBolume, toeil fie 




*¥\ 



') «ctöl. %lmm. §. 12, 4. 

") 2luf bicfem ©a^c berul^t bie ^weifadje öefAtei^ung cined gerablinigen ^ata» 
lt)loibg. @tereom. §. 1, 8. SBergl. a^eiev $itf cd geom. Aufgaben ü, 182. 
♦♦*^ »flbiriier nacö Safrömoire'ä ©ammrunaVl, l, ^craonnc'ä '»m. 1 p. 362. 
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biejelbe SJafi« unb jufolfle bet ©leid^ung bm = MC gleid^e ^öl^en 
l^aben. i^etnet l^at man 

BOD : AOP = {DO : 0^)(^J5 : ^P) 
BODN : AOPC = (DO : OÄ){AB : AP){ND : Ci>) 

^P J5ir CiV DO 



PB MC ND DA 






^ .^ DO ^ BM , . ^ ,_ Pß CN . ilB CD 
Sftun tfi ^ = 1, ^ = 1, folflltdö :i^ =- ]VD ^^*^ ;4P = iVD' 

alfo BODN: AOPC = 1. 

S)te ©eraben, toeldde 4 5ßuttfte einer föbene üerbinben, befümmen 
brei neue 5ßunfte, bie burd^ ebenfootel ©erabe oerbunben werben 
lönnen. S)ie gemeinfd^aftUd^en 5ßunlte ber lonjiruierten ©eraben be^ 
ftimmen mit ben t)or^anbenen 5punften neue ©erabe, biefe roieberum 
neue ^Punfte, u. f. f. Slu^ ben SSer^ältnifien, nad& roeld^en jwei ©treden 
ber giflur, bie auf oerfd^iebenen ©eraben liegen, burd^ je eine ©erabe 
ber giflur geteilt finb^ tann ba« SSeri^ältniiS bered^net merben, nad^ 
weld&em eine anbere ©tredfe ber gigur burd^ eine ©erabe berfelbcn 
geteilt wirb. S)er entfpred^enbe ©afe ber ©p^ärif ift faft gleid&lautenb. 

S)ie ©benen, roel^e burd^ 5 ^punfte be^ 'Sioi\xxxit& beftimmt finb, 
befiimmen wieberum anbere fünfte, burd^ roeld&e neue ©benen be*« 
ftimmt finb. S)ie fonftruierten Ebenen bestimmen neue 5ßunlte, biefe 
wieberum neue ©benen, u. f. f. %v& ben SSer^öltniffen, nad& weld&en 
brei ©tredEen ber gigur, bie auf oerfdj^iebenen ©eraben unb nid&t 
fämtlid^ auf einer ©bene liegen, burd^ je eine föbene ber gigur ge^ 
teilt finb, {ann baig SSerpUniiS bere(^net n)erben, nad^ meld^em tint 
anbere ©tredte ber gigur burdS) eine ©bene berfelben geteilt wirb.*) 

7. S)a8 ^robuft ber SSeröältniffe, nad^ benen bie ©eiten eineiS 
5ßolt)gon8 burd^ einen ÄreiiS ober eineÄugel gefd()nitten werben, ift 1.**) 
SBejeidönet man bie ?ßotenj be« $unfteö A in Sejug auf ben Ärei^ 
ober bie Äugel burd& {A\ fo l^at man in ber Sll^at 

(B) (0) (^) - ' 

au(^ bann, menn einielne55aare t)onS)urd^fd&nittÄpunIten imaginär finb. 

S)aS angegebene 5ßrobuIt, meld^e^ ben unoeränberlidben 2Bert l 

l^at, ift projeftipifd^ (4). S)al^er gilt nid&t nur ber entfpred[)enbe ©a| 

ber ©pprif , fonbem e« fann aud& für ben Äreis eine plane eentra> 



*) »ergl. a»öbiuä hati^c. ©alc. 155 ff. 198 ff. 

**) ©arnot Transvers. 9 unb 10. Sergl. ^oncclct propr. proj. 34. 
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projeftion beiSfelben (eine Sinte itoeiten @tabed) unb für bie ßugel 
ein aielief betreiben (©teteom. §.5, ll — eine eHi^tifd^e gläd^e 
jroeiten ©rabeiS) gefefet werben. 

8. SBenn bie ©ttede AB fowol^l in C a\& aud^ in D geteilt ift, 
fo l^eifet ber Quotient ber beiben SSerl&ältniffe {AC : BCf) : {AD : BD) 
ba& S)oppelDerpltniÄ ber 5Punlte A, B, C, D (in biefer Dtb^ 
nung), unb wirb burd^ {A, B, C, D) bejeid^net, fo bafe*) 

^ (A B C D^ -^^"^ - ^^^^ 
lA ^^^' ^) - BC BD - BCÄD 

SEBenn ber SBinlel ber ©eraben a unb h iura) bie ©eraben c unb d 
geteilt ift, fo Jöeifet ber Quotient ber ©inuÄ^SSerpltniffe 

(sinac : sin 6c) : (sina<2 : sin^rf) 

bo« ©oppelüerl^ältni« ber®eraben a, b, c, d, bie einen planen 
Süfd^el bilben ober wenigiien* mit einer 6bene parattel pnb, unb 
wirb burd^ {a, b, c, d) bejeid^net. 

SBenn ber gläd&enroinfel ber ©benen « unb ß burd& bie (Sbenen y 
unb ^ geteilt ifi, fo l^eifet ber Quotient ber ©inuS^SSer^altniffe 

ba« ©oppelüerpitnt« ber ebenen «, ft y, ö, bie einen »üfd&el 
bilben ober bod^ mit einer ®eraben parallel finb, unb mlrb burd^ 
(«f ß, y? ^) bejeid&nct 

3n ber ©ppril cerfiel^t man unter bem SDoppetoerl^altniÄ ber 
fünfte eine« i&aupttreife« A, B, C, D bie gormel 

(A Ti n •n\ sin -40 ^mAD 

(A, B, C, D) = ^-^ : ^- 

unb unter bem 3)oppeloerl^ältnii8 ber §auptfreife eine« Söüfd^el* a, b, c, d 
bie gormel 

, , ,v sinac sinac? 

(a, b, c, d) = -r-^r- : . , - 



*) ^ie 3)oppeli)erE|ä(tnifre ftnb auerft t)on 9Rö6iu§ 1827 unter bem Flamen 
^oppelfc^mttSoerpitniffe itnterfud^t unb auf bie angegebene Seife be^eid^net 
worben. SSar^c. @a(c. 1 82 ff. SGßeitere geometrtfc^e ^nmenbungen berfelben oerbanft 
man Steiner 1832 S^ftematifd^e (Sntmidelung u. f. n). (E^agUg Ap. bist. 1837 
p. 32 b. Überf. unb note 9, Geometrie sup^rieure 1852, Sections coniqaes 1865. 
^te oon @^a3(eg gen>äl^Ite Benennung rapport anharmonique nimmt Segug 
barauf, ba^ 4 Elemente, beren ^oppeberpltnid — 1 ift, l^armontfc^ l^et^en. 
Unabl^ängig von ©röfienbegriffen ift ba3 S)op|>e(t)erl^ft(tnid von 4 ^aumüementtn 
oon @tauot (Geometrie ber Sage 1847 p. 43) beflniert n)orben. 
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3)aa ©oppeluerl^aUni« t)Ott 5punften einer ©etoben (-4, B, C, D) 
^at einen pofitioen SBett, vomn bie 5ßunlte C unb D von bet ©ttede 
ilB beibe eingefd^bffen ober beibe auiSgefd^loffen {tnb, einen negativen 
SBett baflegen, wenn ber eine eingefci&loffen, bet anbete auSgefd^loffen 
ift. @£ l^at ben SBett 1, wtnn D mit C in enblid^et obet unenblid^et 
getne jufammenfallt (l). 6« l^at benSBett —1, xdtxiXi G unb D bie 
©ttede AB bet eine innen, bet anbete aufeen naä) bemfelben SSet*' 
i^ältni« teilen. Qn bem legten gaUe l&eifeen bie ?ßunfte C unb D ben 
fünften ä unb b l^atmonifd^ jugeotbnet. 5ßlanim. §. 8, 6. 

X)aiS S>oppelt)et]^ältnüS t)on ©etaben eineiS planen S3üfd^etö (a, b, c, d) 
l^at einen pofttiDen SBett, n>enn bie @etaben c unb d ben SBintel ab 
(unb ben 6(ieiteln)in{el) beibe innen obet beibe äugen teilen, einen 
negativen SBett, xotxvx bie eine ben SBäinlel innen, bie anbete äugen 
teilt %i l^at ben äSett 1, xotnn d mit c jufammenfädt @d |)at 
ben SBett —1, menn c unb d ben SBinlel a^ bie eine innen, bie 
anbete äugen nad^ bemfelben SinuSi^SSetl^dltnüS tejilen. ^n bem legten 
gatte ^eigt bet »üfd^el l^atmontfd^. ?ßlanim. §. 8, 7. gbenfo roitb 
ba« S)oppeloetl&altni« t)on ebenen eine« Süjd&el«, t)on 5ßunlten eine« 
iQaupttteifeiS, t)on ipaupttteifen einei8 93ftfd^ete beutteilt 

äBenn boiS etjie @lement mit bem btitten unb bad jmeite mit bem 
Dietten oettaufd&t mitb, fo bleibt bet SBett be« S)oppetoetl^ältniffe« 
unoetftnbett 

(C, A A. B) = {A, B, C, D) 

CA CB _ ACBC ^. AD 
da'* DB ~ AD * BD ^ BC** BD 

äBenn baS etfte Slement mit bem ^meiten, obet bad btitte mit 
bem t)ietten oettaufdjit mitb, fo etl&ält baiS S)oppeloetl&ältni8 ben teci«* 
pto!en SQäett 

{A, B, D, C){A, B, C, D) = 1 

^^^^ (fe • ^\W) • bd) ^ ^' ®^^^^^ ^"^^* ^^^ ilbeti^aupt*) 

U, B, C, D){A, B, D, E) = {A, B, C, E) 

9. S)aÄ ©oppeloetl^ältniä oon 5ßunlten einet (Setaben ift pto-» 
ieltioifd^ (4). aaScnn man bie 5Punfte A, B, C, D einet ©etaben au2 
einem beliebigen 5ßunft S butd^ bie ©etaben a, b, c d auf eine ht^ 
liebige ©erabe bet 6bene SAB ptojiciett, unb bie ^Ptojeltionen butd& 
A\ B*, O, D* bejeid&net, fo l^at man (1) 



*) aR5(iug (avpc. @alc. 184. 
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(.4, B, C; D) =^ (a, h, c, d) = (^', B\ C\ D')*) 

3)ai5 ©oppetoerpltntö von ^untttn einet ©eraben beplt aud^ 
bann nod^ feinen SBett, wenn man ble 5Punfte butd^ einen Süfd^el 
üon ©bencn auf einet ©etabe ptojlclett.**) 

3)le ebenen «, ft y, 5, weld^e ble ®e^ 
\;^ /7~~^ ^^' ^^^^ * (lemeln l^aben, gel^n butd^ ble ^ßunfte 

A, B, c, D einet ©etaben, unb fd^nelben 
eine Beliebige jwelte ©etabe In A\ B\ C\ /y. 
S)le ©etabe A'D voxtb von ben ®benen ft y 
in B", G'* gef(]^nltten, fo bafe ble ©etaben 

AA\ BB", CO' unb B**B% CO, DD* je 

einen planen 33äfd&el bllben. S)al^et Ifi 
nad^ bem obigen ©a|e 

(^, B, C, D) = (^', B*\ C", Z)) = K B\ C\ z>0 

SBenn bet plane SSüfd^el Don ©etaben a", 5", c", d" ein SRotmaU 
fd^nltt beS Süffel« bet ebenen a, ß, y, d i% fo l^at man Ibentlfd^ 

(«, ft y, ö) = (a", n c^ d") 

SBetben ble ©etaben a", b*\ c", rf" üon einet beliebigen ©etaben 
l^tet ebene In A", B*\ a\ D" gefd^nltten, fo Ifi nad^ bem obigen 

(«, ß. h ^) = («''. K c", d'O = iA'\ 5", e.', D'') = (^, ^, C, D) 

5ßto]lclett man alfo ble 5punfte einet ©etaben A, B, C, D butä) 
ble ©etaben a, h^ c, d unb butd& ble ©etaben a', b\ c\ d\ butd^ ble 
^htntn (X, ß, y, d unb butd^ ble ebenen «', ß\ y\ ö\ ble je einen 
Sttfd^el bllben, fo l^at man 

(a, b, c, d) = {A, B, C, D) = {a\ b% c\ d*) 
K ft y. ^) = (^, B, C, Z>) = («', ß\ y\ cJO 
(a, i, c, d) = (a', *', c', rfO = («, 13, y, (5) = («', ^^ /, 6') 

Unb menn ein SSilfd^el oon ^auptttelfen a, b, c, d einet Äugel 
t)on einem ^auptJtel« in ben fünften A, b, C, d, von einem anbetn 
^auptfteiÄ In Un ^fünften A\ B', c\ d* gefd^nltten mltb, menn 
fetnet butd^ ble fünfte eine^ ^auptftelfe« a, b, C, d fomol^l ble 
^auptftelfe a, b, c, d, ate aud^ bie ^auptftelfe a', b', c\ d' gel^n, ble 
je einen Süfc^el bllben, fo Ift***) 



*) 3)iefer gunbamentalfa^ ftel^t bereits unter ben Semmen ju ©uclibö ^oriä- 
men in ^oppuä* ©ammlung VII, 129 ff. SSergl. 6^a§le§ a. a. D., Geom. 
super. Pref. p. XXI, Les porismes d'£aclide 1860. 

**) 2)iefer Mal ift für J^armonifd^e (Elemente von ß^arnot Transvers. 19, 
allgemein von &öbiuä bärge, ©alc. 196 beroiefen roorbcn. 

**♦) ©teiner fpft. @ntro. 29. 34. (Subermann nieb. <Bpf). 177 ff. 
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{A, B, C, D) = (a, h, c, d) = {A^, B\ C\ U) 
{a, h, c, d) = {A, B, C, D) = {a% V, c', d*) 

SKnmerfung. Um ben SBett be« ©oppeloerl^altniffe« t)on 
5Punftett einet Oetaben {A, b, c, d) ju finbett, ptojiclete man bte 
gigut ABCD a\x& einem beliebigen ^unlt S auf bie ©erabe, meldte 
butd^ A parallel mit DS gel^t 3^ ber 
^tojeltion AB' . . liegt D' unenblid^ fern, 
folglid^ ifi 

(4 B, C, D) == {A, B\ CO = AC: B'C 

Sie^t man nod^ parallel mit AD bie ®e^ 
rabe burd& B', weld&e CS in C, DaS in 
D" fd^neibet, fo ftnbet man unmittelbar 

BC : BD = JB'C^ ; B*D'*, AC : B*C'' 
= AC* : ^'C, ^D = B'D*' 

AC AD AC AD ,^, ' 

BC ' BD B'C*' * B'D"' — ^^ ♦ ^ ^ 

2)a3 Soppetoerl^ältnia von ©eraben ober ©benen eine« Süffel«, 
{a, h, c, d) ober («, ft y, S), mirb am einfaiä^ften burd^ {A*, B\ C) 
auiSgebrüdt, menn eine mit d ober d parallele ©erabe bie Süfd^el in 
A\ B% a unb in unenblid^er gerne fd&neibet 

10. aSenn ba« SJoppefoerl^ältniÄ von 5ßunften einer ©eraben 
{A, B, C, D) ober von ©eraben einer Sbene (a, b, c, d) Un SBert n 
l&at fo iji*) 

n — 1 n 1 




^5 

n— 1 



^C 



n 



AD 
1 



tangaft tangac tangacZ 

©e|t man namlid^ in ber ©leid^ung 

AC AD 

ßC^BD^^ ^^^^ n.^D.^C— 2lC.i5D = 

BC = AC—AB, BD = AD— AB, fo erl^ölt man 

n.AC.AD^-n.AD.AB — AC.AD + AC.AB = 

unb burd^ JDioifion bie erjie ber aufgefleHten ©leid^ungen. 

S)ie anbere ©leid^ung lann au« ber erften abgeleitet merben. 
SSBenn bie ©eraben a, h, c, d einea planen Süfd&etö oon einer su a 
normalen ©eraben in A, B, C, d gefd^nitten werben, fo ifi 



*) SSergl. äßobiug bioptr. Silber (Seip$. Setid^te 1855 p. 8). 

fbal^tt II. 6. SttfU 24 
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{A,B, C,D) «= (ö, ft, c, d) = « (9) 
AB : ilC : ^Z> «=» tangaö : tangac : ta,ngad (3) 

folglid^ it f. m. 3Ran l^at obet audg (9) 

sinhd sinbc ^ . 8in(a^ — ah) sinfac — ab) 

- — 3 — «-^ — == ober , , . — ^ — n-^ — : — f = 

8in ad Bin ac 8in ad am a6 sin ac Bin a6 

folgltd^ {coiad — coiab) — n(cotac — cotaft) = 0, U. f . W. 

3Benn itt^befonbete bie gegebenen Elemente l&atmontf(% fxnb, 
jo ift n = — 1, olfo 

2 1,1 

"T 



ÄB AG • -4D 

2 1.1 

-r 



tanga6 tangac tangac/ 

3n biefem gatte l&at ble SRittte M oon ^-B unb bie ®erabe w, weld^e 
ben SQSinfel ab l^albtert, ble befonbem (Sigetjfd^aften, bafe*) 

3fB2 = JJfC.ilfD, ÄD'^ ^ MD 

o T ^ i , sin^ ac 8in2wic 

tang2m5 _ tangmc tangmc?, ^^ ^ ^^-^ 

%tXiXi. man l&at äd.bc+AC.bd = o, b. i. 

{AM+MD){BM+MC) + {AM+MC)[BM+MD) = 

SRun ifl AM = MB ^ —BM, folgltd^ tt. f. xo. fjemet 

AD^ ~ ÄD.BD ~ IaM+MD){MD—MB) 
_ MB^ — M C^ ^ J^ 
~ MD^ — MB'^ ~ MD 

fßitnn bie ©etaben a, b, c, d, m ben 5Pun!t ä gemein l^aben unb t)on 
einer ju m normalen ©eroben in a, b, C, jD, iif gefd^nitten werben, 
fo ip (-4, B, c, d) = (a, b, c, d) = —1 unb 3f bie SRitte t)on 
2IÄ. 5Run iji 

if5 : MC : ifD = tangw5 : tangmc : tangmcZ 

AC sin ac 50 ,,v «^ ^^ , 

AD sin aa /SD ^ ^' 
tangmc cos^ mc == ^sin2mc, u. f. U). 

ainmenbungen. (Sine ben ©d^merpunlt S be« SSreiedtö ABC 
entl^altenbe ®erabe fd^neibet bie Seiten in A\ B', c unb bie burd^ 
bie ©pi^e C gezogene $ßarallele ber Safi« AB in T fo, ba§ bie 
©eraben CS, CT, CA, CB unb bie fünfte s, t, a\ b' l^armonifd^ 
Ttnb. ©al^er iji 

•) apolloniuä con. I, 87. SaBire sect. con. 1685 p. 1 ff. $oncelet 
propr. proj. 31. @ üb ermann nieb. @p^äril 196. 
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SA 

SA 



1 + 



1 



-, + 



SB" 
J_ 
SB' 



+ 



2^ 

ST 
J_ 
SC 



CS 
0*) 



@ine ben ©d^roerpuntt 8 besS ^tcaebetS ^BCD entl^altenbe 
©erabc fd^neibet bic glöci^en in A', B', c, jy unb bie patattelcn 
@benen, beten eine bie Aante ab, bie anbte bie Aante cd enti^ätt, 
in ü, V fo, bafe foTOol&l bie @6enen CDS, CDV, CDA, CDB unb bie 
spunfte s, V, A', B', al« aud^ bie Ebenen ABS, ABU, ABC, abd 
unb bie ^nlte S, ü, C, D' ^orrnionifd^ finb, b. l^. 



r.+^. = 



' + ' 



SA* ' SB* SV SO ' SD' Sü 

SRun tu S bie SRitte von üV (©tereom. §. 6, 4), folglid^ 



JL+_L4.JL-^_L 

SA'^ SB'^ sc ^ SD' 







aaSenn jwei Ärelfe (.4) unb (i5) einanbet nottnal fd^neiben, fo 
fd&neibet jeber von i^nen bie »iometer be« anbertt l^atmotiifd^.**) 3fl 
c ein flemeittf(3&aftli(^er ^Punlt ber Äreife, fo ijl AC eine a;angente 
be« Äreife« {£). mxb ber ©iameter dd' bt& Äreife« (-4) von im 
RttxS (B) in E unb £' gef^Snitten, fo iji ae.ae* ^ ACß = .4D'2 
unb (z>, D', E, ^0 = — 1. S)a8fefte 
gilt t)on jToei fi(6 normal fd&neibenben 
^geln. S)en entfpred^enben @atf fiber jioei 
fi(]5 normal fii^neibenbe Äreife einer Äugel 
^ot ©ubermann nieb. @pl^&ril 307 ge^ 
geben. 




11. 2)ie S)iagonalen ber burd^ 4 ®t^ 
rabe einer ebene beflimmten SSierede teilen 
einanber ]&armonif(S.***) 

Seweia. S)ie ©eraben ab, ba', a'B', 
B'A bilben 3 SJierede mit ben 3)iagonalen 
AA', BB', cc, fo bag AA' von BB' unb 
CC 5armonifd& geteilt wirb, u. f. xo. S)a3 S)oppeloerpitni« ber 

*^ aRaclautin Tract. de lin. geom. propr. (Slnljanö ber Algebra) 1748 §. 98. 
**) ^oncelet propr. proj. 79. 

♦**) Sei "^ai^i^yx^ VII, 181 finbet ftdj eine Umle^rung biefeä atten Sa^eS, ber 
t)on 2)eSargueg Bronillon projet 1639 (^d. Poadra, Paris 1864, 1 p. 186), neuer« 
Kd^ t)on ^arnot g^om. de pos. 225 reprobuciert »orben ift. 93erg(. $oncelet 
propr. proj. 155. 

24* 
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jpunite A, A\ unb bet betben ^ßunfte, roeld&e bie ©etabe AA* mit 

^ 55' unb CC getnein ^at, wirb na(§ (1) butd^ 

>^x A^^'/!^ (4 ^'. ^^'/ ^C'O beaeid^net Um feinen SBert 

ju fxnben, proiictere man bie gigur awÄ einem 
beliebigen 5ßunft aS' be« ataume« auf eine 
ebene, bie mit bet Ebene CCS parallel ifi. 
5Die Sßtoieltion be3 SSieredÄ ^5^'5' lü ein 
^Parallelogramm (5), bie ^ßrojeftionen von AA* unb 55' l^albieren 
einanber, bie ^ßrojeftion von CO ijl unenblid^ fem. Salier ifi {A, A', 
BB', CC) = —1. ebenfo finbet man (5, B% CC\ aa*) = —i 
unb (C, c\ AA\ BB') = — 1. 

S)erfelbe ©afe gilt von ben SDiagonalen ber burd^ 4 ^auptlreife 
einer Äugel beftimmten fpl^ärifd^en SSierede. 

Slnmerlung. ^ejeid^net man bie gemeinfd^aftlid^en fünfte ber 
diagonalen burdö ^, G, ^, bie 3Jlitten ber S)iagonalen burd^ A!', 5'', 
C", fo l^at man (10) 

§ierau« fiä&liefet man, ba| bie t)on -4" bi« an ben ftrei« foh reid^enbe 
a;angente beSfelben fo lang ijl als A'*A, u. f. m., bafe alfo bie Äreife, 
t)on benen -4 unb A\ b unb 5', o unb C Oegenpunfte ftnb, ben ÄreiS 
FGH normal fd^neiben. 2)iefe Äreife bilben einen Süfd^el (^lanim. 
§. 14, 11), alfo liegt boS Eentrum il^re« Drtl^ogonalfeeifeg FOH mit 
ben gemeinf^aftlid&en ^Punlten P, P' be« ©ilfd^el« auf ber Sinie 
gleid^er ^ßotenjen in Seju^ auf bie 5Jreife be« SBüfd^etö. S)ie gemein=^ 
fd&aftlid^e ©el&ne PF be« ®üfd^lÄ mirb burd^ ben Drtl&ogonallreiS 
FOH liarmonifd^ geteilt, weil fie burd^ fein Zentrum gel^t (10, Slnm.). 

S^nlid&e SBemerfungen gelten von ber entfpred^enben fpprifd^en 
giflur.*) 

aOSenn man bie ©eiten einea S)reied!S FOH l^armonifd^ nad^ ge* 
gebenen aSerpltniffen teilt, beren 5Probult 1 ift (üergl. 5 unb 6), 

FC : OC = FC* : C*0 = p : q 
OAiHA = OA' :A'H = q:r 
HBiFB = HB* :B'F = r:p 

fo bilben bie Äreife, üon meldten A unb A% 5 unb 5', C unb C 
©egenpunite finb, einen Süfd^el. Sie gemeinfd^aftlid^en 5ßunfte P, F* 
biefer Äreife l^aben eine fold&e Sage ju ben ^Punften F, O, H, bafe 
FP:OP:HP = PP* : OP' : HP* = p:q:r 



*) (S^ubermann analpt. @pl^. p. 138. SSergl. $lüdfer 1831 @ntn). 2 p. 198. 
<St)a§Ieä gdom. supär. 345. lÄöBiuS Setpa. S8crtc|te 1854 p. 87. 
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(Pattitn. §. 8, 6). S)ie gemeinfd^ftU(]&e ©el&ne PP wirb »ort bem 
ÄteiiS fgä^ notmal unb j^atmotttfd^ geteilt 

12. aaäetitt ba« jtüelte eiement m,t& ©uppeloetl^ältniff e»- mit 
bem btitten t)ettaufd^t wirb, fo erl^ält hcA SJoppebetlSlälttttö ben 
aBert, ber boÄ gegebene S)oppelt)erl^ältni8 ju i ergänjt*) 

I. (^, ^, c,z>)-h(^, c, 5, z>) = 1 

aWad^t man nad^ (9, Slnm.) 

• (4 ^, C, D) = {A, B\ CO 
fo mirb av^S^ 

{A, C, B, D) = (4 C', B') 

3flun iji (4 5', C') + (^, c, i?0 = 1 (2), folglich n. f. m. 

Pr 4 ^Puttfte Af B, c, D einer ebene unb bie ©erabe EF ber^ 
felben i^at man 

n. {A, B, CD, EF) + {A, C, DB, EF) + {A, D, BC, EF) .= 1 

unb für 5 5punfte A, b, c, d, e bts SRaume« nnb bie ®ene fgh 

in. {A, B, CED, FGH) + {A, C, DEB, FGH) + {A, D, BEG, FGH) 

+ {A, E, BCD, FGH) = 1 

wenn wieberum in einem S)oppelt)erpltni3 mim ben 5punften A, b 
burd& bie ©erabe CD ober bie ebene CDE i^x JDurd&fd^nitt mit ber 
©eraben ab bejeid^net wirb, u. f. m. ^rojiclert man nfimliiS au« 
einem beliebigen 5ßunft S bie ebene AB CD auf bie (Sbtntf meld&e 
burd^ A parallel mit ber ebene efs gel^t, unb bejeid^net man bie 
^Projeltion burd^ AB'.., fo ift (9) 

(A, B, CD, EF) = {A, B\ C'D^, U- f. W. 

^^iemad^ flie^ bie ©leid^ung (11) auS ber jmeiten ber oben (2) be^ 
miefenen ©leid^ungen. S3ie ©leid&ung (ni) wirb au« (11) ebenfo ab^ 
geleitet, wie bie britte ber bewiefenen ®leid|ungen (2) au« ber ^weiten, 
ober aud^ bireft burd& SBetrad&tung einer gigur, bie mit ber gegebenen 
SRaumfigur perfpef tiolfd^ unb f oUinear ift (©tereom. §. 5, 1 1) unb in 
weld^er ben fünften ber ebene FGfH unenblid^ ferne Sßunfte entfpred&en. 

18, 2lu« ber ©leid^ung (12, i) folgt ol&ne weitere« für 4 5ßttnlte 
A, B, c, D einer ©eraben 

AB.CD + BC.AD+CA.BD — 

aSergl. 5pianim. §. 14, 15. 



♦) aWöJiuS hav^c ©alc. 184. 
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Sei 5 ^nlten A, .., e einet 6bene j^obeti bie ©oppeltjerl^ält* 
niffe t)Ott 5ßuttlten etner ©etaben (^4, CE, B, DE) «nb (ii, C, be, dE) 
benfelben Sffiett, ate bo« S)oppefoerpUtti8 t)Ort ®etaben (i4E, CE, 
BE; DE), »et 6 5ßunlten A, .., F be« Steume« l^aben (Af CEF, 
B, DEF) ttttb {A, C, BEF, DEF) betifelbett SBSert (9). golfll^ ifl 
in btefen pOen aud^ 

(.1, i?, CE, i>E) + (^, C, BE, DE) = 1 
(i4, B, CEF, DEF) + (.1, C, BEF, DEF) == 1 

Snbem man bie SSerpttniffe, nad^ benen ab unb AC gefd&nitten 
werben, bur(]6 SSetl^dltniffe t)on S)reie(l8fläd^en ober 3;etraebert)oIumen 
auabrüdt (1), erl&alt man*) 
für 5 5ßunlte einer ßbene 

ABE.CDE + BCE.ADE + CAE.BDE = 

ffir 6 fünfte be« Slaume« 

ABEF.CDEF+BCEF.ADEF+ CAEF.BDEF = 

StoS ber ©leid^ng (12, H) folgt ebenfo 
för 6 5ßttnlte einer ßbene 

ABC. DEF + ACD.BEF + ADB.CEF = BCD.AEF 

ffir 7 ghtnlte be« ätoume« 

ABCG.DEFG + ACDG.BEFG + ADBG. CEFG = BCDG.AEFG 

Stu« ber ©leid^unfl (12, m) folgt für 8 5ßunlte be« Staume« 

BCDE . AFGH+ ACED . BFGH+ ADEB. CFGJS 
+ ABEC.DFGH+ABCD.EFGn = 

SKnmerlung. ®ie ®lei(5nng (12, 1) befielet au$ bann, xo^nn 
an bie ©teile ber fünfte einer @^eraben @erabe gefegt n>erben, bie 
mit einer ®bene parallel jinb. S)emnad& iji 

(a, h, c,d)+{a,c,b,d) — !*♦) 
miabsmcd-^Binbcsinad-+'sincasmbd = 

SSergl. §. 4, 6. SBenn bie ©eraben a, b, c, d einen 5ßun!t eine« Greife« 
gemein l&aben, nnb ben Ärei« au^erbem in A, b, c, d fiä^neiben, fo 
Derl^alten ftd^ bie ©e|nen ab, bc, . . wie bie ©inu« ber fte ein^ 
fdl^Kegenben ^eripl^eriewinfel, nnb man l^at 

ab.cd+bc.ad + ca.bd = 
wie a. a. D. Beriefen morben ifr 



♦) awonac unb SRöBiuS. Sßtv^l beS SSerf. 2)cterm. §. 3, 11. 
**) aWöttuS ©tettc 3. 24 p. 90. 



§. 7. ^ie ptojeftbifd^en ^mrmeln. 375 

98enn baS S)teie(I ABC aai bem beliebigen $un{t s butd^ bie 
®eraben a, h, c ptojiciett wirb, fo ^at man §. 6, 14 

SABC ^ iSA.SB.SC&mabc 

§tetnad& fliegen auä ben gefuttbenett ©leid^uttflen für Sreiede einer 
ebene bie goniometrifd^en Slelationen für 5 unb 6 ©erabe be8 aiaunie«*) 

sina^e sinc^e -^smbce sin ade -}- sincae 8in5c^ sss 

sin abc sin de/ + sin acd sin &«/*+ sin adb sin cef s= sin bcd sin aef 

U. L SBenn bie »owefoerl&altniffe {A, B, c, D) unb [A\ Bf, 
C, ly) t)on 5PunIten, bie j[e auf einer ©eraben liegen, gleiche SBerte 
l^flJben, unb bie ©eraben AA\ bb\ CO einen 5ßunlt ä gemein l^oben, 
]o bilben ^ä^', bb*, cc\ Diy einen planen Süfd^el. g« finb bie 
JDoppetoerl&ältniffe (9) 

{AS, BS, CS, DS) '^(A,B, C, D), {A'S, B'S, CS, lyS) = (A% B, C, D') 

mithin {AS, BS, CS, DS) = (A% B'S, CS, ITS). fflm fattt AS mit 
A% BS mit B'S, CS mtt CS jufammen, alfo au<9^ DS mit D'S (l). 

ffienn inäbefonbere {A, B, C, D) = {A*rB\ C, D) i% fo bilben 
bie ©eraben AA\ BBf, CC einen planen »üfd^l.**) »ejeu^^et man 
burd^ S ben gemeinfd^aftlid^ $un!t ber ©eraben AA' unb bb, fo i{i 

{AS, BS, CS, DS) = {A'S, RS, CS, DS) 

5Run faßt AS mit A% BS mit B-Ä juf ammen, alfo f ättt aud^ CS mit 
C'/S jufammen. 

n. SQSenn femer bie 3)oppelt)er]^Sttniffe {a, b, c, d) unb {a', b\ 
t\ d') von ©eraben planer Süfd^el gleid& Rnb, unb bie S)urd^fd&hitt2* 
punfte aa', bb\ cd auf einer ©eraben r liegen, fo fd&neiben ft(§ d unb 
d* auf berfelben ©eraben. %wn jufolge ber S3orau«fe|ung pnb bie 
©oppeloerpltniffe oon fünften {ar, w, er, dr) unb {a'r, Vr, er, d*r) 
einanber gleid&. ^nn foittt ar mit a'r, br mit Vr, er mit dr jufammen, 
alfo auc^i dr mit d'r. 

^tnn inabefonbere {a, ft, c, d) = {a*, i\ d, d) ijl, fo liegen bie 
5ßunfte aa\ bb\ ed auf einer ©eraben. S)enn bie ©erabe, roeld^e bie 
5ßunlte aa" unb bi' entl^alt, wirb von ben ©eraben ber beiben Süfd^el 
fo gefd^nitten, baß {aa', bV, c, d) = {aa', bb*, d, d), u. f. xo. 



'^) %xt 9Röglicl^!eit berattiger 9{e(ationen l^at $onceIet angebeutet: propr. 
proj. 45 unb ^teUe 3. 8 p. 265. 

**) ^appug yn, 13t) unb 142.' Steiner f^ft. ©ntn). 14 unb 31. Gl^aSIed 
geom. 8up. 38. 
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in. SBetttt bie ebenen a, ß, y, ö unb o', ß\ y, 6' \t einen »üfd^el 
bilben, unb unter ben ©eraben au\ ßß', yy\ öd* ttflenb jwel einen 
5Punft gemein l^aben, fo l^aben aße benfelben gemein. SDenn ber gemein^ 
fd^aftlid^e 5ßunlt ber ®eraben ««', ßß' liegt auf ben ebenen a, ß, a', ß\ 
folglid^ auf ber gemetufd^aftlid^en (Seraben fowol^l ber ^htntn a, ß, y, d, 
ali au^ ber ebenen «', ß', y\ ä\ mithin auf ben ebenen y, d, y\ 6' 
b. ^. auf ben ©eraben y/ unb 66', 

SBenn bie S)oppelt)erpltniffe {a, ß, y, S) unb («', ß\ y\ «0 t)on 
ebenen, bie je einen SSüfd^el bilben, gleich finb, unb bie ©eraben ««', 
/?iS', yy' auf einer ebene s liegen, fo bilben bie ©eraben aa', ßß\ 
yy't ^^* einen planen Süfd^el. ^tnn biefe ©eraben l&aben txMu ?ßunf t 
gemein, unb bie ©oppetoerpltniffe t)on ©eraben {as, ßs, y^, ds), 
{a% ß'e, y% ö's) finb gUid^, alfo fällt ««mit d'e juf anraten, b. ^. 
öö* liegt auf b. 

2Benn in«befonbere {a, ß, y, d) == (a', ß', y\ ö) ift, fo bilben bie 
©eraben ««', ßß\ yy- einen planen Süfd^el. ^tnn bie ©eraben ßy unb 
ßY liegen auf ber ebene ö unb l^aben begl^alb einen ^unft gemein, 
ber auf ben ebenen ß, y, ß', /, alfo au^ auf Hn ©eraben ßß\ yy' 
liegt Sejeld^net man bie ^tn^ ber ©eraben ßß\ yy' burd^ b, fo finb 
bie S)oppelt)eri^altniff e üon ©eraben (eis, ßB, ys, ob) , («'«, ß's, y% öe) 
glei(ä&, alfo fallt me mit c^'b juf ammen, b. ^. ««' liegt auf b. 

Slnmenbung. Sfficnn bie planen (fpl^ärifd^en) axeiede ABC unb 
Ä'B'C perfpe!tiDifd^ liegen (©tereom. §. 5, 7), fo liegen bie gemein^ 
fd^aftlid^en 5ßun!te ber entfpred^enben ©eraben (§auptfreife) ab unb 
A'B', BC unb B'C, CA unb CA' auf einer ©eraben (^auptlrei«), 
unb umgefel^rt.*) Seieid&net man bur(ä& f bm 5Punft, meldten ab unb 
A'B' gemein ^aben, fo finb jufolge ber perfpeftioifd&en Sage bie 
©oppetoerl^ältniffe von 5Pun!ten (A, B, cc\ F) unb {A% b', CC, F) 
einanber gleid^. Sllfo finb aud& bie ©oppetoerl^ältniffe t)on ©eraben 
{AC, BC, CO, FC) unb (A'C, B'C, CO, FC) einanber glei(%. golglid^ 
liegen bie gemeinfd^aftlid&en 5PunIte ber ©eraben AC unb A'C, BC 
unb B'C mit F auf einer ©eraben. U. f. m- 

16. SBenn jmei 2;angenten eine^ßreife« ober einer planen eentral«* 
proie!tion be« Äreife« (einer Sinie jweiten ©rabe«) Don 4 a;an9enten 
berfelben Äurne bie eine in A, B, C, D, bie anbere in A', b\ c, jy 






*) @ubermann nieb. Spl^äril 211. Sl^aSleS g^om. snp. S65. 
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gefd&ttitten wetbett, fo ftnb bie SJoppeloerl^ältttiffe ber entfpted&etiben 
^ßunfte flleid^i.*) 

Söenn jwei 5ßunlte eine« flteife« ober einer planen ©entralpro^ 
ieftion be« Äreife« mit 4 ^Punften berfelben Äurpe ber eine burd^ 
bie ©eraben a, b, c, d, ber anbete burd^ bie ©eraben < b*, c\ d* 
tjerbunben werben, fo finb bie ©oppeber^altniffe ber entfpred^enben 
©eraben gleid^. 

95en)ei3. Sejeid^net man baiS ©entrum 
be« Sreifeä burd& M, f o fmb bie SBSinf el 2AMä\ 
2BMB*, 2CMC\ 2DMD' t)on berfelben ©röfee 
(^pianim. §. 6, 13). SJBirb bie gigur mabcd 
in il^rer ©bene um ben ^Punft M gebrel^t, Bi3 
A auf bie ©erabe ma* fäat, fo faUcn B, C, D 
auf Me ©eraben mb\ mc, md\ S)a^er ijl 
(A, B, C, D) = {A\ b\ c, D') in allen 
planen ©d^nitten eine« bie gegebene gigur 
proiicierenben Äegel« (9), 

Slnbrerfeitä fmb bieaBinIel2aa', 2bV, 2cc\ 
2dd* tjon berfelben ©röfee, menn ll^re ©d&eitel 
auf einem Ärelfe liegen (5ßlanim. §. 4, 2). 
®re^t man bie gtgur ahcd in i^rer ©bette um 
ben sputtit ahf h\& bie ©erabe a mit o' parallel loirb, fo werben b, c, d 
mit b% < d* paraffel. SJal^er Iji (a, b, c, d) ^ (a', b*, &, d') in atten 
planen ©d^nitten eine« bie gegebene gigur proiicierenben Äegel«. 

IXmgetel^rt f daliegt man: 

SBenn bie ^mtU A, B, c, D unb A', B\ C, d' auf je einer ©e^ 
raben berfelben ebene fo gegeben finb, baß (-4, b, c, d) = {A*, B\ O, d% 
fo.berfil^ren bie ©eraben AA% bb\ cc, DD' eine befiimmte oon ab 
unb A*B* berül^rte Sinie jtoeiten ©rabe«. 

SBenn auf einer ebene bie ©eraben a, b, c, d unb a', b', c\ d* je 
eitlen. Sflfd^l bilben, fo bafe {a, b, c, d) = {a*, h\ &, d'), fo liegen 
bie Jßunfte aa*, bb\ cc\ dd' auf einer bejiimmten burd& bie 5ßunlte 
ab unb a'b' gei&enben Sinie jtoeiten ©rabe«. 

83emei«. SBäerben jmei 2;angenten einer Äuroe ber angegebenen 
Slrt oon 3 S;angenten berfelben Statu In A, b, c unb A', b% c\ von 
einer anbern ©eraben in D unb D* fo gefd^nitten, bafe {A, B, C, d) 




*) !Die Söije biefeS Strtileld, toeld^e ne5ft ben baraud a5geleiteien @äten 
aud^ fät fpl^ttrifd^e ^tojefHonen beS JlretfeS gelten, oevbanft vxm Steiner f^ft. 
©ntw. 87 ff. 
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= (il', B^, C", zy) tft jo iflDiy eine Sanßente betfelben Äutoe- SBötbe 
bie Äurt)e nid&t oon Z)/^, f onbent t)on />£' betül^rt, fo wäre (A -ö, c; d) 
= (ii', js', c, EO «etfd&iebett t)Ott (ii', B\ a, u). u. f. w. 

ännterlung. S)er betotefene Soppelfaft fann mit SSorteil audj 
auSflebtüdt werben wie folgt: 

S)ur<ä^ biefclben 4 2;angenten einer Sinte jroeiten ©rabe^S »werben 
auf atten anbem 3;angenten berfelben Sinie gleid^e JDoppeloerl^ältnijfe 
t)on fünften bejümnit J- 35. {A, B, C, D) = (^', J5; c, Z)') = • • • 
Unter bem ©oppeloerl^altniä »on 4 Sangenten einer Sinie 
jweiten ©rabeäwirb boS SJoppeloerl^altni« t)on fünften t)erfianben, 
bie burd^ bie gegebenen 3;angenten auf einer beliebigen anbem S;an^ 
gente beftimntt n)erben. 

S)ur($ biefelben 4 $ßunlte einer Sinie jweiten ®rabe8 werben mit 
allen anbern 5Bunften berfelben Sinie gleid^e S)oppetoerpltniffe wn 
Oeraben befiimmt, j. S3. {AE, be, Ce, DE) = {ae\ be', ce*, de') 
= ... Unter bem ©oppeloerl^ältniÄ von 4 5ßunlten einer 
Sinie ^weiten @rabeiS wirb baiS S)oppeIt)erl^&ltnifS non ©eraben 

t)er{lanben, weld^e bie gegebenen fünfte mit einem 
beliebigen $untt ber fiuroe verbinben. 

Sßier Siangenten einer Sinie jweiten ®rabeS 
ober mer $UTti(te berfelben ftnb bemnad^ l^ar^ 
monifd^, romn ü^r S)oppeberi^ältniiS .ben SBert 
—1 fya. 




3)0« S)oppeIt)er]^filtni8 Don 4 S^angenten 
einer Sinie jweiten ©rabe« l^at benfelben SBert 
als baS S)oppeloerpltnfc8 i^rer Serül&rungSi' 
pun!te.*) Sffienn A, B, c, D, R 5ßunfte eines 
Äreifeg'finb, unb bie burd& R gel^enbe S^angente 
x)on ben buxi^ A, b, C, d gel&enben Siangenten in A*, B*, a, D* 
gef^nitten wirb , fo flnb bie Oeraben RA, rb, rc, rd normal ju 
ben ©eraben, wel(5e bie fünfte A', B\ C, zk mit bem 6entntm M 
t)erbinben. ®re][it man bie gigur RABCD in i^er ®bene um ben 
^nntt R, bis RA mit mä' paraBel wirb, fo werienÄ^, BC, rd 
mtt MB, MC, MD* paraBeL S)a|er ifl 

{RA, RB, RC, RD) = {MA', MB*, MC, MD*) = {A*, B*, C*, D') 



^) eteinet f^ft. (^tio.43. €|ad^{eä Ap.. bist, note 15 uttb 16, g^i 
sup^r 663. »crgL unten (23). 
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16. SBenn mit 3 @eraben pf g, r, dou betten nid^t stoei auf 
etttet @6ene Uegett, 4 @etabe a, b, e, d \t einett ^uttft getneitt l^abett, 
fo [ittb bie S)oppetoerpitttiffe von ^urtltett 

(pa, ph, pc, pä), {qa, qh, qe, qä), (ra, rh, rc, rd) 

»Ott berfetteti ©röfee. Sitte ©erabe s, bie mit 3 uttter bett ©erabett 
a, b, c, d je elttett 5ßutilt gemeitt l&at, l^at aud6 mit ber tjiertett eittett 
$uttlt gemeitt, uttb liegt bemttad^ auf bem fotDol^l butd^ bie @eraben 
p, q, r a\& au(5 butd^ bie ©erabett a, b, c bejiimmtett getablittigett 
iOW^tboIoib. 6teteom. §. 1, 8.*) 
SBetoei«. Sluf ber ®era* 
bett q tDetbett 4 5Putt!te A^, b^, 
C^,'D^ beliebig attgettommett 
a>ie ©bettelt pA^, pB^, pC^, 
pD^ fd^tteibett bie ©erobe r vx 
A^, B^f C^, D^ fo, iofe bie 
®et:abett -41-42, b^b^, C^Cj, 
D^D^, iDeld&e burdö a, b, c, d 
bejeid^ttet toerbett, mit ber ©e*» 
tabett p bie ^uttfte A, B, C, D 
gemeitt l^abett. 9luti tfl (9) 

(.1,, B^, C„ D.) = {pA^,pB^,pC,,pD^) == {A^, B^, C^, D^) 
{A,, B„ C,, D,) ^ {rA,, rB^, rC„ rD^) = {A, B, C, D) 

folgUd^ 

{A, B, C, D) = {A,, B„ C,, D,) «« {A^, B^, C^, D^) 

^Xmii eittett beliebigett ^uttlt A^ ber ©erabett a jiel^e matt bie 
©erobe s, toeld^e b uttb c \xi b^ uttb C, fd^tteibet uttb bie ©erabe t, 
u^eld^e b uttb d itt B^ uttb D^ fd^eibet S)atttt ift ttad^ bem be^ 
toiefettett ©a|e 

[B, B^, B^, B^) = (.1, A,, A^, A^) 
iß, B^, B2f B^) = (A, A^, A2, A^) 

folglid^ 

{B, B^f B2, B^) = (ß^ B^, B^f B^) 

S)a]^et fsnt B4 uttb B3, t mit s jufammett, uttb s fd^tteibet bie 
©erabe d. 

Umgele^rt fd^ie^t matt: 




*} steinet fpfi. @itit9. 51, III. ^IJiadleS Ap. liist. note 9. ^ie ^mei 
6erten von @etaben beS l^^etboUfd^en ^pperBoIoibd nnb in einem Befonbem SaSe 
von Sßten 1669, aKgemetn ibtm SRonge 1795 entbeot wotben. SSergl. Gl^adleg 
Ap. bist. p. 288 b. Ü5erf. 



1 



380 ^ed^fteä IQud^. Xtigonontetrie. 

SBBetttt jroei ©erabe nid^t auf einer (Sbtnt liegen unb auf ber einen 
bie fünfte A, B, C, D, auf ber anbetn We ^ßunfte A\ B\ a, D* fo 
gegeben finb, ba^ {A, B, c, D) = {A\ B\ C% D% fo liegen bie®erabett 
AA', BB', CC, DD' auf einem bestimmten gerablinigen $9petboloib, 
rodä)ti bie ©etaben AB unb A'b* tnü)ixlt Unb wenn bie ©oppel^ 
ücrpltniffe von ebenen, bie je einen Süfd^el bitten, K ß, y, ^) unb 
(«'/ i3', y', ^0 einanber gleid^ finb, fo liegen bie (Setaben ««', i?^', yy\ S8' 
auf einem bejiimmtcn gerablinigen ^^perboloib, meld^eS bie ©eraben 
aß unb a'ß' tnt^all ^tnn eine ©erabe r, melcSe bie ©eraben AA', 
BB\ CC fd&neibet, l&at aud^ mit DD' einen 5Punft gemein, weil bie 
SJoppetoerl^dltniffe t)on ®benen 

[rA, rB, rC, rD) UUb {rA\ rB, rC, rD') 

gleid&e SBerte l^aben, alfo bie ©benen rP.unb rJCK jjufarnmenfaBen. 
Unb bie ©erabe r, meldte bie ©eraben ««', ftJ^ yy* fic^neibet N ^«^ 
mit 5ö' einen 5ßunft gemein, »eil bie ©oppefoerl^&ltntffe wn ^Punlten 

(ra, rß, ry, rS) UUb (r«', rj8', ry', rö') 

gleite SBerte l^aben, alfo bie 5PunIte r8 unb rö* iufammenfatten. 

2lnmerlung. S)urd5 biefelben 4 ©eraben a, h, c, d eine« ge«^ 
rablinigen iß^perboloib«, bie ju einem @#em gel^ren, fo ba§ nid&t 
jmei auf einer ebene liegen, werben auf aßen ©eraben beS anbem 
©5fiem2 p, g, . . gleid^e SDöppelPcrl&ältniRe von ^fünften bejiimmt. 
Unter bem SDoppeloerpltni« t)on 4 ©eraben eine« ^pper*» 
boloib« mirb ba« S)oppeloerpltnüS t)on5ßun!ten oerjianben, mcld^ 
bie gegebenen ©eraben (ber einen ©erie) auf einer beliebigen ©e^ 
raben (ber anbem ©erie) bejiimmen. 

3n einem l^petboloibif d^en (ober poroboloibifd^en) ©ed^iSedC mie 
ABB^C^CiA^ gelten bie 2)iagonalen ^Cj, -BCi, Bj^i burd& einen 
5PunIt. ©tereom. §. 5, 7 änm .*) 

17. SBenn ba« ©ed^SedE ABCDEF einem Äreife (einer planen 
ober fpPrifi^en Sinie jmeiten ©rabe«) eingefd^rieben ift, fo liegen bie 
S)urd^f4nitte ber gegenflberliegenben ©eiten ab unb DE, BO unb EF, 
CD unb FA auf einer (5Ba«carfd^en) ©erab^n,"^*) 



*) 2)anbe(in 1825 ©erg. S(nn. 15. p. 395 unb 16 p. 2i9. $effe treffe 
g. 24 p. 40. 

**) $agca( 1640 Essai ponr les coniqaes lemme 1 ol^e JBemeid (biefer 
lutje SUiffat Oeuvres ed. Lahure 11 p. 354— 7 . grütibet fid^ iwf 5Dcdatgue8' 
älrbeiien). ^ad eingefdbriebene ^ec^ded tokb Don $agcal hexagrammain. mysti- 
cum genannt. 21. a. D. p. 639. 
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aaScnn ba« ©ed^Äed «äcc?«/ etnemÄrelfe (einet planen ober fpp^ 
ttfd^en Sinie jaetten @tabe8) umgejd&rieben Ifl, fo gel^n bie ®eraben, 
xod^t bie gegenflberliegenben Sdpunite ab unb de, bc unb «/; cd unb 
/a t)erbinben, burd^ einen (Stiand^on'fd^en) 5ßunlt.*) 



ajewel«. S)ie SJoppetoerl^ältnifie von ©eraben 

{FC, FD, FE, FÄ) unb (BC, BD, BE, BA) 



laben benfelben SBert, näntltd^ btn SBert be« ^f W 

©oppeberpltniffe« von 4 beftimntten ?ßunften l / 

einer Sinie jweiten ®rabe3 (15, anm.). S)ie S3üfd&el V__^^ 
t)on ©etaben bepimmen, bet eine auf ber ®e* ^ 
taben cd, bet anbete auf bet ©etaben de, bie ßleid&en ©oppebet*» 
pitniffe von 5ßunften (9) 

{C, D, FE, FÄ) unb {BC, D, E, BA) 

3)a]&et (14) gel^n butd^ einen $unft 

bie ©etabe, weld^^ ^ tnit bem gemeinfcä^aftlid^en 5ßunlt bet ©e- 
taben BC unb de tetbinbet, b. i bc, 

bie ©etabe, n)el(|e ben gemeinfi^aftlid&en 5punft bet ©etaben CD 
unb J'^ mit E tjetbinbet b. i. ef, 

bie ©etabe, weld^e ben gemeinfi^aftliiä&en ?ßunlt bet ©etaben CD 
unb FÄ mit bem gemeinfd^aftlid&en ?ßunlt bet ©etaben AB unb de 
tjetbinbet. SKlfo enti^ält bie btitte ©etobe ben gemeinfd&aftlidöen 5PunIt 
bet beiben etften. 

S)er ^emeid btä jugeotbneten @a|ei8 mxb ebenfo mit gegenf eitiget 
iBettauf($ung von ©etaben unb fünften gefttl^tt 

Umgefel^tt f daliegt man: SBenn tin ©ed&^ed eine ^ßaacarfci^e ©e* 
tabe obet einen SBtian^pn'fd^en 5ßun!t i^at, fo ifl e3 einet bejHmmten 
Sinie jmeiten ©tabeS ein^ obet umgef<iöriei&en. 

älnmettung. S)ut($ 6 fünfte obet S^angenten einet Sinie 
imeiten ©tabe£ metben mei^tete ^o^caUfd^e ©etabe obet Stiand^on'fd^e 
5ßunlte beftimmt bie wiebetum befonbete ©genfd^aften l&aben.**) 

18. ©ie in (17) beroiefenen ©ä|e gelten aud^ bann nod^, menn 
an bie ©teDe bet Sinie gweiten ©tabe« jmei ©etabe obet fünfte tteten. 

2Benn von einem ©ed^Sedf äbcdef btei nid^tfolgenbe ©dfpunlte 
Ä, C, E auf einet ©etaben, bie flbtigen auf einet anbetn ©etaben 
liegen, fo liegen bie S)utd&f(i^nitte bet gegenübetUegenben ©eiten ab 
unb DE, BC unb ef, cd unb fä auf einet ©etaben. 



*) Söriand^on 1806 J. de r£c. polyt. Cah. 13 p. 301. 
**) XicfcIBen finb t)on ©teiner (f^ft. (Sntto. p. 311) unb ilirlmatt angegeben 
wotben. SSgL ^lanim. §. 4, 6. ©reUc 3. 5 p. 268, 41 p. 269 unb 66, 58 p. 174, 
68 p. 193, 75 p. 1. 
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SBenn »on einem ©ec&Sect abcdef brei itic^tfolgcnbc Seite« «, c, e 
burfd einen $untt, bte öBtiflen bur^ einen onbein ^unft getin, fo g^n 
bie @eiaben, wtld^t bte gegentlbeiliegenben Sdpuntte afr unb de, 
be unb </; cd unb fa nerbtnben, buttö einen ¥«nft.') 

9eioei2. 9^lc^et man bie gemein« 
fd&aftlictien Sßunfte oon ab unb de butc§ 
G, Don BC unb £f butcö ^, uon oh unb 
4CE bur^ J, »on ffiff unb sdf buttö «; 
oon ^CE unb BDF butc& i, fo ifi (9) 
{L, J, A, E) = {L, K, B, D) 
iL, J, E, C) = (L, K, F, B) 
folglid^ bur$ aRultipIilation (8) 

(L, J, A, = (L, K, F, D) 

SSa^et (14) ge^n bie ©eroben jk, af, cd 
buTi$ einen $unlt, b. \. bet gemeinf^aft- 

Ud&e fünft ton CD unb FA liegt auf ber ©eroben JK ober GH. 
Set jugeorbnete Saß wirb untet gegenteitiget Sßcttaufi^ung uott 

©eroben unb funtten ebenfo beroiefen. 

19. SSiet tßuntte einet ebene a, b, C, D beJHmmen 3 spoate 
Don ©ctaben, ab unb CD, BC unb AB. CA unb BD, bte Seiten 
unb 3>iagonaIen be2 Stete<fö ABCD, mel^e auf einer beliebigen ©e« 
raben ber ©bene eine 3nDolution oon 5punlten bilben, b. 1^. mit 
i(ir 3 ^paatc entfprec6enbet Sßunfte bergeflalt gemein ^aben, bai je 4 
aus ben 3 spoaren gemö^lte a|Jun!te ba8felbc SJoppclnetl&ältntjS ^obcn, 
als bie entfptecdenben fünfte. 

aSier ©erabe einer ®bene a, h, e, d beßlmmen 3 faore »on 
fünften, ab unb cd, ba unb ad, ca unb bd, roel^e mit einem be- 
liebigen $un!t ber Ebene uerbunben eine gnoolution non ©e- 
laben Silben, b. %. 3 Sßaare oon entfpiec^enben ©eroben bergejlaU 
beftiramen, bag je 4 auS ben 3 paaren gemähte ©etobe boiSfelbe 
Sioppeloer^ältnia ^aben, olÄ bie entfpre^enben ©etabeit.") 



•) 25« etfle ©n? lommt Bei Spappua VII, 138 unb 139 nor, txt onbae ift 
Don Soncetet propr. proj. 169 [jinjuaefügt ipotben. »erg[. Steinet f?fl. ent». 
23, III unb p. 312. 

*') äian bem erften €ag {»atten bie gnei^ift^en (Seameter ftenntnis no^ %aff^xi 
VII, 13U, Untet ben 3feuevn ^ot juetfl ©eStttaueS a. o. D. p. 171 bie 3n»Dlu= 
tion oon ?!untten unteryuc^t unb ben Kamen 3ni)o(ution eingefütitt. Setgl. Stiam 
c^on Ijgnea du 2. ordre 8 unb ^ßonceUt propr. proj. 178, S^Qäleä An. hiflt. 
Bote X, göom. anp. 220. 339 ff. Staubt ©eometcie bet Sage §. IS. SfuS bct 

frojeftiDitÖt b« Snoolutionen etfennt man bie ßJittigleit bet obigen ©äfee in bet 
flpöriL 9iatS Analogie bei (Btnäten) gnoolution oon paaren finb tetnäte, quatet» 
näte u. f. w. JUnooIutionen in »etrac^t gejogen motben: 5Die6iu3 Seipitget 8e; 
tid^te 1855--6, Sonquieted 1859 Annali di matem. t. 2 p. 8S, Scentona 
Curre piane 21. aieigl. meine onalqtift^e @eontettie §. 7. 
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Sewel«. a)ie beliebig aitflettomniene (Serabe l^abe mit bett ®e^ 
taben BC, CA, ab bie fünfte F, Q, H, mit ben ©etobeti AD, BD, 
CD bie entfpte(|ettbett ^ßunfte F\ G\ w gemein. Sann iji (9) 

{DA, DB, DC, DGf) = {A, DB, C, 0) 
= {BA, BD, BC, BQ) 

folglid^ auf bet ©etaben, toeld^e bie 
m\^d f d^ne bet 

{F\ G', H\ O) = {H, G', F, Gf) 
= {F, G, ff, (?0 

man l^at aber aud& {F', H', &, G) 
= {F, ff, G, ©0 nad^ (12, 1), b. I&. 

F^& ^ F*Q _ FG_FG^ 
ff*G' * ff'G ~ ffG *• ffG* 

F'& F'G FG F& 




^^^^ ffG' 'ffG ff'G ff'G' 

mitlitt {P, ff, G', G) = {F, ff', G, G'). S)iefe Oleid&ung entfptingt 
au« ber vorigen burd^ gegenfeitige SSettoufd^ung t)on ff unb ff\ ober 
t)Ott F unb F', aifo l[iaben je 4 au8 ben 3 5ßaaren F unb i^, ö 
unb G', ff unb i?' gewallte 5Punfte baSfetbe SJoppeloer^ältni« alä 
bie entipted^enben 5ßunlte. 

SDer jugeorbnete ©a^ wirb ebenfo bewiefen. 

anmetfung. 3)ie ©leid^ung (i^, G, zr, GO = (/^, (?', ^', G), burd^ 
njeld^e bie 3nt)oIution ber 3 5paare F unb F', G unb G', ff unb ff' 
von ^Punften einer ©eraben beftimmt wirb, fann ben SluSbrud 

rff^G^ffG ^ 

G'ff' ffF F'G ~ 

ober nad& gegenfeitiger SSertaufd^ung von F unb r, G unb G' 

Fff' GF' ffG' _ 
Gff' ffF' FG' ~ ^ 

erl^alten unb au« (6) abgeleitet werben. 

"^tnn ein ?ßunft ber Stioolution j. 85. G unenblid^ fem iji, fo 
faßt ber entfpred&enbe ?ßunlt G' mit einem bejiimmten 5ßunft ju- 
fammen, ber jufolge ber ©leid^ung {P, ff, G', G) = {f, ff', G, G') 
fo liegt, ba§ 

{F',ff, ö){F,ff', 0) = 1, FO.ro = ffO.ff'O 

iji. S)emnad5 l^at gleid^e ^potenjen in SBejug auf Äreife FF' unb ff ff'. 
SSBenn ein 5punlt ber Qnoolution mit bem entfpred&enben jufam^ 
menfattt, j. 83. ^ mit ff' in J, bem gemeinfd&aftlidjen 5ßunft oon ab 
unb CD, fo ijl infolge ber angefül^rten ©leid^ung 
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{F, J, O, G'){P, J, G, &) = 1 

SEBenn aufeetbem F unb F in K, bent gemeinfi^^aftlid^en ^ßunft oon 
5C unb AD, jttfammenfanett, fo toitb {K, J, G, G*)^ = l, unb weil 
GG* nid&t jugleid^ t)etf(3^n)inben fann, 

{K,J, G, ÖO = -1 (11) 

S)rei 5paate t)on 5ßun!tcn ober 2;angentcn einet Sinie jioetten 
®tabe« bilben eine 3nt)olution, xottin je 4 au^ ben 3 5ßaaren gewal^lte 
5ßun!te ober Sangenten in ber oben (14, Slnm.) fejigef e|ten Sebeu^ 
tung baafelbe 2)oppetoerl^dUni« l^aben, a\& bie entfptied&enben ^ßunfte 
ober S;angenten. S)ie ©eraben, weld^e bie entfpted^enben 5ßunlte oer* 
binben, gel^n burd^ einen 5ßunft; bie 5ßunfte, toeld^e bie entfpred&enben 
2;an9enten gemein l^aben, liegen auf einer ©eraben. SSergl unten (21). 

S)rei 5paare t)on ©eraben eine« ^yi^ttholtA^^^f unter benen nid&t 
jroei auf einer @bene liegen, bilben eine Snoolution, wenn je 4 auS 
ben 3 5ßaaren geraäl^lte ©erabe ba^felbe ©oppeloer^ältni« l^aben 
(16, Slnm.), al8 bie entfpre($enben ©eraben. 

30. Swei 5ßunlte einer Sinie gleiten ©rabeS unb bie beiben 
5ßaare ni(ä^t folgenber ©eiten eineÄ eingefd^riebenen SSiered« bejiimmen 
eine Qnpolution t)on 5punften.*) 

Swei Slangenten einer ßinie jweiten ©rabeS unb bie beiben 
5ßaare ni^t folgenber edpunite eine« umgefd^riebenen SSieredS be^ 
ftintnten eine Qnoolution t)ön ©eraben. 

Jl,^-^^ ^ Seioei«. ©inb H unb E* 5ßunfte eines 

,^ bem SSieredf ab CD umgefd^riebenen ÄreifeS, 
werben ab unb CD, bc unb da x)on ber 
©eraben hh' in F unb F\ G unb & ge* 
fd^nitten, fo ijl ba« S)oppelt)erl^ältni8 ber 
$ßunlte B, D, H, w (15, Slnm.) 

{AB, AD, Äff, Äff') = (CB, CD, Cff, Cff') 

folglid^ (9) 

{F, &, ff, ff') = {G, P, ff, ff*) = (F', G, ff, ff) 

©benfo wirb ber jugeorbnete ©afe bewiefen. 

31, SBenn einer Sinie jweiten ©rabe« bie glguren ab . . unb 
A'B' . . fo eingefd&rieben finb, bafe bie ©eraben aa', bb*, . . , weld^e 

*) ^eSargueg a. a. Ö. ^ergl. $a3cal Essai p. les coniques ^d. Labore 
11 p. 856. ^oncclet a. a. D. GBaäleS Ap. bist, note X, 20, g^öm. sup. 
656 Uttb 667. 
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bie entfpted^enben fünfte A unb A!, . . t)etbinbett, butd^ einen ^unft 
aS gellen, fo liegen bie genieinfdöaftli(^en 5PunIte ber entfpted^enben 
©etaben ab unb A!B*, . ., ^J5' unb A'b, . . unb ber Xangenten an 
entfpted&enben 5ßunften auf einer ©eraben «. 3ebe2 5paar entfpred^en^ 
ber %yxxi!bjt ifi bem jßunft ä unb ber ©eraben s l^armonifd^ jugeorbnet. 
3)ie ©erabe « i^eifet bie ftarmonifd^e, reciprofe) 5ßolare be« 5PunIte^ 
& in SSejug auf bie Sinie jroeiten ©rabe«. 

SBenn einer Sinie itoeiten ©rabe« bie giguren ah . . unb afb* . . fo 
untgefd&rieben flnb, bafe bie ?ßunlte aa', bb', . . , roeld^e bie entfpred^en* 
ben ©eraben a unb a\ . . gemein l^aben, auf einer ©eraben « liegen, 
fo g^^ti bie ©eraben, roeld^e bie entfpred&enben 5punfte ab unb a'b\ . ., 
ab' unb a'b, . , uub bie Serül^runggpunfte t)on entfpred^enben 2;angenten 
t)erbinben, burd^ einen ^puntt S, 3ebe^ 5paar entfprec^enber Slangenten 
ift ber ©eraben s unb bem 5punft s 
l^arnionifd^ jugeorbnet S)er ^jjunft 8 
l^eifet ber (l^amionifi^e , rectprofe) 5ßoI 
ber ©eraben « in 33ejug auf bie 
Sinie jweiten ©rabe^.*) 

SSeroei«. ^^tba& Btä^^td AB CA' B*C 
einer Sinie jtoeiten ©rabe^^ beliebig ein«* 
gefd^rieben, fo liegen nad^ ?ßa^car^ SCI^eo* 
rem (17) bie gemeinfd^aftlid&en fünfte 
ber ©eraben 

^jBunb A'B\ BC* unb B*c, CA' unb CA 

ccaä) bann auf einer ©eraben, wenn C 

mit A\ C mit A, folglid^ C*A* mit ber 

2;angente a\ CA mit ber Slangente a ber 

Äuroe jufammenfäHt. SBejeid^net man 

alfo bie gemeinfd^aftUd^en 5ßunfte Don 

AA' unb BB\ AB unb a'B\ AB' unb 

A*B, a unb a' burd^ S, t, u, V, fo 

liegen t, ü, V auf einer ©eraben. SRun bilben bie ©eraben AB, 

A'B\ TS, TU einen l^armonifd&en Süfd^el (U), bal&er ift aud^ (9) 





*) 3)ie J^artnonifd^e ^^eilung Don AA* burcö S unb s xoax benaricd^ifdjen ®eo? 
mctcm befannt: SlpotlottiuS Conica 1,34. 111,37. $ap|>uS vll, 161. aScrgl. 
^lanim. §.14, 5 unb ©tereom. §.5, 12. 3)cr obige ©afe würbe ooUftänbiger er* 
grünbet burdj Sal^ite (Sect. con.) unb SKacIaurin (ae lin. geom. propr. II, 
Slnl^ang ber Algebra). SSergl. ^oncelet propr. proj. 186. 194. 2)ie weitere SBebeu« 
tung beä ©aJeS ift bejonberä oon SBriand^on J. de T^ßc. polyt. Cah. 13 p. 297 
erfannt morben. SBergl. (Sl^aäleS Ap. nist. p. 397 b. flberf., ©teiner fpft. 
(gntro. 44, ©1^ aSieg G^om. sup. 675 ff. unb bie 5lnm. m ©tereom. §. 1, 9. 

JÖarfeet II. 6. Äuff. 25 
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{Ä, A\ S, TU) = —1 
{ÄV, AV, SV, UV) = —1 

3iei^t man ferner burd^ S eine ®erabe, weld&e bie Äutüe in C unb C, 
f(]&neibet unb bejeid&net ben gemeinfd^aftli(5en ^Punft ber ®eraben AC 
unb A*C' burd^ W, fo l^at man 

{AV, A*V, SV, WV) = — 1 

woran« folgt, ba^ w auf ber ©eraben UV liegt, u. f. xo, 

S)er jugeorbnete @a| wirb ebenfo beioiefen. 

2lnmerlung. SBenn bie 5ßaare von entfpred^enben fünften A 
urtb A\ B unb B', \C uttb C einer Sinie jioeiten ©rabe« fo liegen, 
bafe bie ©eraben AA\ BB% CG* burd^ einen $unft s gel^n, fo btlben 
fie eine Snoolution (19, 2lnm.). Unb toenn bie $aare t)on entfpred^en'» 
ben Tangenten a unb a% b unb b\ c unb c' einer Sinie jtoeiten ©rabe« 
fo liegen, ba§ il^re gemeinfd^aftliclen 5ßunlte aa\ bb\ cc* einer ©eraben 
s angel^ören, fo bitten fie eine 3fnt)olution. S5enn bie gemeinfd^aftlid^en 
^JJunfte üon AB unb A'B\ AC unb A'C, AC unb A'C* liegen auf einer 
©eraben, ber 5ßolare oon s, S)al^er tft (9) 

{AA\ AB, AC\ AC) = {A'A, A'B\ A'C, A'C*) 

b. 1^. ba« S)oppelt)erpltni8 ber ^ßunfte A*, B, C, C ber Sinie jtoeiten 
©rabe« ift bem SDoppeloerpltniS ber entfpred^enben 5ßunfte A, B\ 
C, C* gleid&, u. f. w. 

32. ^tm, bie ©erabe s bie polare be« 5ßunfte« S in Sejug 
auf eine Sinie jroeiten ©rabe« ifi, fo ift ber 5ßunft S ber $ßol ber 
©eraben s. SöBäre ber $unft t ber 5pol oon s, fo wäre für jwei 
2;angenten a, a*, bie mit s benfelben 5Bunft gemein l^aben unb bie 
Äuroe in A unb A* berühren, 

{A, A\ s, T) = (a, a\ 5, T) = - 1 

folglid^ {A, A\ s, S) von —1 t)erfd&ieben, gegen bie über S gemad^te 
aSorau3fe|ung. 

SBenn s bie 5ßolare von s ift unb mit ber Äuroe ben 5ßunlt e 
gemein l^at, fo ift bie ©erabe SE eine a;angente ber Äuroe. §at bie 
©erabe SE mit ber Äuroe ben ^Punft e* gemein, fo ift 

(E, E', s, s) == -1 

aBeil aber E auf s liegt, fo liegt aud^ E* auf s, b. ^. £E' oerfd&minbet 
S)a^er ift jebe Seltne ber Äurt)e bie polare be« ?ßunlte«, meldten bie 
Siangenten il^rer ©nbpunfte gemein l^aben. Qn^befonbere ift jebe 
2;angente bie 5ßolare il^re« Serü^rung^punfte«. 

^tnn bie ©eraben t, u, v, ., burd& ben 5ßunlt S Qü)n, fo liegen 
il^re ^ole auf ber 5ßolare s be« fünfte« S. SBenn nämli<^ bie ©erabe t 
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bie Ätttt)e in P unb P' fd^nelbet, fo tft il^t 5ßol ber gemeinfd^aftli(§e 
5ßun!t ber butd^ P unb p' gel^enben 3;an9enten, welcher auf bcr ?ßolare 
t)on aS liegt (21). SBenn bie ©erabe u bie Äutoe betül&rt, fo ift i^r 
^ol ber Serül^runöSpunlt, weli^er auf ber polare t)on 8 liegt. Söenn 
bie ©erabe v bie Äurt)e njeber f(^neibet no(^ beröl^rt, fo gel&n burd) 
ben 5punlt sv jraei Slangenten ber Äuroe, bie fowol^I mit v unb il^rem 
$oI F, ate aud^ mit S unb 5 einen l^armonifiä^en Säüfd^el beftimmen; 
nun gel^t v burd^ S, alfo liegt v auf «. 

^Parallele ©eignen einer Sinie jmeiten ©rabe«, meldte ben unenb*» 
li(^ fernen 5ßunlt s gemein l^aben, merben t)on ber ^Polare s be^felben 
l^albiert; bie5ßolaren t)on unenblid^ fernen 5pun!ten finb SDiameter ber 
Äurt)e. S)ie Sßolare ber 3Jlitte eine§ 5DiameterS gel^t burd^ ben unenb^ 
lid^ fernen $untt be^ ©iameter^ unb burd^ ben unenblid^ fernen ^ol 
be^felben, ift alfo unenblid^ fern; eine ©erabe, bie bur($ bie SJlitte eine^S 
®iameter§ gel^t, l^at einen unenblid^ fernen 5ßol unb ift ein SDiameter 
ber ^roe. SlBe SJiameter berfelben l^aben alfo eine gemeinfd^aftlid^e 
SWttte, ben 5ßol ber unenblid^ fernen ©eraben (©tereom. §. \, 4), ba^ 
©entrum ber Sinie imeiten ©rabe^. 



23. äßenn bie fünfte A, B, C, D auf einer ©eraben liegen, fo 
bilben il^re polaren in Sejug auf eine Sinie smeiten ©rabeS a, h, c, d 
einen Süfd^el bergeftalt, bajä*) 

(4 B, C, D) == {a, b, c, d) 

SeweiÄ. 3ft S ber 5ßol ber ©eraben s 
in Sejug auf ben Ärei^ {M), fo gei^n bur(ä& S 
bie 5ßolaren a, fe, c, d ber auf s Uegenben 
fünfte A, B, C, D (22). S)ie ©eraben ma, 
MB, . . finb normal i\x a, b, . . . SDrel&t man 
bie gigur MAB . . in il^rer ©bene um ben 
5ßunft M, U^ MA mit a parattel ift, fo werben 
MB, MC, MD mit b, c, d parallel, folglid^ ift 

{MA, MB, MC, MD) = {a, h, c, d) 
(A, B, C, D) = (a, b, c, d) 

mie oben (15, Slnm.) in bem gaUe gefunben mürbe, bafe A, B, C, D 
5ßunlte ber ßinie imeiten ©rabe^ bebeuten. 




*) SWöBiuS bar^c. ©alc. 290. aWagnuS SCufgoBenlp. 65. ©l^aSlcg Geom. 
sup. 691. 



